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PoLYNOMES MINIMAUX, INTERPOLATIONS DE LAGRANGE ET SERIES ENTIERES
MATRICIELLES

Exercice 1| Polynome minimal, base de Lagrange et puissances d'une matrice

Soit n un entier naturel au moins égal a 2 et M € M,,(KK) une matrice.

1. Polynéme minimal
On note Ay I'ensemble des polyndmes annulateurs de M :

Am = {P € K[X][P(M) = 0,}.

a) Justifier que Ay est non vide.

b) En considérant la famille (Mk)k
M.

¢) Soit 0 = min{deg(P)|P unitaire et annulateur de M} le plus bas degré parmi les degrés des polynomes
annulateurs de M. On note py; un polyndme unitaire annulateur de M de degré o.
Montrer que si P € Ay, alors P est multiple de pyy.

d) En déduire que up; est 'unique polyndme unitaire annulateur de degré o.

e) Montrer finalement que

o Montre qu’il existe un polynéme unitaire P de IK[X] annulateur de

An = 1{Q x umlQ € K, [X]}.

Bilan : il existe un unique polynéme unitaire et annulateur de M de degré minimal, et l’ensemble des
polynomes annulateurs de M est ’ensemble des multiples de ce polyndme.
Ce polynome py; s’appelle le polynéme minimal de M.
2. Liens avec le polynéme caractéristique
a) Montrer que lorsque x) est scindé a racines simples, iy = Xu-
b) Est-il vrai que, si M est diagonalisable, alors py = xum ?
c) Est-il vrai que py est toujours a racines simples?
d) Justifier que M est diagonalisable si, et seulement si, p\; = H (X=2).
AeSp(M)
3. Cas des matrices nilpotentes
On suppose dans cette question qu’il existe un entier naturel non nul k tel que

MF 1 20 et MF = 0.

M est dite nilpotente et k est son indice de nilpotence.
a) Justifier que Sp(M) = {0}.
b) Justifier que uy; = X* et que k < 7.
4. Puissances k-iemes et polynéme minimal
On suppose dans cette question que p) est scindé a racines simples, notées zy,z,...,zs.
On note (L;);<i<s la base de Lagrange de Ky_;[X] associée aux points (z;);;<s, de sorte que

.. : 1 sii=j,
el o, Lz-<zj>=6f,f:{o Gie

a) Soit k € IN. On note Ry, le reste de la division euclidienne de X* par HM-
Déterminer les coordonnées de Ry dans la base de Lagrange (L;).
b) En déduire une expression de M & I'aide des polyndomes L;.

Séries entiéres matricielles et interpolation de Lagrange

On soit Zakzk une série entiére de rayon de convergence non nulle R. On note f sa somme :
° +00
f:DO,R)—C,z+—> Zakzk.
n=0
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k
Pour tout k € IN et toute A € M,,(C), Sx(A) désigne la k-ieme somme partielle ZaiAi. On remarquera que
i=0
Sk(A) est un polynome de degré au plus k de A.
On dit de plus que f(A) existe si la série ZakAk converge, c’est-a-dire si la suite des sommes partielles

k
(Sk(A)) converge.

On rappelle que si une suite matricielle de M,,(C) (Ug)ren converge vers une limite L € M, (C), alors pour
toute matrice A € M, (C) les suites (AUy); et (UxA)x convergent, respectivement vers AL et vers LA (c’est
une conséquence de la convergence par coordonnées).

1. a) On suppose M et D semblables, liée par la relation D = P"'MP ot1 P € G£,,(C).
Quel lien existe entre Sx(M) et S¢(D)?
b) On suppose que D est diagonale : D = diag(Ay,..., A,) € M, (C).
Que vaut Sg(D)?

2. a) Montrer que si D est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont deux a deux distincts

et tous dans ZO)(O,R), alors f (D) existe.
Expliciter f(D) a I'aide des coefficients de D.
b) Montrer qu’alors il existe un unique polynéme L de C,,_;[X] tel que f(D) =L(D).
3. On suppose que M est diagonalisable, que ses valeurs propres sont deux a deux distinctes et qu’elles
vérifient
YAleSpM), |A<R
a) Justifier que f(M) existe et qu’il existe un unique polynoéme L de C,_;[X] tel que f(M) =L(M).
b) On note (L;)1<;j<y-1 la base de Lagrange de C,_;[X] associée aux valeurs propres Ay,...,A,, de M. Ex-
pliciter L dans la base (L;);<j<n-1-
4. On suppose dans cette question que f est la fonction exponentielle et que M est diagonalisable.
a) Que valent les a; ?
b) Justifier I'existence de f(M), qu'on appelle encore exponentielle de M et que I'on note exp(M).

0
c) Soit O eR* et M = .
0 0
A l'aide des questions précédentes, exprimer exp(M).
0 -0
d) Méme question pour M = (et toujours O € R¥).
6 0

5. Soit M est une matrice réelle dont les valeurs propres sont deux a deux distinctes et appartiennent a
]-1; 1[.
a) Justifier que I,, — M est inversible.

+0o
b) Justifier que ZMk existe et que
k=0

+00
> M= (1, - M)
k=0
c) Justifier qu’il existe un polynéme L dans R,,_1[X] tel que
L(M) = (I, = M)~

en expliquant comment obtenir L.

6. On suppose que M est nilpotente d’indice de nilpotence k.
Justifier que I,, — M est inversible et donner un polyndéme L unitaire de degré k —1 tel que

L(M) = (I, -M)~!
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