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Solution (Ex.1-)

1. Comme a,,; est défini a ’aide de ay,4y,...a,, on ne peut avoir d’infor-
mations sur a,,; que si on dispose d’informations sur TOUS les a; pour
0 <k <n.Une récurrence FORTE s’impose!
e La propriété est vraie pour n =0 puisque ag=1¢€[0; 1].
e Soit n € IN fixé. Supposons la propriété vraie a tout rang de [0; n]]. Alors
a,41 >0 comme somme de termes strictement positif.

a 1
Ensuite pour tout k de [[0; n], n—k+2 > 2 donc — k< =, donc
n—-k+2 2
1n+1<1A‘, <1<1 ‘1 614
< . Ainsi a,1 < = < 1, et la propriété
n+1Ln- ST S 1Sy prop
est demontree aurang n+ 1.
e Par récurrence forte,
Ynz0, 0<a,<l1.

1

..etméme a, < 5 des que n > 1.

On ne connait pas la limite de (a”+1
a}’l

cette limite existe. Il est exclu d’employer le critéere de D’Alembert.

Argument le plus rapide, et en plus c’est la DEFINITION : Par 1., la

suite (a,1") est bornée. Par définition du rayon de convergence, le rayon

), a vrai dire on ne sait méme pas si

de convergence de Zanx” est supérieur ou égal a 1.
n>0
a) Sans calcul :
1 1 x"
~ —etRC —|=1d RC

n+2 no+oo 1

xﬂ
)
n+2
n>0
b) Il est faut d’affirmer que la série converge « ssi » [x| < 1. En cours, j’ai

précisé qu’on ne pouvait pas connaitre a priori la nature de la série
pour |x] =1, et la suite prouve que la série converge en —1 mais diverge

enl.
+00 n

Soit g: x Zd 5 Par le rayon de convergence précédent, |-1; 1] C
n=

D, c[-1;1]

Lycée Henri PoiNcARE

Pour x = —1, la série définissant g(—1) converge par application immé-
diate du théoréme des séries alternées.

Pour x =1, la série définissant g(1) diverge : c’est la série harmonique
(privée de son premier terme).

D

o =[-1; 1.

c) e En tant que produit de Cauchy de deux séries de rayon de convergence

anx”J >1.

supérieurs ou égaux a 1, RC

n>0
5 1
e Par la formule de Cauchy : w, = Zakm =(n+1)a,
k=0
Vnz0, w,=n+1)a,:.

+00 +00 +00
d) Pour tout x €] - 1,1][, f/(x) = Znanx”_l = Z(?’l +1)a,qx" = anx” =
n=1 n=0 n=0
+00 “C”
X .
f ); n+2

4. Pour x € [0; 1[, f(x) > 0 comme somme de termes tous positifs, dont le
premier ag est strictement positif.

flx) Z“’ x"

S

La primitivation de — exige des valeurs absolues et la présence d’une

Donc:Vxe[0; 1],

n+2

constante additive.

En primitivant, In|f(x)| = ;% + cte. Comme f(x) > 0 et
In(f(0)) =In(ag) =In(1) =0, cte = 0. Donc
I® Pean
Vxe [0, 1[, 11’1(f(X)) = ;’m
ol
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5. Le plus rapide est de décomposer en éléments simples :
1 1 1

(n+1)(n+2) Thtl n+2

Pour |x| < 1,

oo o+l
;n+l =—In(1 —x), et pour de plus x =0,
oo n+l oo n+l
X 1 X 1 —In(1 -x)

=— =—(-In(l-x)—x)= ———1.
Zn+2 XZ’H+1 x( n(1=x)=x) X
n=0 n=1 ]
Alorsln(f(x)):ln(l—x)(¥—1)+1.Et

1
Vxe]0; 1], f(x):e(l—x)" et f(0)=ap=1

1\" 1
6. %:Zan(z) converge carEGDf:[—l; 1[.
n=0 n>0
o an_f(l)_e
2n o o\2) 2
n=0

Solution (Ex.2-)

1. La symétrie, la bilinéarité et la positivité sont immédiates.
Pour prouver que {.,.) est défini, il faut montrer que si (P,P) =0 alors P
est le POLYNOME NUL, et pas seulement nul en 1.
Si(P,P)=0alors P(1) =P’(1) =P”(1) = 0.
Premier arqument :
1 est une racine triple de P, et comme deg(P) < 2, P est le polynéme nul.
Second argument :
En écrivant P = aX? + bX + ¢,

a+b+c=0 a=0
P(1)=P(1)=P"(1)=0={2a+b=0 olb=0 oP=0.
2a=0 c=0

Pour faciliter les calculs, on peut au préalable calculer les produits sca-
laires entre mondmes :

Lycée Henri PoincaRE

o2

(L1 =(1,X)=(1,X2) =1, (X,X) =2, (X, X?) = 3 et (X2, X?) = 9.
L'application du procédé d’orthonormalisation a partir de la base cano-
nique C = (1,X,X?) fournit la base orthonormale

B= (1,x-1,%(x-1)2).

En s’appuyant sur la base orthonormale (1,X - 1) de R;[X], pg,x](U)
2X -5 et
d(U, R [X]) = lU-(2X = 5)|| = 2.

4. a) H est le noyau de la forme linéaire f : E — R,P + P(1) donc est un
sous-espace vectoriel de E. Comme Im(f) = R!, la formule du rang as-
sure que

dim(H) = dim(ker(f))=3-1=2.
1

-1,=

b) D’apres 2 et 4.a), (P1,P,) = (X 5

de H.

On peut s’appuyer sur cette base orthonormale pour calculer les images
de 1, X et X2... ou ruser un peu en exprimant ces vecteurs dans la base
C.

Comme par21 1L Pyetl L P, 1€H donc ¢(1)=0.

PX) =Py +1) = @(P1) + (1) =P, +0 =Py,

P(X?) = (2P52P; + 1) = 2¢(P;) + 2¢(Py) + 1 = 2P, + 2P =X? -1, d'ott

(X - 1)2)) est une base orthonormale

0 -1 -1
Me(@)=]0 1 0
0 0 1

ol



