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Exercice 1
On considère la suite (an)n∈N définie par a0 = 1 et la relation de récurrence :

∀n ∈N, an+1 =
1

n+ 1

n∑
k=0

ak
n− k + 2

.

1. En utilisant un raisonnement par récurrence, démontrer que : ∀n ∈N, 0 < an ≤ 1.

2. On considère la série entière
∑
n≥0

anx
n. Justifier que son rayon de convergence est supérieur ou

égal à 1.

Pour x ∈]− 1,1[, on pose f (x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

3. a) Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥0

xn

n+ 2
.

b) Déterminer l’ensemble réel de définition de la fonction x 7→
+∞∑
n=0

xn

n+ 2
.

c) On pose, lorsque cela est possible,

+∞∑
n=0

anx
n


+∞∑
n=0

xn

n+ 2

 =
+∞∑
n=0

wnx
n, produit de Cauchy réel

des deux série
∑
n≥0

anx
n et

∑
n≥0

xn

n+ 2
.

Justifier que le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥0

wnx
n est supérieur ou égal à 1 et

donner pour tout entier naturel n, une expression de wn à l’aide de la suite (an).

d) En déduire que l’on a pour tout x ∈]− 1,1[, f ′(x) = f (x)
+∞∑
n=0

xn

n+ 2
.

4. Démontrer alors que pour tout x ∈ [0,1[, ln(f (x)) =
+∞∑
n=0

xn+1

(n+ 1)(n+ 2)
.

5. En déduire, pour tout x ∈ [0,1[, une expression de f (x) à l’aide de fonctions usuelles.

6. Justifier que la série
∑
n≥0

an
2n converge et calculer sa somme.

Exercice 2
Dans cet exercice, E désigne l’espace vectoriel R2[X] des polynômes de degré inférieur ou égal à
2 et à coefficients réels et B = (1,X,X2) sa base canonique.
Pour tout couple (P,Q) d’éléments de E, on pose :

⟨P,Q⟩ = P(1)Q(1) + P′(1)Q′(1) + P′′(1)Q′′(1).

1. Vérifier que l’on définit ainsi un produit scalaire sur E.
2. Déterminer une base orthonormale de E pour ce produit scalaire.
3. Déterminer la distance du polynôme U = X2 − 4 à R1[X].
4. Soit H l’ensemble des polynômes P de E tels que P(1) = 0.

a) Vérifier que H est un sous-espace vectoriel de E. Quelle est sa dimension ?
b) Soit ϕ la projection orthogonale sur H. Déterminer la matrice de ϕ dans la base B.
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