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1 Nombres réels et complexes

1.1 Majorant et minorant d’une partie de R
Soit P C R.

M € R est un majorant de P si Vx € P,z < M.
m € R est un minorant de P si Vx € P,m < z.
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Maximum et minimum d’une partie de R
Soit P C R.
(i) M € Rest le maximum de P si M € P et Vo € P, 2 < M. On note alors M = max(P).
(ii) m € R est le minimum de P si m € P et Vo € P,m < z. On note alors m = min(P).
1z Toute partie méme non vide de P n’admet pas nécessairement un maximum et/ou
un minimum.
Borne supérieure et borne inférieure d’une partie non vide de R
(i) Toute partie P non vide et majorée de R admet une borne supérieure notée sup(P) :
c’est le plus petit de ses majorants.
Caractérisation : M = sup(P) <= Vo < M, Jy € P, = <y <M. (ii) Toute partie P
non vide et majorée de R admet une borne supérieure notée sup(P) : c’est le plus petit
de ses majorants.
Caractérisation : M =sup(P) <= Vax <M, Jye P, z <y <M.
Partie entiére d’un réel
Soit = € R. La partie entiére de z, notée |z, est définie par :

lz] €Z et quad|z] <z < |z]+1.
Segments et intervalles de R
(i) Soit (a,b) € R? avec a < b. Le segment [a; b] est défini par

[a; O] det. {xeR, agxgb}.

(ii) Une partie P de R est un intervalle si, et seulement si,

Y(a,b) € P avec a <b, [a; bl CP.

Inégalité triangulaire
V(z,y) € K2, |z = lyl| < |z =yl < [a| + |yl
Formulaire dans C

® VteR, e =cos(t)+isin(t)

@ VzeC, e =eRe(x)eilm(z)

®VzeC, |[2°=z2zetle?]=e)

it | a—it it it
@ Euler : Vt € R, cos(t) = e re et sin(t) = S

2 2
(cos(t) + isin(t))™ = cos(nt) + isin(nt)

§ 2ik
Ak ef0; n—1], zwdef'eXp< ! 7T>
n

® De Moivre : Vt € R,Vn € N,

=1 <=

® Vn e N*,
n—1

@ U, ={wplk €[0; k—1]} et ¥n>1, Y wp=0
k=0

Formulaire trigonométrique

@ cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), sin(a+b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
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2a) = cos?(a)—sin®(a) = 1—2sin*(a) = 2cos?(a)—1, sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

@ cos(
® cos(a) cos(b) = %(cos(a +b) + cos(a — b))

sin(a) sin(b) = %(cos(a —b) — cos(a + b))

sin(a) cos(b) = %(sin(a +b) +sin(a — b))

_ tan(a) + tan(b) _ 2tan(a)
@ tanla+b) = T @ tan) %Y = T (@)
cos(p) = ———

® acos(t) + bsin(t) = va? + b2 cos(t — ) ou a b+ b

sin(p) = \/ﬁ
1.9 Equation du second degré a coefficients réels
Soit (a,b,c) € R* x R? et (E): ax?+br+c=0.
Soit A 52 — 4qc.
-b+VA

2a

, racine réelle double.

@ Si A>0,alors x =

, racines réelles distinctes.

@ Si A=0,alors z = —
2a

—b+iv/-A
2a
1.10 Equation du second degré a coefficients complexes
Soit (a,b,c) € R* x R? et (E): az?+bz+c=0.
Soit A " 2 — 4ac et § tel que 62 =A

@SiA;éOalorsz:_

® Si A <0, alors z =

, racines complexes conjuguées.

, racines distinctes.

2a
@ Si A=0, alorsz:_—b
2a

1.11 Trouver deux nombres connaissant leur somme et leur produit
a et b sont les solutions de

{ 22—-Sz+P=0.

1.12 Coefficients binomiaux, formule du binéme

, racine double.

a+b=S
ab="P

@

est le nombre de fagons de choisir p éléments distincts parmi n sans tenir

compte de 'ordre. C’est aussi le nombre de parties & p éléments d’un ensemble &
néléments.

> (5)

n!

pl(n —p)!
0

si0<p<n,

sip>n.

( " >, relation de Pascal : <n 1
n—p p+1

=) )=+,

2 Suites et sommes de référence

2.1 Suites arithmétiques

@ La suite (U )n>n, est arithmétique de raison r € R si, et seulement si,
Vn > ng,
On notera que la raison r est indépendante de 'indice n.

Uptpl — Up =T

® Soit (un)n>n, une suite arithmétique de raison r € R.
Up = Upy + (N —no)T;

® Vn > ng, Z U = (n — o + 1)(tny + tn)

.vnzn()a

2 7
k:no
I (nombre de termes) x (premier terme + dernier terme)
alias :
2

2.2 Suites géométriques
@ La suite (U )n>n, €st géométriqgue de raison g € R si, et seulement si,
Vn > ng, Up41 = QUp.
On notera que la raison g est indépendante de l'indice n.
@ Soit (Un)n>n, une suite géométrique de raison g € R.
oVn >mng, up=q"" "Up,;
1— qn—no-i-l

- sig#1

k=ny (n—mng+ Dup,sig=1
1— T‘a’iSO’I’LnombTe de termes
alias : (premier terme) X _
1 —raison

® Si uy, # 0, alors

sign(tn,) x (00) sig>1
. Unpg sig=1
lim wu, = .
n—+oo 0 si —1<g<1

n’existe pas sinon

2.3 Suites arithmético-géométriques

@ La suite (un)n>n, st arithmético-géométrique si, et seulement si,
Ja #1,3b #£ 0,Vn > ng, Upy1 = AUy + b (R)
On notera que les parameétres a et b sont indépendants de I'indice n.

2024—2025
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@ Comme a # 1, il existe un unique réel £ tel que (&) : {=al+b. n_ [/ m
(R) — (€) donne : ¥Yn > ng, tpi1 — £ =a(u, —£). Z Z“m = Z Uij = Z Z“i,j
i=1

. T . i=1 \j=1 1<i<m,1,<5< i—1
La suite (u,, — ¢) est géométrique de raison a, de premier terme u,, — ¢, et on a : SIS LSISN J

Yn > no Up = a0 (U — L) + ¢ Cas d’indices dépendants
- b 0 ° .
® Deux interprétations pour ¢. D’une part, la suite (£),,>,, est l'unique suite Zm: Zl:u |\ _ Z w = zm: - w
constante vérifiant la relation de récurrence (R). D’autre part (lorsque uy,, # £), —\ = v = Bl — b
la suite u converge si, et seulement si, a € ] —1; 1[. Et alors lim wu, = /. VT =I==m AN
n—-+oo
2.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 3 Théorémes de premiére année sur les suites
@ La suite (uy)n>n, vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 si, et seule- . . ) . .
ment si 3.1 Suite bornée, minorée, majorée
Y
Ja € K, 3b € K*,¥n > no, Uno = QUpi1 + biin (R). Notez que dans les définitions suivantes, les réels B, m et M sont indépendants de

On notera que les paramétres a et b sont indépendants de 'indice n. Vindice (muet) n et ne dépendent que de la suite u considérée.

® La suite u € KN est bornée si, et seulement si,

. . - . . dBeR, Vnel, <B.
Soit (£) 'équation caractéristique associée & la relation (R) : ) N - |u"| -
&) 22 —ar—b=0 @ La suite u € RY est minorée si, et seulement si,

ImeR, VneN, m<u,.
® La suite u € RY est magjorée si, et seulement si,
IMeR, VneN, wu, <M

@ La suite u € RY est bornée si, et seulement si, elle est & la fois minorée et majorée.

@ Théoréme dans R, i.e. quand (a,b, tup,, un,+1) € R*.

e Premier cas : (£) posséde deux racines réelles distinctes 71 et 7.
Alors : 3!(a, B) € R?, Vn > no, Up = ary + pry.
e Deuzieme cas : (£) posséde une unique racine réelle r.
Alors : 3!(a, B) € R?, Yn > ng, up = (a+ Bn)r™

e Troisiéme cas : (£) ne posséde pas de racine réelle mais deux racines complexes . N . . .
. X i0 0 La suite (u,) € K" converge vers le scalaire £ si, et seulement si,
conjuguées re’” et re”*".

. Ve>0, INeN, ¥n>N, |u,—¢ <e.
= 2 > — . n ) ) - )
Alors : (e, ) € RZ, Yn > ng, un, = (acos(nd) + S sin(nd))r On éerit alors : 1, .

3.2 Définition de la convergence d’une suite

® Théoréme dans C, i.e. quand (a, b, U, un,+1) € C*. n—+00
Soit (£) Péquation caractéristique associée a la relation (R) : 3.3 Corollaire immédiat pour K =R
&) 2?2 —az —b=0. A savoir justifier.
e Premier cas : (€) posséde deux racines complexes distinctes 1 et ro. Up, m £ si, et seulement si,
Alors : 3(a, B) € C?, Vn = no, un = ary + fry. V(a,b) eR?tqa<l<b, INEN, Vn>N, a<u,<b>
o Deuziéme cas : (£) posséde une unique racine complexe r. 3.4 Unicité de la limite

Alors : 3!(a, B) € C?, Vn > ng, Up = (@ + Bn)r™. Si u, (et u, 7 alors £ — /'
. 2 £2 n—+0oo n—-4o0o
2.5 Sommes finies de reference

n 3.5 Limites infinies
nJrl nn+1)2n+1 n(n+1)\°
@ Z k=—7F—7; @ Z k* = )6( ) ) Z k* = (()> ; La suite (u,) € RY diverge vers +oo si, et seulement si,
i1 VMER, INEN, Vn>N, u,>M.
On écrit alors :  u,, —— +o00.

(Z (li) = Za? + Z aiaj = ia? + 2 Z aiaj ’ n—-4oo
i=1 i=1

1<4,j<n,ij i=1 1<i<j<n La suite (u,) € RY diverge vers —oco si, et seulement si,
2.6 Gestion des sommes doubles VMeR, INeN, Vn>N, wu, <M.

beo 3 _p On écrit alors :  u, ——— —o0.
Cas d’indices indépendants " oo
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3.6

3.7

3.8

3.9

4.1

Théoréme de convergence monotone

Soit (u,) € RY une suite croissante.

u est convergente si, et seulement si, u est majorée.

u diverge vers +oo si, et seulement si, u n’est pas majorée.

lim wu, » a toujours un sens.
n—-+oo

On notera que, pour une suite u croissante, «
Suites extraites

Soit (u,) € KN une suite.

@ Soit ¢ : N — N une application strictement croissante.

La suite (uy(,)) est appelée suite extraite de la suite u. La fonction ¢ est appelée
fonction extractrice.

@ Les exemples les plus fréquents de suites extraites de u sont les suites (un41), (u2n)
et (ugpt1)-

@ La suite u converge vers le scalaire £ si, et seulement si, toute suite extraite de u
converge vers /.

@ La suite u converge vers le scalaire ¢ si, et seulement si, les deux suites extraites de
(uan) et (ugp41) convergent vers /.

On utilise fréquemment @ ou @ pour justifier qu’une suite diverge.
Théoréme des suites adjacentes

e Deux suites u et v de RYN sont dites adjacentes si

@ T'une croit,

@ l'autre décroit,

® la suite v — u converge vers 0.

e Si les suites u et v sont adjacentes, alors elles sont convergentes, vers une méme
limite.

De plus, si u croit, v décroit et £ = lim wu, = lim wv,, alors
n—-+oo n—-+oo
V(m,n) € N2, u,, << v,.

Caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction

Soit f: 1 — Ket a €1, i.e. aest un point de I ou une borne de I, éventuellement égale
a —o00 ou +00.

Alors f tend vers £ en a si, et seulement si, pour toute suite u € IN de limite a, la
suite (f(un)) tend vers £.

Théorémes d’analyse de premiére année

Théoréme de Rolle
Soit a < bet f:[a; b] = R, continue sur [a; b] et dérivable sur Ja; b[.
Si f(a) = f(b), alors : Ic € ]a; b, f'(c)=0.

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

Théoréme des accroissements finis
Soit a < bet f:[a; b] - R, continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b].
f() = f(a)
1) —
f (C) - b—a .
Inégalité des accroissements finis dans R

Soit a < bet f:]a; b] = R, continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b|.

Alors : dc € ]a; b[,

® On suppose qu’il existe (m,M) € R? tels que : Vx € |a; b[,m < f'(x) <M.
Alors : m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

@ On suppose qu’il existe M € R tels que :
Alors : |f(b) — f(a)] < M|b— a.

Ve €la; b, |f (z)] <M.

Inégalité des accroissements finis dans C
Soit a < bet f:[a; b] = C, continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b|.

On suppose qu’il existe M € R tels que : Vz € ]a; b[,|f'(z)] <M.
Alors : |f(b) — f(a)] <M|b—a.
Théoréme de la limite de la dérivée
Soit I un intervalle de R et a € L.
Soit f : T — R continue sur I et dérivable sur I\ {a}.
f(z) = f(x)

Si f'(x) admet une limite ¢ (finie ou infinie) en a, alors tend vers ¢ quand

T —a
x tend vers a.

En particulier, si £ est finie, alors f est dérivable en a et f'(a) = £.
Théoréme fondamental de ’analyse

Soit I un intervalle de R, a € 1.

Soit f : I — R une fonction continue.

xr
Alors F: T = R,z — / f(t)dt est la primitive de f s’annulant en a.
a

Formule de Taylor avec reste intégral
Soit f: I — R de classe C"*1.

") (g
V(a,b) €2, f(b)=>_ fT()(b —a)k +/
k=0 ) @

Inégalité de Taylor-Lagrange
Soit I un intervalle de R, a € 1.

Soit f : I — R de classe C"*!. On suppose qu’il exsite une constante M telle que
Vr e, |f(”+1)| < M. Alors

flz) = fla) = fl(a)(z —a) + — - —

b n
B0 g gyay

M. |z — a|"™!

I
Vo el, (1 1)

,a)n <

X
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4.9 Formule de Taylor-Young
Soit I un intervalle de R, a € I.
Soit f : I — R de classe C"*!. Alors :

) (g
Ve el f(x) = fa) + f/a)(x—a)+ -+ L n.( Yo~ + o((r — a)")

f(”)( )

Vhtga+hel, fla+h)= f(a)+ f'(a)h+
4.10 Sommes de Riemann
Soit f:[a; b] = R. Soit f:[a; ] = R.

n—1
h—
Soit : Vn € N*, s, = aZf<a+k
n n=0
Si f est continue sur [a; b], alors :

b b
sp — [ ft)dt et S, P / f(t)dt
a n—-+0o0 a

n—-+o0o

T 4 o(hm)

a b—a < b—a
)etSn— - Zf<a+k - >

n=1

4.11 Convexité
@ f est convexe sur I si
V(z,y) € 2,VA € [05 1], f(Az + (1= Ny) < Af(2) + (1= M) f(y).
@ Si f est convexe, alors Cy est située au-dessus de ses tangentes et en dessous de
ses cordes.

® Si f est deux fois dérivable, alors f est convexe si, et seulement si, " > 0

5 Equations différentielles

1. Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1

Soit a,b : I — K continues.

(€) ¥ +alt)y = b(?),

(&) ¥ +alt)y = 0.
Résolution de [’équation homogéne
L’ensemble des solutions de (&) est

Eo = {t = ke 2k € K} = Vect(t — e=A(1)

ou A désigne une primitive de a sur I.
= Si on ne sait pas expliciter A (i.e primitiver a), on peut écrire en vertu du théoréme
fondamental de I'analyse

Bo = {t s ko /t:a@du) ek}

2. Solutions de I’équation avec second membre - Principe de superposition

Soit z : I — K une solution particuliére de I’équation (£). Alors ’ensemble des solutions
de (&) est

E = {y + 2,y solution de (£)}.

3

3. Recherche d’une solution particuliére par la méthode de
« variation de la constante »

On cherche une solution z : I — K de la forme
2(t) = k(t)e 2®),

= Si on ne se trompe, les « k(t) » se simplifient et on doit obtenir

k() = b(#) exp ( /t f a(t)du)

Il reste & primitiver pour obtenir une solution.

4. Théoréme de Cauchy linéaire

Soit a,b: I — K continues, tg € I, yg € K. Le probléeme de Cauchy
y' +a(t)y = b(t)
(P) N
y(to) = yo

admet une unique solution sur I.

5. Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 A coefficients constants
Soit a,b € K et ¢: I — K continue.
(&) y" +ay' +by = c(t),
(&) ¥ +ay + by =0.
L’équation caractéristique associé a (&) est
(EC) 22 +az+b=0
Soit A = a? — 4b son discriminant.
Résolution dans C
e Si A # 0, soit A\; # Az les solutions de (EC).
Eg = {t = cieM? + 2t (c1,c2) € C?}
= Vect (t > eMf ¢ s et2t).
e Si A =0, soit A la solution de (£C).
Eg = {t = (c1 + cat)eM, (c1,ca) € C?}
= Vect (t — eM ¢ — ter),
Résolution dans R
e Si A >0, soit A\; # Az les solutions de (EC).
Eg = {t = cieM? + 2t (c1, c2) € R?}
= Vect (t > eMf ¢ s et2t).
e Si A =0, soit A la solution de (£C).
Eg = {t = (c1 + cat)eM, (c1, o) € R?}
= Vect (t — eM ¢ — ter),
e Si A <0, soit A = a £ b une solution de (£C).
Eo = {t = (c1 cos(bt) + cosin(bt))e, (c1,ca) € R?}
= Vect(t — cos(bt)e®, ¢ — sin(bt)e®).

6. Solutions de I’équation avec second membre - Principe de superposition

la
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6.1

6.2

6.3

Soit z : T — K une solution particuliére de I’équation (£). Alors ’ensemble des solutions
de (&) est
E = {y + z,y solution de (£)}.

. Seconds membres particuliers

& Second membre c:t — AeM avec A € K.

e Si \ non racine de (£C), on cherche une solution du type t — Be .

e Si )\ racine simple de (£C), on cherche une solution du type t — Bte*.
e Si A racine double de (£C), on cherche une solution du type t + t2e*t.
iz Second membre c:t— Acos(wt) ou ¢:t— Asin(wt)

On suppose ni 4w ni —iw solutions de (£C).

Alors il existe (A, ) tel que ¢ — A cos(wt) + psin(wt) soit solution de (£).

. Théoréme de Cauchy linéaire

Soit a, b, c: I — K continues, tg € I, (y0,%)) € K2. Le probléme de Cauchy
Y+ a(t)y + blt)y = c(t)

y(to) = yo

y'(to) = o

admet une unique solution sur I.

(P)

Séries numériques

e Série Géométrique - Z q" converge si, et seulement si, |g| < 1.

n>0
+o0 1
n __
Dans ce cas, ng_oq =14

. . 1 . .
e Série de Riemann - E — converge si, et seulement si, a > 1.

n>1
n

e Série exponentielle - g — converge pour tout x de R. Sa somme est exp(x).
n>0
Divergence grossiére
Si E uy converge alors u, —— 0.
n—-+4oo
n>=ngo
Si u,, ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +o0, la série E u, diverge grossiérement.
n=ngo
Série des différences
La série g (un+1 — un) converge si, et seulement si, la suite (u,)n>n, converge.

n>=ngo

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

Critére de D’Alembert
Soit (un)n>n, une suite ne s’annulant pas.

. | Un+1 L.
o Si |t — s Zavec £ €[0; 1], alors la série E Uy, converge absolument.
Unp, n—-+oo ~
n>ngo
L |u 1 L. . N
oSi [ — s /avecle ]1; 4o0], alors la série E uy, diverge grossiérement.
Unp n—-+oo

n>ngo
Absolue convergence
Si la série E |u,| converge, alors la série E U, converge.

n>ng n>ng

Dans ce cas, on dit que la série E u, est absolument convergente.
n>ngo
Remarque : lorsqu’elles convergent, les séries de référence du premier point sont abso-
lument convergente.
Critéres de convergence

e Comparaison - Si Vn > ng,|u,| < v, et Z vy, converge alors Z u, converge
n>ngo n>ngo
(absolument).
e Domination, négligeabilité - Si u, = O (vy,) (en particulier si u, = o (vy,)) et Z U
n>ng
est absolument convergente alors Z uy, converge (absolument).
n>ngo

vy, avec v, de signe constant au voisinage de +oo alors

~

e Equivalence - Si uy,
n—-+oo

E Uy, €t g v, sont de méme nature.
n>ngo n>ng
Théoréme spécial des séries alternées (Leibniz)

Soit (un)n>n, une suite réelle décroissante de limite nulle. Alors :
° Z (—=1)"u,, converge, ainsi que Z (=1)" 1,

n>ng n>ng
—+oo
e Ry = Z (—1)"u,, est du signe de (—1)N*1uxy (i.e. de son premier terme),
n=N+1

e on a la majoration : |Rn| < un41.
Formule de Stirling

V2mnn"e ™"
n—-+oo

Constante v d’Euler - Hors programme mais utile

n!

~J
n—-4o0o

n n
1 1
Iy € R telle que E 7= In(n) + 7 + o(1). En conséquence, E % In(n).
k=1

k=1
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6.10

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

Produit de Cauchy
® Soit Z Uy, €t Z vy, deux séries numériques. Le produit de Cauchy de ces séries est

n=0 n>0
n
Wy = E UVUp—k — E UpVgq-
k=0

ptg=n
@ Si les séries Z Uy, €t Z v, convergent absolument, alors leur produit de Cauchy

la série an ou: Vn >0,

n=0

n=0 n>0
—+o0 —+oo “+oo
E wy, convnerge et E Wy = E Un E Un |-
n=0 n=0 n=0 n=0

Intégrales généralisées
Intégrales de Riemann

“+o0
e Pour a > 0, / ey converge si, et seulement si, a > 1.
a

1
dt
° / pry convergent si, et seulement si, a < 1.
0
Intégrales de référence en exp et In

+oo 1
. / e~ “'dt existe si, et seulement si, o € ]0; +ool, et vaut — dans ce cas.
0 (0%

1
° / In tdt existe et vaut —1.
0

Translation de la variable
e f:]a; b] — R est intégrable en a™ si, et seulement si, ¢ — f(a+1t) est intégrable en
ot

e De méme sur [a; b : f intégrable en b~ ssi t — f(b—t) intégrable en 0.

Intégrales faussement impropres

b
Pour f:[a; b[(b# +00) — R continue telle que llr% f(t) existe et est finie, / f)de
- a

b
existe. f est prolongeable par continuité en b et on dit que / f)dt est faussement
impropre. ¢
Idem pour f :]a; b] (a # —o0) — R continue de limite finie en a.
Une intégrale n’est jamais faussement impropre en —oco ou +oo

Absolue convergence, inégalité triangulaire et intégrabilité

b b
Si / |f(t)| dt existe, alors / f(t)dt existe, et on a inégalité triangulaire :
a a

7.6

7.7

b
< / F(8)]dt.

/a " fo)ar

b
On dit dans ce cas que / f(#)dt est absolument convergente ou que f est intégrable
a

sur Ja; b[.
Critéres de convergence
Pour f,g:[a; b — R continues par morceaux, éventuellement b = +oo.

Les critéres ci-dessous sont valables aussi pour f,g:]a; b] — R en permutant les roles
de a et de b.

e Comparaion - Version signée

On suppose f < g. Alors

b b
(i) si / g(t)dt converge alors / f(#)dt converge.
a a

b b
(ii) si/ f(t)dt diverge alors/ g(t)dt diverge.
OCompc(zlmz'on - Version intégmgilité
Si|f] < g et g est intégrable sur [a; b[ alors f est intégrable sur [a; b[.
e Domination, négligeabilité -
Si f=0/(g)en b (en particulier si f = 0(g)) et g est intégrable sur [a; b[ alors f est
intégrable sur [a; b[.
oE’quivalence - Version signée

Mise en garde : « f et g sont de signe constant » n’est pas équivalent a « f et
g sont de méme signe ».

b
Sif~genbet sif et g sont de signe constant alors les intégrales / f()dt et
a

b
/ g(t)dt sont de méme nature.
a

e Equivalence - Version intégrabilité

Si f ~ genbalors f est intégrable sur [a; [ si, et seulement si, g est.
Changement de variable

Soit ¢ : ]a; b — R (o éventuellement a = —oco et/ou b = +00) une bijection C! et
strictement monotone. Soit f : cp(] a; b[) — R continue par morceaux.

p(b7) b
Alors / f(u)du et / F(p(t))¢ (t)dt sont de méme nature, et égales en cas d’exis-
w(at) a
d
tence. En général, on baptise u : Ja; b = R,t — ¢(t) et on écrit di: = ¢'(t). Autre-

ment dit, on assimile la nouvelle variable a la fonction .
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7.8 Intégration par parties 8.6 Interversion limite-intégrale sur un segment
Soit u,v : Ja; b — R (ou éventuellement a = —oco et/ou b = +o0) de classe C*. Soit (f)n>n, suite de fonctions continues sur un segment [a; b] de R & valeurs dans
b b K. Si la suite de fonctions (f,) n>n0 converge umformement vers une fonction f, alors
Si lim u(t)v(t) et lim wu(t)v(t) existent et sont finies, alors / u'v et / uv’ sont
t—at t—b— a a 11m f dt f
de méme nature. n—+oo "
b b
En cas d’existence, on a : / vy = [uv]b —/ uv'. MISE EN GARDE
a “ a Le théoréme précédent ne s’applique pas si
7.9 Fonction continue positive d’intégrale nulle * l'intervalle n’est pas un segment, en particulier pour des intégrales généralisées ;
Soit f : I — R continue et intégrable sur U'intervalle I. Si / |f| =0 alors f =0 sur * les fonctions ne sont pas continues : « continues par morceaux » est une hypotheése
I I insuffisante.
8.7 Théoréme de dérivabilité, classe C!
8  Suit de f t Soit (fn)n>n, suite de fonctions définies sur I & valeurs dans K. On suppose :
uites de fonctions @ pour tout n > ng, f, est de classe C' sur I,
I désigne un intervalle quelconque de R, K désigne R ou C. @ la suite (fn)n>n, converge simplement sur I vers une fonction f: I — K,
8.1 Convergence simple. @ la suite (f))n>ne co?verge umfo/rmement sur I vers une fonction g : I — K.
La suite de fonctions (f,)n>n, 0l, pour tout n > ng, f, : I = K converge simplement Alors f est de classe C* sur I, avec f =9 autrement dit :
ers f:1— Ksi:Vx el r) — f(x = | /
vers | [ p— (Lt f2) =t (72,
ce qui sous-entend ’existence de ces limites). i
(ceq cvs ) 8.8 Théoréme de dérivabilité, classe C*
On écrit alors fn, =— f. Soit (fn)n>n, suite de fonctions définies sur I & valeurs dans K. On suppose :
8.2 Norme uniforme ou infinie. @ pour tout n > ng, f, est de classe C* sur I,
Sur lespace B(I,K) des fonctlcl);lsI l})lgrnee%sur I'intervalle I, la fonction @ pour tout i € [0; k — 1], la suite (fvg,i))nzno converge simplement sur T vers une
[l = B(L,K) — 7fHSIléE"f(x)| fonction g; : I — K,
est une norme, appelée norme infinie ou norme de la convergence uniforme. ® la suite ( fT(Lk))nZHO converge uniformément sur I vers une fonction g, : I — K.
8.3 Propriété de ||.|| Alors la limite go simple de la suite ( f,,) est de classe C* sur I, avec pour tout i € [1; k],
OVfeB(LK),||flle > f® = g;, autrement dit : o
. 3
@ Vf e B(LK), (||fll., =0) <= f =0 (fonction nulle sur I). il K], ( lim fn) — lim (f9),
@ VA eK,Vf e B(LK), |[[M|lo =M 1Ifllo n—-+too n—+o00
®V(f,9) € BLK)?, [If+9lloo < IIflloo + 9]l 8.9 Théoréme de convergence dominée

8.4

8.5

Convergence uniforme.
La suite de fonctions (f,)n>n, converge uniformément vers la fonction f sur Isi:
@ pour tout n > ng, f, — f : I — K est bornée,

@ ||fn _.f||oo mo'

- ovy
On écrit alors f, — f.
Stabilité de la continuité par convergence uniforme.

Si, pour tout n > ng, f, est continue et si f, oy f alors f est continue.

Soit (fn)n>n, une suite de fonctions définies sur un intervalle I. Si :
@ pour tout n > ng, f, est continue par morceaux,

@ la suite (fn)n>n, converge simplement sur I vers une fonction f,
® la fonction f est continue par morceaux,

@ hypothése de domination uniforme — il existe une fonction ¢ : I — R continue
par morceaux et intégrable sur I telle que :

Vn > ng, Vo €1, |fu(z)| < p(2).
Alors :
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9.1

9.2

9.3

9.4

e les fonctions f, (Vn > ng) et f sont intégrables sur I,

( / fn> existe et vaut / f-

MISE EN GARDE

e lim
n——+o0o

Pour que le théoréme s’applique, il faut que la fonction dominante ¢ soit indépen-
dante de n, de la l'adjectif « uniforme » : la méme fonction ¢ domine toutes les
fonctions fi,.

REMARQUE
Il n’est pas nécessaire de vérifier au préalable l'intégrabilité des fonctions f, et de f :

c’est une conclusion du théoréme.
Séries de fonctions

Convergence simple (CVS)
Z fn converge simplement sur I si pour tout z € ILla série numérique Z fn(x)

n>ng n>ng
converge.
—+oo
Dans ce cas, la fonction S: 1 — R,z +— Z fn(z) s’appelle la somme de Z fn-
n=ng n>ng
Convergence uniforme (CVU)

E fn converge uniformément si la suite (Sy) des sommes partielles converge uni-
n>ngo
formément, i.e. si la suite (Rx) de ses restes converge uniformément vers la fonction
nulle :

R — 0.
Rl ———
En effet,
cvu
Sxy — S <= ||Sx — 9||, —— 0 <= ||Rn]||,, —— 0
n—+oo n—-+00

Convergence normale (CVN)
g fn converge normalement si :

n>ngo

e pour tout n > ng, f, est bornée,

o la série numérique E /ol

n>ngo

converge.

Relations entre modes de convergence
e La convergence normale entraine la convergence uniforme.
e La convergence uniforme entraine la convergence simple.

9.5

9.6

9.7

e La convergence uniforme de la série de fonctions E fn entraine la convergence
n>ng

uniforme de la suite de fonctions (fy,)n>n, vers la fonction nulle (||f,||,, ——— 0).

— 400
Continuité de la somme
Soit I un intervalle.
Si

@ pour tout n > ng, f, est continue sur I,

VY g
@ > =
n>ngo

alors S est continue sur I.

Classe C!
Soit I un intervalle.
Si

® pour tout n > ng, f, est de classe C! sur I,

@ > s,

n>ngo

cvy
® > f =T
n>ngo

alors S est de classe C' et §' =T, i.e.

+oo /

+oo
> i)

n=no

Classe CF
Soit I un intervalle.
Si

® pour tout n > ng, f, est de classe C* sur I,

@ pour tout i € [0; k—1], Z £ &3

— S,
n>ngo
® > f¥

n>ngo

CVL{

alors Sy est de classe C* et pour tout i € [1; k],

“+o00 (@) +oo
(z fn> @=3 1.
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9.8

9.9

9.10

9.11

Du local au global
Soit I un intervalle quelconque de R et k € N.

e Si f: I — R est de classe C* sur tout segment [a; b] C I, alors f est de classe C¥ sur
I

e Si f:1— R est de classe C* sur une famille d’intervalle (I,),eca inclus dans I telle

que |J I, =1, alors f est de classe C* sur I.
a€A

Avertissement Pour autant, la convergence normale ou uniforme sur tout [a; b] C 1
n’entraine pas la CVN ou CVU sur I tout entier. Par exemple pour les f, : I =
1-1; 1[ = R,z — z™,

o || fulloo; = sup |z"| =1 donc pas de CVN sur I
’ —1<z<1
e pour tout [—a; a] CL [|full[—q, o= sup [2"]=a" donc CVN sur [—a; q]
’ ’ —a<z<a

Théoréme de la double limite
Soit une série Z fn de fonctions définies sur un intervalle 1.

n=ngo

Si

@ E fn converge uniformément sur I,
n>=ngo

@ pour tout n > ng, f,, admet une limite £,, en a borne de I (éventuellement infinie),

alors
e la série Zﬁn converge,
e la somme de la série admet une limite en a et :
+oo +oo +00 +00
Do Sal@) = D lay e Y fule) = Y lim fu(2)

r—a

n=no n=no n=no n=no

Intégration terme i terme sur un segment en cas de CV uniforme
Si
@ pour tout n > ng, f, est continue sur le segment [a; b],

@ Z fn converge uniformément sur le segment [a; b],

/ab (f fn(t)> dt — io (/abfn(t)dt>.

n=ng n=ng
Théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle

alors

Soit I un intervalle quelconque. On suppose :
Si

@ pour tout n, f, c.p.m. et intégrable sur I,

@ z:fncv—'>sSsurI7

n>ngo

@ S est c.p.m. sur I,

@ la série numérique Z ( / | fn(®)] dt) converge,
—~\J1

([ o).

alors S est intégrable sur I et

/1<§ fn(t)> dt =)

n=no n=no

10 Séries Entiéres

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

1023

Lemme d’Abel
Soit (a,) suite de nombres complexes. S’il existe zg € C* tel que la suite (a,2{) soit
bornée, alors pour tout z tel que |z| < |z|, la série Z anz™ converge absolument.
n>0
Rayon de convergence
Le rayon de convergence R de la série entiére Z anz" est :
R = sup{p € R"/(anp™)nen est bornée} € R* U {+00} =[0; +o0].
Disque ouvert et intervalle ouvert de convergence
Version compleze —

Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R. Alors :
(i) si |z] < R, alors Zanz” converge absolument,

(i) si |2| > R, alors Z anz" diverge grossiérement.

Version réelle —

Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R. Alors :
(i) si € | =R ; R], alors Z anx™ converge absolument,

(ii) si x < —R ou = > R, alors Z apx™ diverge grossiérement.
Comparaison asymptotique et rayon de convergence

Z anz" et Z b, 2" sont deux séries de rayon de convergence respectif R, et Ry.
n>0 n>0
e Si a, = O(by), alors R, > Ry.

o Si |ay| ete |br|, alors R, = Ry.

Deux propriétés bien pratiques
e Pour tout a € R, RC (Z n"z") =1;
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. napz" a le méme rayon de convergence que an 2" b = b
nzzo " 1;) " e Pour tout [a; b] C ] —R; R[,/a Zant"dt:Zan /a t"dt |.
PN ) P o s n=0 n=0
10.6 Critére de Jez_an l(.a Rond D’Alembert pour les séries entiéres e En particulier, la primitive F de f s’annulant en 0 est définie par :
On suppose qu’il existe ng tel que : Vn > ng, a, # 0. too o too o
a 1 n. _ n n+l _ n—1 n
Si [t —)EE[O +o0], alorsRC(Zan )sz[O;—i—oo]. Vo €]-R; R[, F(z) Zn+1x Z n v
Qp, n—+00 é n=0 n=1
10.7 Opérations sur les séries entiéres 10.10 Lien avec le développement de Taylor
e Pour tout A # 0, Aa, 2" et a,z" ont le méme rayon de convergence. = ™) (0
7 zn: " zn: " Y & Si f(x) = Z a,x" a un rayon de convergence non nul, alors : Vn € N, a,, = / '( )
n!
n=0
e En notant R, = RC (Z anz”> et Ry = RC (Z bnz”>, 10.11 Unicité du développement en série entiére
n n +oo +o00
I eSif:x— apz” et g: x> bpz™ coincident sur | —r; r[ avec r > 0 (c’est-a-
@ si Ry # Ry alors RC (Z(an + bn)z”> = min(Rg, Ry), T;) " 7;) "
n=0 dire Vo € | —r; [, f(x) = g(x)) alors : ¥n € N,a,, = b,,.
+o00 . . . . .
® si R, = Ry, alors RC Z(Gn +b,)2" | = min(Ra, Ry). OCOfollazre pour les fonctions paires, impaires
= f paire sur | =R ; R[ = Vn € N, ag,+1 =0,
eProduit de Cauchy — f impaire sur | =R ; R[ = Vn € N, ag, = 0.
n
Soit Vn > 0, ¢, def. Z arbn_k. 10.12 Développements en série entiére de référence
k=0 w Variable réelle
Alors pour tout z tel que |z| < min(R,, Re), =
+00 oo 400 e Vr e R, exp(x) = Z —x"
chz = (Z an? ) (Z b,z ) n=0
n=0 n=0 n=0 00 1 ) +o0 1 _—
10.8 Régularité de la somme d’une série entiére eVzeR,  chx)=)_ an” " et sh(z)=) Gy ® n+
o Z anx” converge normalement sur tout segment [a; b] C ] —R; R[ de son intervalle ”_Tgo ”zi_oo
n>0 _ (=D" 5, . _ (=D" 501
ouvert de convergence. °Vz R, cos(z) = (2n)! r et sin(z) = Z (2n +1)!
e La somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0 est continue sur =0 4o ;;O
]—=R; R], resp. Do(0,R) lorsqu’on travaille dans C. eVzecl—1; 1f 1 Z 27 et 1 _ Z(,
) )
e La somme d’une série entiére de rayon R > 0 est C* et on peut dériver terme & l—2 = "
terme : ) +o0 +o00 n+1
= = eVre|—1; 1], In(l1—-2x) = —z" et In(l +z) =
V€| (Z an® ) = Z na,z""t = Z(n + Dayp12™. Z ;
n=0 n=1 n=0 +oo ( 1)n
. _
(*) +oo n| - +oo (n + k)' . [ ] vl’ € ] -1 3 1[, Arctan(x) = Z m$2n+1
Vo €] Zanx = Z T On® = Z Ok n=0
~ (n—k)! ~ nl ). (a 1)
(a — -n
10.9 Intégration et pr1m1t1ve eVaeRVze]|—-1; 1], 14+x)*=1+ Z . ™.

Soit f somme de la série entiére Z an,z" de rayon de convergence R > 0.

n

113

1w Variable complexe
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—+00 .
1 iii) ||« = max |x; loi du plus fort
eVzeD(0,1)={zecC/|z| <1}, => " (i) [lzloo 19@' I« plus fort)
1-2 = Soit M = (m; ;) € My, (K).
+oo
. .. 2
eV2eC, exp(z) = Z Z—' @) M}, = Z Im; (i) (M|l = Tr (MTM) = Z m; j
o 'V 1<i,j<n 1<i,j<n
10.13 Propriétés de ’exponentielle complexe (iii) M|, = | Inax |m; ;|
2 _ <z,7<n
* :(21’ ) E C% exp(a +R222) = exp(z1) exp(z2). 11.6 Normes sur un espace produit, sur un espace somme
o Vz =z + iy avec (i;{?;)(f) o »ez _ " — o (cosy + isiny) (i) Soit (Ex, [||lg,), - - (Ep, [|-]lg,) p K—evn. Alors
N:E;p <. Ep = R, (ur,...,up) = sup [Juglg,
1<i<p
11 Espaces vectoriels normés 5
p est une norme sur ’espace produit H Eg.
. - . ) k=1
11.1 Une norme N : E — R sur .le. Kjespace vectoriel E vérifie les axiomes : (ii) Soit (E1, HHEl)v ., (Ep, I/l ) p sous-espaces supplémentaire de E. Alors
(i) Ve € E, N(z) > 0 (positivité) ; N:E—>R,u :21 oy = osup ugllg
(ii) Ve € E, N(z) =0 =z = 0 (séparation); 1<i<p k
(iii) Vo € E,VA € K, N(\z) = |A\| N(z) (homogénéité); est une norme sur l'espace E.
(iv) V(z,y) € E?, N(z +y) < N(z) + N(y). (iii) En particulier, si B = (e, ..., eg) est une base de E, alors en posant, pour tout z

11.2

11.3

114

11.5

Le couple (E,N) est un espace vectoriel normé (evn). On dit aussi que E est muni de
la norme N. On note souvent ||.|| pour N.

La distance associée a la norme |[|.|| est définie par :
V(z,y) € B, d(z,y) = [l —yl|.
La distance d’un vecteur A& une partie P C E est, si elle existe, d(z,P) =
inf d = inf ||z — ¥y
inf d(z,y) = inf [lz —y]|
Propriétés de la norme. Soit (E, ||.||) un evn. Soit (z,y, z) € E3.
(i) [|0g]| = 0,
@) [zl =yl | < lle = yll et [{l2]| = [lyll| < llz +yll,
(i) |[lo =yl = lly — 2l | < [lo —z[| Le [d(z,y) — d(y, )| < d(z, 2).
Norme induite sur un sous-espace Soit (E, N) un evn et F un sous-espace vectoriel
de E. Alors N|r : F — R est une norme, dite norme induite par N sur F, et (F,N|r)
est un evn.
Normes usuelles sur K" et M,,(K)

Pour z = (z1,...,2,) € K",

i) [|=||; = Z |z;|  (norme de Manhattan)
i=1

(ii) [|=[l, =

(norme de la géométrie euclidienne canonique)

11.7

11.8

11.9

1223

de E, N(x) = sup |z;| avec z = inei on définit une norme sur E. On peut aussi

1<i<n =1

poser Ni(z) = Z |z;| ou Na(z) =
i=1

Boules et sphéres
Soit (E, ||.]|) evn, d distance associée a ||.||. Soit a € E et r € [0; 400].
(i) Boule ouverte de centre a de rayon r :

B(a,r) ={z € E/d(a,z) <r}={z € E/||la —z|| <r}.
(ii) Boule fermée de centre a de rayon r :

B(a,r) ={z € E/d(a,z) <r} ={x € E/||la — z|| < r}.
(iii) Sphere de centre a de rayon r :

S(a,r) ={z € E/d(a,z) =1} ={x € E/||la — z|| = r}.
Pour r = 1, on parle de boule unité et de sphére unité.

Parties convexes

(i) Dans E, le segment [x; y] d’extrémité z € Eet y € Eest : [2; y] = {Az+ (1 —
ANy/A € [0;5 1]}

(i) C C E est un convexe ou une partie convexe de Esi: V(z,y) € C?, [z; y] C C.
(iii) Les boules sont des convexes, toute intersection de convexes est convexe.
Parties bornées

P C E est une partie bornéede Esi: 3IM e R, VzeP,|lz|| <M.
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11.10

11.11

11.12

11.13

11.14

11.15

11.16

Caractérisation : il y a équivalence entre

(i) P est bornée, (ii) P est incluse dans une boule, (iii) IN € R, V(z,y) € P,d(x,y) < N.

Réfutation : P n’est pas bornée si, et seulement si, il existe une suite (u,) d’éléments

de P telle que :  Vn €N, ||up|| > n.

Suites bornées

(un) € EN est bornée si {u,/n € N} est une partie bornée de E, autrement si
IMeR, VneN||lu,|| <M.

L’ensemble B(N, E) des suites bornées E est un sous-espace vectoriel de EN.

Applications bornées

Soit X un ensemble. f : X — E est une application bornée si {f(z)/x € N} est une
partie bornée de E, autrement si
IMER, VreX,|f(z)| <M.

L’ensemble B(X, E) des applications bornées de X dans E est un sous-espace vectoriel
de EX.
Suites convergentes
(un) € EN est convergente si
HeE, Ve>0, IngeN, VYn>ng, |u,—{¥|<e.
Dans ce cas, £ est unique et s’appelle la limite de la suite u. Notations usuelles.

Caractérisation : (uy,) converge vers £ si, et seulement si, ||u, — ¢|| P 0.
n—-+0oo

Propriétés :

(i) Toute suite convergente est bornée.

(if) Si u = (uy,) et v = (vy,) sont deux suites convergentes d’éléments de E de limite
respective £ et m, alors pour tout (A, u) € K2, Au + pv = (Au,, + pv,) converge, vers
Au + pv.

(iil) Si w = (uy) est une suite convergente d’éléments de E de limite ¢ et (k,) une suite
de scalaires convergente de limite A, alors (k,u,) converge, vers AL.

Equivalence des normes en dimension finie

La convergence et la limite d’une suite ne dépendent pas de la norme choisie lorsque
E est de dimension finie. Autrement dit, si N et ||.|| sont deux normes sur E, alors :
lim N(u, —¥{) =0<= lun, — £]| = 0.

lim |
n—-+oo n—-+oo

Suites coordonnées

Soit B = (e1,...,e,) une base de E. Soit (u,) € EN. Tout u,, se décompose de maniére

P
unique sous la forme : u,, = us)el + 4 uﬁf’)e,, = Z ugf)ei.
i=1

Pouri € [1; n], (ug))neN € K" est la i-éme suite coordonnée de (u,,) dans la base B.

Convergence par coordonnées

11.17

11.18

11.19

11.20

11.21

11.22

11.23
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Soit B = (e1,...,e,) une base de E. La suite (u,) € KN converge si, et seulement s,
chacune de ses suites coordonnées dans B converge.
P
lim  w, :Z( lim u{)e;.
n—-+oo — n—-+oo

Dans ce cas :

Suites extraites, fonctions extractrices

Soit (u,) € KN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (uy(,)) ou la
fonction extractrice ¢ : N — N est strictement croissante.

Suite extraite d’une suite convergente : Toute suite extraite d’une suite convergente

converge, vers la méme limite.

Critére de divergence : Si deux suites extraites ont des limites distinctes...

Parties ouvertes, voisinages d’un point

x € Q est un point intérieur ¢ Q si Ir > 0, B(x,r) C Q.
Une partie V est un wvoisinage de x si x est intérieur a V.
Q partie ouverte si : Vo € Q,3r > 0, B(z,r) C Q.

Parties fermées

La partie F de E est un fermé ou une partie fermée si son complémentaire CgF dans
E est une partie ouverte de E.

(i) @ et E sont a la fois ouverts et fermés.

(ii) Toute réunion d’ouverts et toute intersection d’un nombre fini d’ouverts est une
partie ouverte.

(iii) Toute réunion d’un nombre fini de fermés et toute intersection de fermés est une
partie fermée.

Caractérisation séquentielle des fermés
F est un fermeé si, et seulement si, pour toute suite convergente (f,), d’éléments de

F, lim f, € F... on ne s’échappe pas de F facilement, il est fermé!
n——+oo

Equivalence des topologies en dimension finie

Si E est de dimension finie, toutes les normes de E définissent les mémes ouverts et les
mémes fermés.

Point adhérent, adhérence, notation

a est adhérent & A si toute boule ouverte centrée en a rencontre A et on note A

I’ensemble des points adhérents, appelé ['adhérence de A :
a€A=Vr>0B(ar)NA#) e Ve>0,Ir €A |z —a] <e.

Caractérisation séquentielle des points adhérents : a est adhérent & A s’il existe une

suite d’éléments de A convergeant vers A.

A est fermée, A = N

F, A fermé ssi A = A.
F fermé DA

Corollaire :
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11.24 Point intérieur, intérieur, notation Pour tout M = (m; ;) € My, ,(K), M = Zmqui,j-
x € Q est un point intérieur ¢ Q si Ir > 0, B(z,r) C Q et on note A 'ensemble des i,
points intérieurs, appelé [’intérieur de A. oK, [X] est un espace de dimension n + 1 admettant (1,X,X2,...,X") pour base
Propriété : A est ouvert, A = U Q, A ouvert ssi A = A. canonique.
Q ouvert CA
11.25 Frontiére ou bord, notation 12.2 f:E — F est une application linéaire ssi :
La frontiere ou la bord de A est Fr(A) = A\ A. V(u,v) € B2, VA € K, f(Au+v) = Mf(u) + f(v).
12.3 Soit f : E — F est une application linéaire. Le noyau de f est :
N o . s deéf.
12 Rappels d’algébre linéaire Ker(f) = {u € E/f(u) = Op}.
12.4 Soit f : E — F est une application linéaire. L’image de f est :
K désigne R ou C. daf.
12.1 Espaces vectoriels de référence Im(f) =" {f(u)/u € E} = {v € F/3u € E tq f(u) = v}.
oK™ est un espace de dimension n admettant (e, es,...,e,) pour base canonique 12.5 Détermination pratique de I’image
avec f:E — F est une application linéaire avec E de dimension fine n.
&f.
e1 def (1,0,0,...,0), Soit B = (eq,...,ey,) une base de E.
ey & (0,1,0,...,0), Alors Im(f) = Vect(f(B)) = Vect(f(e1),..., f(en)).
: iLa famille (f(e1),..., f(en)) nest pas nécessairement libre !
def. 12.6 Caractérisation de I’inversibilité d’une matrice
en = (0,0,0,...,1).
n Soit M € M,,(K). Il y a équivalence entre :
Pour tout © = (x1,29,...,2,) € K", . = z1e1 + x2e3 + -+ + xpe, = inei.
. . i=1 1. M est inversible. w. Le systétme MU = 0 admet une
oM,‘l,l(K) est un espace de dimension n admettant (Eq,Es,...,E,) pour base ca- ii. rg(M) = . unique solution (U = 01).
nonique avec iii. det (() M) # 0. v. Ker(M) = {Opm,, , (i)}
1 0 0
0 1 0 12.7 Caractérisation des isomorphismes en dimension finie
SRR I SR I g ot | Soit E et F de dimension finie, f : E — F est une application linéaire.
' ’ T o " e Si dimE # dim F alors f n’est pas un isomorphisme.
e SidimE = dimF alors il y a équivalence entre :
0 0 1 . . . : . .
i. f est un isomorphisme. iv. 1g(f) = dimF (= dimE).
x1 #. f est injective. v. Mp(f) est inversible.
L . def.
To n iii. f est surjective. vi. det (() f) = det (() Mg(f)) # 0.
Pour tout X = . S Mn)l(K), X=x1E1+2E+ -+ 2,E, = leEl
' =t 12.8 Soit B = (uy,...,u,) et C = (vy,...,v,) deux bases d’un espace vectoriel de dimension
Tn n. La matrice de passage de B vers C, notée Pg ¢, est
oM, »(K) est un espace de dimension np admettant (Ei7j)1<i<n 1<j<p POUT base Ps.c def. Mgz(C),
canonique o, pour tout (¢,7), E; ; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, autrement dit : les colonnes de Pp ¢ sont formés des coordonnées des vecteurs de C
sauf celui situé i-éme ligne et j-éme colonne qui vaut 1. dans la bases B.
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12.9 Passage réciproque
Soit B et C deux bases d’un espace vectoriel de dimension n. La matrice de passage de
Pg,c est inversible, et
Pes =Ppe
12.10 Formules de changement de bases
Soit B et C deux bases d’un espace vectoriel E de dimension finie n.
e Soit  un vecteur de E. Alors :
Me(z) = PcsMp(z)
e Soit f un endomorphisme de E. Alors :
Mc(f) = Pe.sMs(f)Psc
12.11 Similitude
Deux matrices carrées A et B sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P

telle que
B =P 'AP.
On a alors A = (P_l)_lBP_l7 et VnéeN, B?=P lA"P.
12.12 Trace

e La trace de A € M,,(K) est la somme de ses coefficients diagonaux : Tr (A) = Z Qi
i=1

o Tr: M, (K) — R, A — Tr(A) est une forme linéaire.
o V(A,B) € M, (K)?, Tr (AB) = Tr (BA)
eB=P AP = Tr(B) = Tr (A)
12.13 Somme directe de deux sous-espaces.
Soit F et G deux sous-espaces de E. Il y a équivalence entre :
i. la somme F 4 G est directe (notée F @ G), ii. FN G = {0},
wi. Vvu e F+G,3(f,9) e Fx G, u=f+yg,
et en dimension finie :
iv. dim(F 4+ G) = dimF + dim G,
v. en concaténant une base de F et une base de G on obtient une base de F + G.

13 Polyndémes

13.1 Degré
@ deg(0) = —o0
@ deg(P+Q) < max(deg(P), deg(Q)) avec égalité si (mais pas seulement) deg(P) #
deg(Q).
® deg(PQ) < deg(P) + deg(Q)
@ deg(P o Q) = deg(P)deg(Q) si Q non nul

13.2 Formule de Leibniz

n
PO — M\ p(k) (n—k)
o) =3 (})rtg
k=0
13.3 Division euclidienne
Soit A un polynéme quelconque de K[X] et B un polynéme non nul de K[X].

Alors il existe deux polynémes Q et R tels que
A=BQ+R avec deg(R) < deg(B).

13.4 Formule de Taylor et translation
deg(P)

P®)(q
®PX)= Y k!( )(X—a)k
k=0
deg(P) (k)
® PX+a)= 3 = k,(“)x’f
k=0 ’

13.5 Racines et multiplicité
Il y a équivalence entre
@ a est une racine d’ordre de multiplicité p € N* de P
@ (X —a)* divise P et (X — a)*T! ne divise pas P

P(a)=0
P'(a) =0

® Q. et PW(a)#0
.P(“_l)(a) =0

13.6 Théoréme de D’Alembert-Gauf et conséquence
@ Tout polyndme non constant de C[X] posséde (au moins) une racine complexe.
@ Tout polynome de degré au plus n admettant strictement plus de n racines comp-
tées avec leur multiplicité est nul.
13.7 Polyndémes réels et racines complexes
@® Si P est un polynome a coefficients réels admettant une racine complexe o de
multiplicité p, alors @ est aussi racine de P, de méme multiplicité u.
@ Les racines complexes d’un polynome réel sont deux & deux conjuguées.
13.8 Polynémes irréductibles
@ Le polynome P de K[X] est dit irréductible s’il est non constant et si ses seuls
diviseurs sont les polynomes constants et les polynémes de la forme AP avec
A e K*
@ Autrement dit, P non constant est irréductible si, et seulement si, P = AB entraine
A ou B est constant.
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13.9 Caractérisation des irréductibles de C[X] et de R[X]

@ Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndémes du premier degré
—b
P:aX—f—b:a(X——) avec a # 0.
a
@ Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes du premier degré
—b
P:aX—&—b:a(X——) avec a # 0
a
et les polynémes du second degré sans racines réelles

P=aX?+bX+c¢ avecb®—4dac < 0.

13.10 Liens coefficients-racines

d
@ Soit P = Z ar X" ou d = deg(P) € N* un polynome scindé de K[X] c’est-a-dire

k=0
r

pouvant se décomposer en P = ay H(X — ;)M
i=1

T T
Ad—1 ; Qo
Alors E Qi = — et Haf‘ = (—1)4=.
—1 aq 1 aq
1= 1=

@ En particulier, les racines « et 8 du trinéme X2 — sX + p vérifient
a+ B =setaf =np.
13.11 Décomposition des polynémes dans K[X]
@ Tout polynome de C[X] peut se factoriser

P(X) = A J[(X = ap)
k=1

ou les a sont les racines de P, de multiplicité respective pg,

A est le coefficient dominant de P et Z,uk = deg(P).
k=1
® Tout polynome de R[X] peut se factoriser

P(X) = A f[(x — )" x ﬁ()@ + B;X 4 ;)"

k=1 j=1

ou les a sont les racines de P, de multiplicité respective py,

K
BJQ- —4~; < 0 pour tout j de [1; s], A est le coefficient dominant de P et Z i+
k=1

2% py = deg(P).
j=1

13.12 Cas de X" —1

n—1
Xn_IZH(X_QQikTr/n): H (X—(JJ)
k=0 wel,

ou U, = {ez“m/", 0 <k < n—1} est l'ensemble des racines n-iémes de 1.
13.13 Décomposition en éléments simples
P
@® On appelle fraction rationnelle F = Q le quotient de P par Q, défini en tout point

ou Q ne s’annule pas.
@ Les poles de F sont les racines du polynoéme Q.
® On dit que le pole a de F est simple lorsque a est une racine simple de Q.
@

Si Q est scindé a racines simples (donc les poles de F sont tous simples) s’écrit
n

Q=X H (X —ay), alors il existe un polynéme E et n scalaires (by)1<k<n tels que
k=1

bl + + bn
X —ay

F=E
+X—a1

ou E s’obtient par division euclidienne de P par Q et chaque by s’appelle le résidu

de ag.
P(ay)
Q'(ar)

® Dans le cas précédent, on peut montrer que by =
® On rencontre fréquemment

1 1 1 1
—ﬂ— /a et

C1/(2a)  1/(2a0)
XX+a) X

X+a’ X2—-a2 X-a X+a

et notamment les cas a = +1.
13.14 Base de Lagrange, définition
Soit (a;)ogi<n € K" n + 1 points deux & deux distincts de K.
On appelle base de Lagrange associée aux points (a;)o<icn la famille (L;)ogicn de
polynémes définie par
I &X-a)

Li _ 0<kn, k#1 _ H

I (@-a

0<k<n, k#i

X—ak

Vie[0; n], P
o<k<n ki 1k
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13.15 Base de Lagrange, propriétés
@ Vie[0; n], deg(L;) =n.

i
® V(i,) € [0; n]?, LZ-(aj)—sz—j—{ e

® (Li)ogign est une base de K, [X].

@ Soit P € K,[X]. Alors P =) P(q,)L
=0

n
® ZLi =1, polynéme constant.
i=0
13.16 Interpolation de Lagrange

Soit (a;)ogign m + 1 points deux & deux distincts de K et (b;)o<i<n m+ 1 points de K.

Il existe un unique polynome L de K, [X] tel que
Vie [0; n], L(a) =0,

L= Zn: b;L;.
=0

c’est

14 Déterminants

14.1 Définition
det (:) M, (K) — K est I'unique application ¢ vérifiant :
e ¢ linéaire par rapport a chaque colonne (donc n-linéaire)
e p antisymétrique par rapport aux colonnes
e p(I,)=1.
Pour A = (a; ;) € M, (K), det (() A) appelé déterminant de A se note

a1,1 aLj ai,n
det (A) = ;1 Qij -+ Qinp
an1 .- Qp,j - An . n

14.2 Régles de calcul
Soit A = (Cq]...]Cp) € My (K) et A € K.

@ Si une colonne de A est nulle, alors det (() A) = 0.

@ La permutation de deux colonnes de A change det (() A) en —det (() A).

14.3

14.4

14.5

14.6
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Si deux colonnes de A sont colinéaires, alors det (() A) = 0.

Si les colonnes de A forment une famille liée, alors det (() A) = 0.

La substitution C; + AC, — C; (ot j # k) ne modifie pas det (() A).

L’ajout a C; d’une combinaison linéaire des autres colonnes de A ne modifie pas
det () A).

La substitution AC; — C; multiplie det (() A) par A.

det (() AT) = det (() A), donc les régles précédentes sont valables en travaillant
sur les lignes comme sur les colonnes.

® La multiplication de A par A multiplie det (() A) par A\".

CNGNCH)

® Q

Mineurs, cofacteurs et comatrice
e Mineur d’indice (4,7), M;; déterminant obtenu en supprimant i-éme et j-éme co-
lonne ;

déf

e Cofacteur de a; ; : A;; ‘= (—1)"M; ;.

e Comatrice de A : com(A) = (Ai j>1<z g<n’

Développement suivant la j éme colonne, la i-éme ligne
det Zaijk] fZ( )kJrJaijk]a

k 1

det (A Z a; kAi g = Z( D Ra; 1 M, .

k=1
Matrices triangulaires, dlagonales
Leur déterminant est le produit de leurs coefficients diagonaux.

Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

Al o+ L. %
0o .
SiA= ' , alors det (A) =det (A1) ...det (A,)
. ° . : . *
0 ... 0 A,
(ot Ay, ..., A, sont n matrices carrées).

Propriétés théoriques
@ det (AT) = det (A),
@ det (AB) = det (A) det (B),
® A € GL,(K) <= det (A) # 0, et dans ce cas : det (A7!) = m.
@ Invariance par similitude :
VA € M,,(K),VP € GL,(K),det (P_lAP) = det (A).
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® Conséquence : pour f € L(E) (avec dimE < +00), det (f) = det (Mg(f)) pour
n’importe quelle base B de E.

® f € GL(E) « det (f) #0.

14.7 Déterminant tridiagonal - (A savoir refaire)

a b 0 ... 0
c a
Dp(a,b,c)=|¢o *-. "-. . o | (oun>3),
a b
0 0 c al
avec Dy (a,b,c) = |a|;, Da2(a,b,c) = @b
¢ a

2
se calcule en développant par rapport & premiére colonne, puis la premiére ligne : on

obtient la relation de récurrence linéaire d’ordre deux :
D,(a,b,c¢) = aDy_1(a,b,c) — bcDy,_s(a, b, c).

14.8 Déterminant de Vandermonde -

Soit (ay, ...,an) € K™
1 a a ay~!
1 ay a3 ay~!
V(ai, ..., an) L det ((a{fl)) =|1 a3 a3 ag ™!
1 a, a2 ar—t
V(ay) =1, et,
n j—1
Vn > 2, V(ay,...,a,) = H (a; —a;) = H (a; — a;).
1<i<j<n j=2i=1

15 Reéduction des endomorphismes, diagonalisation des
matrices carrées

15.1 e A € K est une valeur propre de ’endomorphisme f € L(E) ssi
Ju € E,u # 0 tel que f(u) = Au.
e u € E est un vecteur propre de ’endomorphisme f € L(E) ssi
u# 0 et IN € K tel que f(u) = Au.
e Le spectre de f noté Sp(f) est ’ensemble des ses valeurs propres.
e Le sous-espace propre de f associé a la valeur propre A de f est
Ex =SEP(f,A) = {u € E/f(u) = Au} = Ker(f — A\idg).
15.2 e )\ € K est une valeur propre de la matrice M € M,,(K) ssi
U € M,,1(K), U # 0 tel que MU = AU.
o U € M, 1(K) est un vecteur propre de la matrice (parfois appelée colonne
propre) M € M, (K) ssi
U #0et I\ € K tel que MU = A\U.
e Le spectre de M noté Sp(M) est 'ensemble des ses valeurs propres.
e Le sous-espace propre de M associé a la valeur propre A de M est
Ex = SEP(M,\) = {U € M,, 1(K)/MU = AU} = Ker(M — AL,).
15.3 Le polyndéme caractéristique de ’endomorphisme f € L(E) est le polynome
\7(X) = det (Xidg — ).
e On a, pour E de dimension n, x7(X) = X" — Tr (f) X"t +--- 4 (=1)"det (f).
15.4 Le polyndéme caractéristique de la matrice M € M,,(K) est le polynome yn(X) =
det (XI,, — M).

e On a, pour M € M,,(K), xm(X) = X" — Tr (M) X"~ +--- + (=1)"det (M).
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15.5

15.6

15.7

15.8

15.9

15.10

15.11

Cas particulier des matrices triangulaires
o Les valeurs propres d’une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure) T = (t; ;) €
M, (K) sont ses coefficients diagonaux :

Sp(T) ={t;;/i € [1; n]}.

e Son polynodme caractéristique est alors x(X) = H (X — t“)
i=1
Caractérisation des valeurs propres d’un endomorphisme
Il y a équivalence entre :
e \ € Sp(f)
o Ker(f — Nidg) # {0}
o rg(f — Nidg) < dim(E)
® x#(A) =0 (X est une racine du polynoéme caractéristique de f).
Caractérisation des valeurs propres d’une matrice d’ordre n
Il y a équivalence entre :
o )\ € Sp(M)
e M — I, n’est pas inversible
erg(M—AL,) <n
e xm(A) =0 (X est une racine du polynoéme caractéristique de M).
Multiplicité d’une valeur propre
On appelle multiplicité de la valeur propre A notée () Uordre de multiplicité de A en
tant que racine du polynoéme caractéristique.
Polynémes et éléments propres
@ Soit ¢ € L(E) et (A, u) € K X E tels que ¢(u) = Au. Alors :
() Vk €N, ¢F(u) = N\u,
(ii) VP € K[X], P(p)(u) =P(AN)u. [Remarque: P(p) € L(E), P(\) € K]
@ Soit M € M,,(K) et (A, U) € K x M,, 1(K) tels que MU = AU. Alors :
(i) VE € N, MFU = MU,
(ii) VP € K[X], P(M)U=P(MN)U. [Remarque: P(M) € M, (K), P(\) € K]
Polynémes annulateurs et valeurs propres

@ Soit P € K[X] un polynéme annulateur de ¢ € L(E). Alors les valeurs propres de ¢
sont parmi les racines de P.

@ Soit P € K[X] un polynéme annulateur de M € M,,(K). Alors les valeurs propres
de M sont parmi les racines de P.

Théoréme de Cayley-Hamilton

@ Soit p € L(E). Alors x, () = 0z(x)-

@ Soit A € M,,(K). Alors xa(A) = 0,,.

15.12

15.13

15.14

15.15

15.16

15.17
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A propos des sous-espace propre version endomorphisme
e Des SEP associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
e Si A € Sp(f), alors dim SEP(f,\) = dimE — rg(f — Nidg).
e Si A € Sp(f), alors 1 < dim SEP(f, A) < u(A).
A propos des sous-espace propre version matrice
e Des SEP associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
e Si A € Sp(M), alors dim SEP(M, \) = dimE — rg(M — AI,).
e Si A € Sp(M), alors 1 < dim SEP(M, ) < p(A).
Condition suffisante de diagonalisabilité
e Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
Soit f un endomorphisme de E. Si Card(Sp(F)) = dim(E), alors f est diagonalisable
et ses n sous-espaces propres sont de dimension 1.
e Soit M € M, (K). Si Card(Sp(M)) = n, alors M est diagonalisable et ses n sous-
espaces propres sont de dimension 1.
o Si xs (resp. xm) est scindé a racines simples, alors f (resp. M) est diagonalisable.
Théoréme général de diagonalisabilité version endomorphisme
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit f un endomorphisme de E. Il y a équivalence entre :
e f est diagonalisable;
e il existe une base de E formée de vecteurs propres de f;
e les sous-espaces propres de f sont supplémentaires dans E;
e )  dim(E,) = dim(E);
AESP(f)
o x; est scindé sur K et : YA € Sp(f), dimEy = pu(A);
e il existe un polynoéme scindé a racines simple annulateur de f.
Théoréme général de diagonalisabilité version matrice
Soit M une matrice de M,,(K). Il y a équivalence entre :
e M est diagonalisable ;
e i] existe une base de M,, 1 (K) formée de colonnes propres de M ;
o les sous-espaces propres de M sont supplémentaires dans M, 1(K);
. Z dim(Ey) =n;
AESP(M)
e M est scindé sur K et : VA € Sp(M), dimEy = p(\);
e il existe un polynéme scindé a racines simple annulateur de M.
La matrice M € M,,(K) est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice
triangulaire.
e M est trigonalisable si, et seulement si, son polynéme caractéristique est scindé.
e Toute matrice de M,,(C) est trigonalisable.
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15.18 Un endomorphisme ¢ de E est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle
la matrice représentant ¢ est triangulaire.

e  est trigonalisable si, et seulement si, son polyndéme caractéristique est scindé.
e Dans un C—espace vectoriel (de dimension finie) tout endomorphisme est trigonali-
sable.

15.19 Cas des matrices symétriques réelles

Toute matrice symétrique réelle S est diagonalisable dans M, (R). En particulier,
toutes ses valeurs propres sont réelles et yg est scindé sur R.

16 Espaces préhilbertiens réels, espaces euclidiens

E désigne un R—espace vectoriel, muni d’un produit scalaire & partir de 3.

16.1 Produit scalaire & norme euclidienne associée
Un produit scalaire {.,.) : EXE — R, (u,v) — (u, v) est une forme bilinéaire symétrique
définie positive, c’est-a-dire vérifiant :

(a) @ est linéaire a gauche :
V(u,v,w) € B3 VA € R, p(Au + v, w) = Ap(u,w) + ¢(v,w);
(b) @ est symétrique :
V(u,v) € E2, o(u,v) = ¢(v,u);
1. et 2. prouvent que ¢ est bilinéaire symétrique (opératoirement parlant (.,.) est
distributif et commutatif).
(c) ¢ est positive :
Yu € E, o(u,u) >0;
(d) ¢ est définie :
Vu € E, (¢(u,u) =0= u=0);
3. et 4. prouvent que @ est définie positive.

La norme euclidienne associée est
Il : E = Ryu — /{u,u).

16.2 Produits scalaires usuels

n
i Canonique sur R : (1, xn), Y1y Un)) = beyl,
i=1

de norme associée : [|(z1,...

Pour ce produit scalaire, la base canonique de R” est orthonormale.

w Canonique sur M, 1(R) : (X,Y)=XTYy = Z Tili
i=1

(noter que XTY € M;(R) et on identifie M;(R) a R)

IX[| = VXTX = |> a7
i=1

Pour ce produit scalaire, la base canonique de M,, 1(R) est orthonormale.

(AB)=Tr (ATB) = > aibi,

de norme associée :

1z Canonique sur M, (R) :

1<i,j<n
de norme associée : [|Al]| = /Tr (AT.B) = Z azj.
1<i,j<n

Pour ce produit scalaire, la base canonique de M,,(R) est orthonormale.
w Sur C([a; b],R): (f,9) = /b f(t)g(t)dt définit un produit scalaire.
16.3 Identités remarquables... le p.s. esat commutatif et distributif
V(u,v) € B, ||u+ol* = ||ul|* + 2 (u, 0) + []o]|*;
W, v) € B2, fu,v) = o (llut ol = hull® ~ [Joll?).

1
V(,v) € B, (u,v) = 1 (Il + ol = fu—vlf).

16.4 Théoréme de Pythagore

2 2 2
o ulvelutof” =l +[v]]".
2

n

2

=D luill”
i=1

n

D

i=1

o Si la famille (u;)1<ign est orthogonale, alors

16.5 Inégalité de Cauchy-Schwarz
V() € B2, [{u,v)] < [ul][lo]],
avec égalité si, et seulement si, u et v sont colinéaires.
On utilise souvent cette inégalité en I'élevant au carré (évitant les |.| et /) :
V(u,v) € B, (u,0)* < [Jul* o] >
16.6 Inégalité triangulaire
V(u,v) € B2, [Ju+ol] < [Jul| + [[v]],
avec égalité si, et seulement si, u et v sont colinéaires de méme sens, c’est-a-dire :
3k €[0; +oo[,v = ku ou u = kv.
16.7 Vecteurs, familles, sous-espaces ortogonaux
@ Par définition : u L v <= (u,v) = 0.
@ La famille (uq, ..

20/123
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., up) est orthogonale si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux.
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16.8

16.9

16.10

16.11

16.12

16.13

(u1,...,up) est orthonormale ssi V(i,7) € [1; n]°,

® La famille (uq, ...
orthogonaux.
Autrement dit :

,Up) est orthonormale si ses vecteurs sont unitaires et deux a deux

1 sii=j
iy Uj) =045 =
<u u]> ] {0 SI/L#]

@ Les sous-espaces F et G de E sont orthogonaux si
V(u,v) € F x Gyu Lv=0.

Orthogonal d’un sous-espace
Soit F un sous-espace de E. On appelle orthogonal de F, noté FL, 'ensemble

pL {ueENMveF,ulv}
F1 est toujours un sous-espace vectoriel de E.
Liberté des familles orthogonales et orthonormales
@ Toute famille orthogonale de vecteurs tous non nuls est libre.
@ Toute famille orthonormale de vecteurs est libre.
Caractérisation de ’orthogonalité de sous-espaces
Soit F = Vect(ug, ..., up) et G = Vect(vy,...,v,). Alors

F L G si, et seulement si, V(¢,7) € [1; p] x[1; ¢, wi Lvj.
Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Soit (u1, ..., u,) une famille libre de vecteurs. On pose :
uy
@ €1 = 7T
[Jua]
k—1
ug, — Z (uk, e;) e
@ successivement pour tout k € [2; p], er = ;:11
Uk — Z (uk, €i) €;
i=1
Alors
@ la famille (eq,...,e,) est orthonormale,
@Vkell; p], Vect(ul7 ceUg) = Vect(el, ce k)

Espace euclidien
On appelle espace euclidien tout R—espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire.

Existence et intérét des bases orthonormales

@ Dans tout espace euclidien, il existe des bases orthonormales.

@ Soit B = (e, ..
ecoordonnées et norme d’un vecgeur :

., ep) une base orthonormale d’un espace euclidien E. Alors :

n

VeeE, z= Z (z,e:) e et ||z|]> = Z (z,e:)%

i=1 i=1

21/23

16.14

16.15

16.16

16.17

16.18

16.19

eproduit scalaire de deux vecteurs

n

(z,y) = Zl’zyz = Z (z,ei) (y, €),

i=1
(z,y) = XTY et ||z|| = VXTX si X = Mp(x) et Y = Mp(y).
ematrice d’un endomorphisme
Soit f € L(E) et M = (m; ;) = Mp(f). Alors :
v(i,j) € [15 n], mi; = (f(ej, €i).
LE supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

Pour tout sous-espace vectoriel F d’un espace euclidien, FL, appelé supplémentaire
orthogonal de F, est caractérisé par les propriétés équivalentes suivantes :

OF@®F+t=EetF LF*;

@ F L F* et dim (F*) = dim(E) — dim(F) ;

@ pour tout sous-espace G de E,ona: G LF=GcF';:

@ en concaténant une base orthogonale de F et une base orthogonale de F+, j'obtiens
une base orthogonale de E.

Les supplémentaires orthogonaux vont par paire

(FL)L =F, ou encore : (G = FJ-) <= (F = GJ-).

Projection orthogonale

Soit F sous-espace vectoriel de ’espace euclidien E. La projection orthogonale sur F
notée pr est la projection sur F dans la direction de (ou parallélement ) FL.

En conséquence des propriétés générales des projecteurs :

Im(pr) = SEP(pr, 1) = F et Ker(pr) = SEP(pr,0) = F+.
Calcul du projeté orthogonal d’un vecteur
Soit pr la projection orthogonale sur F C E. On a :

veFR
@®wv= <=
v=pr(u) {v—uEFL

em) de F, pr(u) = Z (u, ;) e;.

i=1

@ pour toute base orthonormale (eq, ..

Inégalité de Bessel
Vu€eE, |lpr(w)]| < [ull.
Meilleure approximation en norme
Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E. Soit v un vecteur de E. Alors
1516111;1||u — || existe et est atteint uniquement pour v = pp(u) :

F = _ — mij _
WweF,  (v=pr(w) = [lu—oll=minju—ul|)

16.20 Distance d’un vecteur & un sous-espace
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Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien E. Soit © un vecteur de E. Alors
la distance de u a F, notée d(u,F) est définie par
d(u, F) = min |lu — o] = |ju — pr ()|l

17 Probabilités discrétes

17.1 Dénombrabilité

Un ensemble E est dénombrable s’il existe une bijection entre E et N. Un ensemble est

au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.
17.2 Exemples

(i) N et Z sont dénombrables, Toute partie de N ou Z est au plus dénombrable.

(ii) Tout ensemble pouvant s’écrire {x;/i € I} avec I C N est au plus dénombrable.
17.3 Produit cartésien et réunion d’ensembles dénombrables

Le produit cartésien et la réunion de deux ensembles dénombrables est dénombrable.
17.4 Tribu, espace probabilisable

On appelle tribu T sur € tout sous-ensemble de P(2) vérifiant :

DPeT,

@SiAeTalors A=Q\AeT;

® pour toute suite dénombrable (A,,),en d’éléments de T, la réunion |
tient & 7.

Tout couple (©,7) ou T est une tribu de € est un espace probabilisable, tout élément
de T est un événement.

nen An appar-

17.5 Propriétés d’une tribu
Soit 7 une tribu sur 2.
1 QeT;
(ii) pour toute suite dénombrable (A, ),cn d’éléments de T, Uintersection )
appartient a 7.
(iii) (A,B) e T?=ANB=A\BeT.

17.6 Vocabulaire de la modélisation

An

neN

Soit (€, 7) un espace probabilisé.

(a) Q : univers des possibles, ensemble des résultats possibles de I'expérience ;

(b) A €T :événement;

(c¢) Reéalisation d’un événement A :
périence appartient a A ;

(d) A=Q\ A : contraire de A;

(e) Q : événement certain ;

I’événement A est réalisé si le résultat w de 'ex-

(f) 0 : événement impossible;

17.7

17.8

17.9

2223

(g) ANB :et, « A et B se réalisent simultanément » ;
(h) AUB : ou inclusif, « A ou/et B se réalise » ;

@ U Ax

n>=ngo
n = ng tel que A, se réalise » ;

@ N Ax

n=ngo

: « I'un (au moins) des événements A,, se réalise », ou encore « il existe

: « tous les événements A, se réalisent » , ou encore « pour tout n > ng,

A,, se réalise » ;

(k) A\B=ANB: « A se réalise mais pas B » ;

(1) ANB=0: A et B sont incompatibles;
(m) A C B: « A entraine B », i.e. la réalisation de A entraine celle de B;
(n) si P(A) =1 alors A est presque-sir (ou presque-certain) ;

(o) si P(A) =0 alors A est négligeable (ou presque-impossible).

Probabilité, espace probabilisé

Soit (€2, 7) un espace probabilisable. Une probabilité P est une application P : T —
[0; 1] telle que :
(i) P(Q) =1

(ii) Pour toute suite (Ap)neny d’événements deur ¢ deuzr incompatibles, la série
ZIP n) converge et :

JUUERE L

Le triplet (Q, T,P) est un espace probabilisé.

(aziome de certitude);

(o—additivité)

Propriété d’une probabilité
Soit (£2,7,P) un espace probabilisé. A et B désignent des événements ((A, B) € T2).
(i) Si A = {w; € Q/i e IC N}, alors P(A) = > P({w;})

i€l

ii) P(A) =1—-P(A).

iii) ANB=0=P(AUB) =P(A) + P(B).
P(AUB) =P(A) + P(B) — P(ANB).

JACB=PA)<
vij ACB=PB\A)=

Continuité monotone

P(B) (croissance de la probabilité).

(
(
(iv)
(v
( P(B) — P(A).
Soit (£2,7,P) un espace probabilisé.
(i) Soit (Ap)n>n, une suite croissante d’événements, i.e. telle que :
Vn = ng, A, CALyr-

Alors :
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17.10

17.11

17.12

17.13

17.14

P A, | = lim P(A,).

<U > oJm P(An)

(i) Soit (An)n>n, une suite décroissante d’événements, i.e. telle que :
Yn = ng, A1 CA,.

Alors :

P <nm An> = lim P(A,).

Sous-additivité

Soit (Ap)n>n, une suite d’événements telle que Z P(A,,) converge.

n>ngo

Alors : P < U An> < +§P(An).
n=0

n>ngo

Probabilité conditionnelle

Soit (2, 7,P) un espace probabilisé. Soit B un événement de probabilité non nulle.
P(ANB

Alors : Pg : T — [0; 1],A — (IE”(E))

conditionnelle sachant B.

Pg(A) se note aussi P(A|B).

Formule de probabilités composées

est une probabilité, appelée probabilité

Pour toute famille d’événements (Ag)i1<k<n telle que P ( N Ak> >0,
1<k<n—1

P( N Ak) = P(A1)Pa, (A2)PA,na,(A3) .. Pasnna, o (An)-
1<k<n

Systéme complet d’événements

Soit (€2, T) un espace probabilisable. Un systéme complet d’événements est une famille
(A;)ie1 ou I C N telle que :

(i) Vi # 4, A;NA; =0, (i) U A; = Q.

i€l

Autrement dit, a chaque réalisation de ’expérience, on est siir que un et un seul des
A, se réalise.

Systéme quasi-complet d’événements
Soit (€2, T) un espace probabilisable. Un systéme complet d’événements est une famille
(A;)ie1 ou I C N telle que :

() Vi#j  ANA; =0, (i) > P(A;) =1.

i€l
Autrement dit, & chaque réalisation de ’expérience, on est presque-sir que un et un
seul des A; se réalise.

17.15

17.16

23 /123

Formule des probabilités totales
Soit (€2, 7,P) un espace probabilisé.
Soit un systéme complet (ou quasi-complet) d’événements (A, )nen.

Alors, pour tout événement B € T, Z P(BNA,) converge et
n>0

“+o0 “+oo
P(B) =Y PBNA,) =Y PA,)Ps,(B)
n=0 n=0

en convenant que P(A,)P4, (B) =0 lorsque P(A,) = 0.

Indépendance d’événements

Soit (2, 7,P) un espace probabilisé.

(i) Les événements A et B de T sont indépendants si P(A N B) = P(A)P(B).

(ii) Les n événements (Ag)re[1; o) de T sont deuz a deur indépendants si pour tous
it# jde[1; n], A; et A; sont indépendants.

(ii) Les n événements (Ag)re[1; n) de T sont mutuellement indépendants si, pour toute

P (ZQIA1-> = [T P(A,).

icl

partie I C [1; n],

A défaut de précision dans I’énoncé, I'indépendance d’une famille est 'indépendance
mutuelle.
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