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® VzeC, |z|° =2z et |eF] = eRe(®
it | it it _ it
@ Euler : Vt € R, cos(t) = % et sin(t) = %
i

® De Moivre : Vt € R,Vn € N, (cos(t) + isin(t))"™ = cos(nt) + ¢ sin(nt)

2ik
—1], z—wkd—'exp< ! 7r)
n
1

niwk =0
k=0

®VneN, 2"=1 <= 3Jke[0;n

@ Uy ={welk € [0; k—1]} et Vn>1,

1.8 Formulaire trigonométrique

@ cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

® cos(2a) = cos?(a) —sin’(a) = 1 — 2sin?(a) = 2cos?(a) — 1,
sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

® cos(a) cos(b) = ; (cos(a +b) + cos(a — b))

sin(a) sin(b) =

( ; (cos(a —b) — cos(a + b))
(

sin(a) cos(b) = ; (sin(a +b) + sin(a — b))
_ tan(a) + tan(b) _ 2tan(a)
® tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b)’ tan(2a) = 1 — tan®(a)
cos(p) = ———
® acos(t) + bsin(t) = vVa* + b? cos(t — ) ot ¢ ) a b+ b
sin(p) =

1.9 Equation du second degré a coefficients réels
Soit (a, b, c) ER*xR%?et (E): ax?+br+c=0.
Soit A " 52 — 4qc.
—b+ VA

@ Si A>0,alors x =
2a

, racines réelles distinctes.

b
@ Si A=0,alors x = 55 racine réelle double.
a

—b+iV/-A
2a

1.10 Equation du second degré a coefficients complexes
Soit (a,b,c) € R* x R? et (E): az?+bz+c=0.

Soit A ¥ b2 — 4ac et § tel que 62 = A

® Si A <0, alors x = , racines complexes conjuguées.

® Si A +#£0alors z = —

+ . .
9 racines distinctes.
a

@ Si A =0, alors z = ;—b, racine double.
a

1.11 Trouver deux nombres connaissant leur somme et leur produit
a et b sont les solutions de

a+b=S
ab=P 22 —-S2+P=0.

1.12 Coefficients binomiaux, formule du binéme

n
@ < > est le nombre de fagons de choisir p éléments distincts parmi n sans tenir
p

compte de l'ordre. C’est aussi le nombre de parties a p éléments d’un ensemble a

n éléments.
n!

&) <n> =< pl(n —p)!
p 0 sip>n.

(©) <n> —( " >,relation de Pascal : (n+1) = <n>+< " >
p n—p p+1 p p+1

@ Formule du binoéme de Newton : V(a,b) € K2, (a+b)" =

si0<p<n,

2 Suites et sommes de référence

2.1 Suites arithmétiques

@ La suite (un)n>n, st arithmétique de raison r € R si, et seulement si,

vn > ng, Upt] — Up =T
On notera que la raison r est indépendante de 'indice n.
@ Soit (un)n>n, une suite arithmétique de raison r € R.

eVn >mng, Uy =Up, + (n—ng)T;

ez, Y = (M Dl T ),

k:’ﬂo
(nombre de termes) x (premier terme + dernier terme)

2

alias :

2.2 Suites géométriques
@ La suite (un)n>n, €st géométrique de raison g € R si, et seulement si,
Vn > ng, Up4+1 = QUp.
On notera que la raison ¢ est indépendante de l'indice n.
@ Soit (Un)n>n, une suite géométrique de raison g € R.

L4 vn 2 no; un = qn_nouno 7
" 1— qnfnngl ]
U si 1
e Vn > ng, Zuk: o 1—gq 97
k=nq (n—ng+ Dup,sig=1



Sommaire de cours de mathématiques de PCSI-PC

PC 20242025
1— ,raisonnombre de termes ] 2 _ n n
alias : (premier terme) X - Alors ; 3.(04,6) €C’, vn 2 no, ) tn '047‘1 +Bry.
) 1 —raison e Deuzieme cas : (€ ) posséde une unique racine complexe r.
® Si ug, # 0, alors . _ Alors : 3!(a, B) € C2, Vn > ng, U = (a+ Bn)r"
sign(tin, ) X (20) S? g>1 2.5 Sommes ﬁnies de référence
. Un sig=1 1) +1)(2n+1) " (n+1)\>
lim u, = 0 (n + o _ n(n n ) 3_ (nn )
notoo si —1<g<1 ®Zk_ ; ®Zk 6 ’ ©Zk_ 9 ’
k=1
n’existe pas sinon
2.3 Suites arithmético-géométriques <Z ai> = Z a? + Z a;a; = Z a; +2 Z a;a;
) ] ] ) ] ) i=1 i=1 1<i,j<n,i#j 1<i<j<n
@ La suite (un)n>n, €st arithmético-géométrique si, et seulement si, 2.6 Gestion des sommes doubles

Ja # 1,3b # 0,Vn > ng, Uptl = QUy + b (R)
On notera que les paramétres a et b sont indépendants de 'indice n.
@ Comme a # 1, il existe un unique réel £ tel que () : {=al+b.
(R) — (€) donne : ¥n > ny, —{).
La suite (u, — £) est géométrique de raison a, de premier terme
Vn > ny, Up = a7 (Up, — £) + L.
® Deux interprétations pour ¢. D’une part, la suite (£),>n, est l'unique suite
constante vérifiant la relation de récurrence (R). D’autre part (lorsque u,, # ¢),
la suite u converge si, et seulement si, a € ] —1; 1[. Et alors nEI—&I-loo Uy = L.

Upt1 — € = aluy,
—/{,eton a:

2.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

@ La suite (up)n>n, vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 si, et seule-
ment si,

Ja € K, 3b € K*,Vn > ng, Upt2 = QUpy1 + Duy, (R).
On notera que les paramétres a et b sont indépendants de 'indice n.
Théoréme dans R, i.e. quand (a,b, tp,, Un,+1) € R™.
Soit (£) I’équation caractéristique associée a la relation (R) :

&) 2?2 —ar —b=0.

e Premier cas : (£) posséde deux racines réelles distinctes 1 et 5.
Alors : 3!(a, B) € R?, Yn > ng, Up = ary + Bry.
e Deuzieéme cas : (£) posséde une unique racine réelle r.
Alors : 3!(a, B) € R, Yn > ng, = (a+ Bn)r"
e Troisieme cas : (€) ne posséde pas de racine réelle mais deux racines complexes
conjuguées re' et re=%.
Alors : J!(a, B) € R?, Vn > no, u, = (acos(n) + Bsin(nb))r"
Théoréme dans C, i.e. quand (a,b, up,, uny+1) € C*.

Un

Soit (€) I'équation caractéristique associée a la relation (R) :
€) 22—az—b=0.

e Premier cas : (£) posséde deux racines complexes distinctes r; et ra.

3.1

3.2

3.3

Cas d’indices indépendants

> Z%a

=1
Cas d’indices depend(mts

> Z% =

=1

m

> X (Ew

1<i<m,1,<j<n

)

m m
E Ujj = E E Ui j
1<j<i<m j=1 \'i=j

Théorémes de premiére année sur les suites

Suite bornée, minorée, majorée
Notez que dans les définitions suivantes, les réels B, m et M sont indépendants de
Vindice (muet) n et ne dépendent que de la suite u considérée.
® La suite u € K est bornée si, et seulement si,

BeR, VneN, |u,|<B.
@ La suite u € RY est minorée si, et seulement si,

IneR, VneN, m<u,.
® La suite u € RY est magjorée si, et seulement si,

MeR, VneN, wu, <M
@ La suite u € RY est bornée si, et seulement si, elle est & la fois minorée et majorée.
Définition de la convergence d’une suite
La suite (u,) € KN converge vers le scalaire £ si, et seulement si,

Ye>0, INeN, Vn>N, J|u,—/{ <e.

Uy —— L.
n—-+oo

Corollaire immédiat pour K =R

On écrit alors :

A savoir justifier.
u, — ¢ si, et seulement si,
+

n——+0oo
V(a,b) eR?2tga</l<b, INEN, Vn>N, a<u,<b.
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3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

Unicité de la limite

Siwu, — letu, — ¢ alors { =/¢'.
n—-+oo n—-+oo

Limites infinies

La suite (u,) € RY diverge vers 400 si, et seulement si,

YMeR, INeN, Vn>N, wu,>M
On écrit alors :  u,, —— +00.
n—-+00

La suite (u,,) € RY diverge vers —oo si, et seulement si,

VMeR, dINeN, Vn>N, wu, <M.
On écrit alors :  u,, ——— —o0.
n——+00

Théoréme de convergence monotone

Soit (u,,) € RY une suite croissante.

u est convergente si, et seulement si, u est majorée.

u diverge vers +oo si, et seulement si, u n’est pas majorée.

On notera que, pour une suite u croissante, « lim wu, » a toujours un sens.

n—-+o0o
Suites extraites
Soit (u,) € KN une suite.
@ Soit ¢ : N — N une application strictement croissante.

La suite (U¢(n)) est appelée suite extraite de la suite u. La fonction ¢ est appelée
fonction extractrice.

@ Les exemples les plus fréquents de suites extraites de u sont les suites (u,41), (u2n)
et (Uant1)-

@ La suite u converge vers le nombre £ si, et seulement si, toute suite extraite de u
converge vers /.

@ La suite u converge vers le nombre / si, et seulement si, les deux suites extraites de
(u2n) et (ugp41) convergent vers /.

On utilise fréquemment ® ou @ pour justifier qu’une suite diverge.

Théoréme des suites adjacentes

e Deux suites u et v de RN sont dites adjacentes si
@ T'une croit,

@ l'autre décroit,

@ la suite v — u converge vers 0.

e Si les suites u et v sont adjacentes, alors elles sont convergentes, vers une méme
limite.

De plus, si u croit, v décroit et £ = lim wu, = lim wv,, alors
n—-+4oo n—-+oo
V(m,n) € N2, u,, <0< v,.

3.9

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction
Soit f: 1 — Ketacl,i.e. aestun point de I ou une borne de I, éventuellement égale
a —o0 ou +00.

Alors f tend vers £ en a si, et seulement si, pour toute suite u € IN de limite a, la
suite (f(un)) tend vers /.

Théorémes d’analyse de premiére année

Théoréme de Rolle

Soit a < bet f:[a; b] = R, continue sur [a; b et dérivable sur |a; b].
Si f(a) = f(b), alors : Ic € ]a; b, f'(c)=0.

Théoréme des accroissements finis

Soit a < bet f:[a; b] = R, continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b].

Alors : 3c € Ja; b[, f'(c)= f(b)

— f(a)
b—a
Inégalité des accroissements finis dans R
Soit a < bet f:[a; b] = R, continue sur [a; b] et dérivable sur | a; b|.
® On suppose qu’il existe (m,M) € R? tels que :
Ve ela; b[,m < f'(z) <M.
Alors : m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).
@ On suppose qu’il existe M € R tels que :
Vo €la; b, |f (z)] < M.
Alors : |f(b) — f(a)] < M|b—a.
Inégalité des accroissements finis dans C
Soit a < bet f:]a; b] — C, continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b].
On suppose qu’il existe M € R tels que : Vz €]a; b[,|f'(z)] <M.
Alors : |f(b) — f(a)| < M|b— al.
Théoréme de la limite de la dérivée
Soit I un intervalle de R et a € L.
Soit f: I — R continue sur I et dérivable sur I'\ {a}.

f(z) = f(a)

Si f'(x) admet une limite ¢ (finie ou infinie) en a, alors tend vers £ quand

z tend vers a.

En particulier, si ¢ est finie, alors f est dérivable en a et f'(a) = /.
Théoréme fondamental de 1’analyse

Soit I un intervalle de R, a € I. Soit f : I — R une fonction continue.

Alors f posséde des primitives et F : I — R,z — / f(t)dt est la primitive de f

s’annulant en a.
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4.7 Formule de Taylor avec reste intégral
Soit I un intervalle de R et f : I — R de classe C"t1.

"R (g L —Y
®:§kafhbfwk+/1@z%Lﬂmﬂumt
k=0 a ’

4.8 Inégalité de Taylor-Lagrange
Soit I un intervalle de R, a € 1.

Soit f : I — R de classe C"*!. On suppose qu’il exsite une constante M telle que
vz €1, | f"+D| < M. Alors

V(a,b) € 12,

™ (a) M. |z — a|**"
— — ! — ——e — —a) g == '
4.9 Formule de Taylor-Young
Soit I un intervalle de R, a € 1.
Soit f : T — R de classe C"*!. Alors :
(n)
Vo €1, f(z) = fa) + f'(a)(x @+~+fn9%www+duf@ﬂ
’ F(a)

Vhtga+hel, fla+h)=fla)+ f'(a)h+ -+ p h™ + o(h™)

4.10 Sommes de Riemann
Soit f:[a; b] = R. Soit f:[a; b] = R.

(a+k

sn—>/f t)dt et

n——+00

Soit : Vn € N*, s, =

a b—a — b—a
)etSnz - Zf<a+k - )

n=1
n——+oo / f
@ f est convexe sur I si
V(z,y) € VA€ [05 1], f(Az + (1= Ny) < AMf(2) + (1= N f(y).
@ Si f est convexe, alors Cy est située au-dessus de ses tangentes et en dessous de
ses cordes.

Si f est continue sur [a; b], alors

4.11 Convexité

® Si f est deux fois dérivable, alors f est convexe si, et seulement si, f” >0

5 Equations différentielles

‘I désigne un intervalle de R. ‘

1. Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1
Soit a,b : I — K continues.

(&) y' +a(t)y = b(1),

(&) ¥ +a(t)y =0.
Résolution de ’équation homogéne
L’ensemble des solutions de (&) est
Eo = {t = ke 2"k € K} = Vect(t — e=A1)
ou A désigne une primitive de a sur I.

17 Si on ne sait pas expliciter A (i.e primitiver a), on peut écrire en vertu du théoréme
fondamental de I'analyse

Eo = {t»—) kexp <—/t:a(t)du) ke K}

. Solutions de I’équation avec second membre - Principe de superposition

Soit z : I — K une solution particuliére de I’équation (£). Alors I’ensemble des solutions
de (€) est
E = {y + z,y solution de (£)}.

. Recherche d’une solution particuliére par « variation de la constante »

On cherche une solution z : I — K de la forme
2(t) = k(t)e 2®),
1= Si on ne se trompe, les « k(t) » se simplifient et on doit obtenir

k' (t) = b(t) exp ( /t t a(t)du)

Il reste a primitiver pour obtenir une solution.

. Théoréme de Cauchy linéaire

Soit a,b: I — K continues, tg € I, yg € K. Le probléeme de Cauchy
Y +a(t)y = b(t)

(P) N
y(to) = yo

admet une unique solution sur I.

. Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 a coefficients constants

Soit a,b € K et ¢: I — K continue.

(€)Y +ay’ + by = c(t),

(&) ¥ +ay +by=0.
L’équation caractéristique associé a (&) est

(EC) 2 +az+b=0.
Soit A = a? — 4b son discriminant.
Résolution dans C
e Si A #£ 0, soit A\; # Ay les solutions de (£C).
Ey = {t — Cle)‘lt + Cge/\Qt, (61762) S CZ}
= Vect (t > eM? t s et2t).
e Si A =0, soit A la solution de (£C).
Eg = {t = (c1 + cat)eM, (c1,c0) € C?}
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6.1

= Vect(t — e, t — tet).
Résolution dans R
e Si A > 0, soit A\; # Az les solutions de (EC).
Eg = {t = cieM? + ce?t (¢, c2) € R?}
= Vect(t — eMf ¢ et2t).
e Si A =0, soit A la solution de (£C).
Eg = {t = (c1 + cat)e, (c1,c0) € R?}
= Vect(t > M, t — ter).
e Si A <0, soit A = a =+ 4b une solution de (£C).
Eo = {t + (c1 cos(bt) + co sin(bt))e, (c1, c2) € R?}
= Vect (t — cos(bt)e®, t — sin(bt)e).

. Solutions de I’équation avec second membre - Principe de superposition

Soit z : I — K une solution particuliére de I’équation (£). Alors ’ensemble des solutions
de (&) est
E = {y + z,y solution de (£)}.

. Seconds membres particuliers

1= Second membre c: t — AeM avec A € K.

e Si A non racine de (£C), on cherche une solution du type ¢ — Be*t.

e Si )\ racine simple de (£C), on cherche une solution du type t — Bte.
e Si A racine double de (£C), on cherche une solution du type t — t2e*t.
1z Second membre c: ¢ — Acos(wt) ou ¢:t— Asin(wt)

On suppose ni 4w ni —iw solutions de (£C).

Alors il existe (A, ) tel que ¢ — A cos(wt) + psin(wt) soit solution de (£).

. Théoréme de Cauchy linéaire

Soit a,b,c: I — K continues, o € I, (yo,y)) € K2. Le probléme de Cauchy
y' +at)y’ +b(t)y = c(t)

y(to) = Yo

y'(to) = o

admet une unique solution sur I.

(P)

Séries numériques

e Série Géométrique - Z q" converge si, et seulement si, |g| < 1.

n>0
+o0 1
Dans ce cas, "=

. . 1 . .
e Série de Riemann - E — converge si, et seulement si, a > 1.
n
n>1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

:L.'I’L
e Série exponentielle - Z — converge pour tout de R. Sa somme est exp(z).
n>0

Divergence grossiére

—— 0.

Si E Uy, converge alors u,
n—-+oo

n>=ngo
Si u,, ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oo, la série E uy, diverge grossiérement.
n>=ngo
Série des différences

La série E (Un41 — un) converge si, et seulement si, la suite (up)nzn, converge.

n>=ngo
Critére de D’Alembert

Soit (uy, )n>n, une suite ne s’annulant pas.
ZTo

. | Un+1 -
o Si || — s lavecl e [0; 1], alors la série E Uy converge absolument.
Unp, n—-+oo
n>ngo
. [ Un+1 L . .
e Si | — s favec £ €]1; 4oc], alors la série E up, diverge grossiérement.
Uy, n—-+o0o

n>ngo
Absolue convergence

Si la série E |u,| converge, alors la série E U, converge.

n>ng n>ng

Dans ce cas, on dit que la série Z u, est absolument convergente.

n>ng
Remarque : lorsqu’elles convergent, les séries de référence du premier point sont abso-
lument convergente.

Critéres de convergence

e Comparaison - Si Vn > ng, |uy| v, et E v, converge alors E U, converge

n>ngo n>ngo

(absolument).

O (vy,) (en particulier si u, = o (v,)) et Z Un

n>ngo

e Domination, négligeabilité - Si u,

est absolument convergente alors Z u,, converge (absolument).

n>ngo
e Fquivalence - Siu, ~ v, avec v, de signe constant au voisinage de +oco alors
n—-+oo
E Uy, €t g v, sont de méme nature.

n>ngo n>ngo
Théoréme spécial des séries alternées (Leibniz)

Soit (un,)n>n, une suite réelle décroissante de limite nulle. Alors :
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6.8

6.9

6.10

7.1

7.2

7.3

° Z (—=1)"u,, converge, ainsi que Z (=),
n>ng n>ng
400
e Ry = Z (—1)"u,, est du signe de (—1)N*tuyy; (i.e. de son premier terme),
n=N+1
e on a la majoration : |Rx| < un-1-

Formule de Stirling

V2rnn"e "

Constante v d’Euler - Hors programme mais utile
n

Jv € R telle que Z

~J
n——+00

n!

n 1

(n) + v + o(1). En conséquence, Z In(n).

k n—>+oo

Produit de Cauchy
® Soit Z Up et Z vy, deux séries numériques. Le produit de Cauchy de ces séries est

n>=0 n=0
Wy = E UkUp—k = E UpVq-

p+q=n

la série E wy, ou : Vn > 0,
n>=0

@ Si les séries Z Uy et Z v, convergent absolument, alors leur produit de Cauchy

n=>0 n>=0
+oo +oo +oo
E w,, converge absolument et E Wy, = E Up, E Un |-
n=0 n=0 n=0 n=0

Intégrales généralisées
Intégrales de Riemann

+oo
e Pour a > 0, / sy converge si, et seulement si, o > 1.
a

) / pry convergent si, et seulement si, o < 1.
Intégrales de référence en exp et In

+oo 1
) / e~ “'dt existe si, et seulement si, o € ]0; +ool, et vaut — dans ce cas.
0 (0%

1
° / In tdt existe et vaut —1.
0

Translation de la variable
e f:]a; b] — R est intégrable en a™ si, et seulement si, ¢ — f(a+1t) est intégrable en
+

e De méme sur [a; b : f intégrable en b~ ssi t — f(b—t) intégrable en 0.

765

7.4

7.5

7.6

Intégrales faussement impropres

b
Pour f:[a; b[(b# +00) — R continue telle que }mi f(t) existe et est finie, / f(®)de
- a

existe. f est prolongeable par continuité en b et on dit que / f(t)dt est faussement
a

impropre.

Idem pour f :]a; b] (a # —o0) — R continue de limite finie en a.

Une intégrale n’est jamais faussement impropre en —oc ou +oo
Absolue convergence, inégalité triangulaire et intégrabilité

/ |f(t)] dt existe, alors / f(t)dt existe, et on a 'inégalité triangulaire :

/f £yt /|f )l dt.

f( )dt est absolument convergente ou que f est intégrable

On dit dans ce cas que

sur Ja; b[. Dans les exemtll)les de référence des points 1 et 2, lorsque que les intégrales
convergent, elles convergent absolument et les intégrandes sont intégrables.

Critéres de convergence

On considere f, g
Les critéres ci-dessous sont valables aussi pour f, g
de a et de b, avec éventuellement a = —o0.

e Comparaion - Version signée
On suppose f < g. Alors

b b
(i) si/ g(t)dt converge alors/ f(t)dt converge.

: [a; b[ = R continues par morceaux, éventuellement b = +oco.
:]a; b = R en permutant les roles

b b
(ii) si/ f(t)dt diverge alors/ g(t)dt diverge.
OCOmpgraion - Version intégragilité
Si|f| < g et g est intégrable sur [a; b alors f est intégrable sur [a; b[.
e Domination, négligeabilité -
Si f=0(g) en b (en particulier si f = 0(g)) et g est intégrable sur [a; b[ alors f est
intégrable sur [a; b[.
e Equivalence - Version signée
Mise en garde : « f et g sont de signe constant » n’est pas équivalent a « f et
g sont de méme signe ».

Sif~genbet sif et gsont de signe constant alors les intégrales / f)dt et
a

b
/ g(t)dt sont de méme nature.
a
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7.7

7.8

7.9

8

e Equivalence - Version intégrabilité
Si f ~genbalors f est intégrable sur [a; b[ si, et seulement si, g 1est.

Changement de variable

Soit ¢ : Ja; b[ — R (ol éventuellement a = —oo et/ou b = +00) une bijection C* et
strictement monotone. Soit f : ap(} a; b[) — R continue par morceaux.
p(b™ )

Alors / u)du et / fle t)dt sont de méme nature, et égales en cas d’exis-

e(at)

du

tence. En général, on baptise u : Ja; b = R,t — ¢(t) et on écrit i ¢'(t). Autre-
ment dit, on assimile la nouvelle variable a la fonction .
Intégration par parties
Soit u,v : Ja; b[ — R (ot éventuellement a = —co et/ou b = +o0) de classe C*.

b
Si lim w(t)v(t) et lim u(t)v(t) existent et sont finies, alors / u'v et / uv’ sont
t—a™t t—b— a a

_ b

b /

ot /uv.
a

Fonction continue positive d’intégrale nulle

de méme nature.

b
En cas d’existence, on a : u'v = [uv
b
a

Soit f : I — R continue et intégrable sur l'intervalle I. Si /|f| =0 alors f =0 sur
I
I

Suites de fonctions

I désigne un intervalle quelconque de R, K désigne R ou C.

8.1

8.2

8.3

Convergence simple.
La suite de fonctions (f;,)n>n, 00, pour tout n > ng, f, : I — K, converge simplement
vers f: 1> Ksi:Veel, f,(z) P f(z)

n—-+oo

(ce qui sous-entend 'existence de ces limites).

On écrit alors f, ove f.

Norme uniforme ou infinie.

Sur lespace vectoriel B(I,K) des fonctions bornées sur l'intervalle I, la fonction
1 * B.K) > R, f = suplf(0)
zE

est une norme, appelée norme infinie ou norme de la convergence uniforme.

Propriété de ||.||
@ Vf e BLK), |[fllo =0
@ Vf e B(LK), (||fll., =0) <= f =0 (fonction nulle sur I).

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

@ VA e K,Vf e B(LK), [|AMfll =
®VY(f,9) € BLK), [|f +gllo <
Convergence uniforme.

La suite de fonctions (f,,)n>n, converge uniformément vers la fonction f sur I si :
f: 1T — K est bornée,

RARIFAII
[ flloe + 119100

@ pour tout n > ng, fr, —
@ [|fo = flloo 7772 O

On écrit alors f, oy f.

Stabilité de la continuité par convergence uniforme.

Si, pour tout n > ng, f, est continue et si f, vy f alors f est continue.
Interversion limite-intégrale sur un segment

Soit (fn)n>n, suite de fonctions continues sur un segment [a; b] de R a valeurs
dans K. Si la suite de fonctions (fy,)n>n, converge uniformément vers une fonction

f, alors
b b
|ttt = [ riope
MISE EN GARDE ‘ ‘

Le théoréme précédent ne s’applique pas si
* l'intervalle n’est pas un segment, en particulier pour des intégrales généralisées ;

lim
n—-+oo

* les fonctions ne sont pas continues : « continues par morceaux » est une hypotheése

insuffisante.

Théoréme de dérivabilité, classe C!

Soit (fn)n>n, suite de fonctions définies sur I a valeurs dans K. On suppose :

@ pour tout n > ng, f, est de classe C' sur I,

@ la suite (fn)n>n, converge simplement sur I vers une fonction f: I — K,

@ la suite (f])n>n, converge uniformément sur I vers une fonction g : I — K.
Alors f est de classe C! sur I, avec f' = =9 autrement dit :

(nll)l}_loo fn) lim (f’I{L)

n—-+oo
Théoréme de dérivabilité, classe C*
Soit (fn)n>n, suite de fonctions définies sur I & valeurs dans K. On suppose :
@ pour tout n > ng, f,, est de classe C* sur I,
@ pour tout i € [0; k
fonction g; : I — K,
® la suite (fflk))nzno converge uniformément sur I vers une fonction g : I — K.
Alors la limite g simple de la suite (f,,) est de classe C* sur I, avec pour tout i € [1; k],
f = g;, autrement dit : .
K3
lim fn> =

Vie[l; k], <H+

— 1], la suite (f’r(Li))nZnO converge simplement sur I vers une

lim (f{").

n—-+oo
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8.9

9.1

9.2

9.3

Théoréme de convergence dominée
Soit (fn)n>n, une suite de fonctions définies sur un intervalle I. Si :
@ pour tout n > ng, f, est continue par morceaux,
@ la suite (fy)n>n, converge simplement sur I vers une fonction f,
@ la fonction f est continue par morceaux,
@ hypothése de domination uniforme — il existe une fonction ¢ : I — R continue
par morceaux et intégrable sur I telle que :
Vn > ng, Vo €1, |fu(z)| < p().
Alors :

e les fonctions f, (Vn > ng) et f sont intégrables sur I,

(/fn> existe et vaut /f

MISE EN GARDE

e lim
n—-+o0o

Pour que le théoréme s’applique, il faut que la fonction dominante ¢ soit indépen-
dante de n, de la l'adjectif « uniforme » : la méme fonction ¢ domine toutes les
fonctions f,,.

REMARQUE
Il n’est pas nécessaire de vérifier au préalable 'intégrabilité des fonctions f, et de f :

c’est une conclusion du théoréme.
Séries de fonctions

Convergence simple (CVS)
Z fn converge simplement sur I si pour tout x € I, la série numérique Z fn(x)

n>ng n>ngo
converge.
—+oo
Dans ce cas, la fonction S: I — R,z — E fn(z) s’appelle la somme de E fn-
n=ng n>ng

Convergence uniforme (CVU)

E fn converge uniformément si la suite (Sy) des sommes partielles converge uni-
n>ngo
formément, i.e. si la suite (Rx) de ses restes converge uniformément vers la fonction
nulle :

RNl ——0
N—+oco
En effet,
Sy S = |ISy—9l|, ——0 <= |Rx|l,, ——0
n—4oo n—-4o0o

Convergence normale (CVN)

9.4

9.5

9.6

9.7

E fn converge normalement si :
n>ng
e pour tout n > ng, f, est bornée,
e la série numeérique E || fnl| o converge.

n>ngo

Relations entre modes de convergence
e La convergence normale entraine la convergence uniforme.
e La convergence uniforme entraine la convergence simple.
e La convergence uniforme de la série de fonctions E fn entraine la convergence

n>ng

uniforme de la suite de fonctions (fy,)n>n, vers la fonction nulle (||f,||,, ——— 0).

—+00
Continuité de la somme
Soit I un intervalle.
Si
® pour tout n > ng, f, est continue sur I,
@ 3 s
n>ng
alors S est continue sur I.
Classe C! et dérivation terme a terme
Soit I un intervalle.
Si

@ pour tout n > ng, f, est de classe C' sur I,

®ZfCVS

n>ngo

® Z f/ CVL{

n>ngo

alors S est de classe C! et S’ =T, ie

(0]

Z e

n=nogo

Classe C*

Soit I un intervalle.

Si
® pour tout n > ng, f, est de classe C* sur I,
@ pour tout i € [0; k—1], > f9 S,

nzng
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9.8

9.9

9.10

® Y s,

n>ng

alors Sy est de classe C* et pour tout i € [1; k],
“+o0 (l) —+00
(X5) @-3
n=no

n=no
Soit I un intervalle quelconque de R et k& € N.

e Si f: I — R est de classe C* sur tout segment [a; b] C I, alors f est de classe C¥ sur
I

e Si f:1— R estde classe C* sur une famille d’intervalles (I)qea inclus dans I telle

que |J L, =1, alors f est de classe C* sur L.
acA

Avertissement ! Pour autant, la convergence normale ou uniforme sur tout [a; b C 1
n’entraine pas la CVN ou CVU sur I tout entier.

Du local au global

Par exemple pour les f, : I=]-1; 1[ - R,z — 2™,
o || fulloor = sup |z"| =1 donc pas de CVN sur I
. P
e pour tout [—a; a] CL [|full[_q, o= sup [2"]=a" donc CVN sur [—a; q]
’ ’ —a<z<a

Théoréme de la double limite
Soit une série Z fn de fonctions définies sur un intervalle 1.

n>=ngo
Si
@ E fn converge uniformément sur I,
n>=ngo

® pour tout n > ng, f,, admet une limite £,, en a borne de I (éventuellement infinie),

alors
o la série E £, converge,
e la somme de la série admet une limite en aet:

an —*—)Z@n, ZGan

n=ng n=ng n=no
Intégration terme a terme sur un segment en cas de CV uniforme
Si

@ pour tout n > ng, f, est continue sur le segment [a; b],

— Z lim f, ()
n=ng

® Z fn converge uniformément sur le segment [a; b],

(B e E(frm)

n=no

alors

9.11

Théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle
Soit I un intervalle quelconque. On suppose :
Si

@ pour tout n = ng, f, est c.p.m. et intégrable sur I,

@ Z fn VIS sur I,
n>ngo

® S est c.p.m. sur I,
@ la série numérique Z ( / |fn(®)] dt> converge,
I
n

5 (fuon)

n=ng

alors S est intégrable sur I et

[0

n=ng

10 Séries entiéres

10.1

10.2

10.3

10.4

10/35)

Lemme d’Abel
Soit (ay) suite de nombres complexes. S’il existe zg € C* tel que la suite (a,z{) soit

bornée, alors pour tout z tel que |z| < |zo], la série Z anz™ converge absolument.
n>0
Rayon de convergence
Le rayon de convergence R de la série entiére Z anz" est :
R = sup{p € R"/(anp™)nen est bornée} € RT U {+o00} =[0; +ox].
Disque ouvert et intervalle ouvert de convergence
Version compleze —

Soit E anz" une série entiére de rayon de convergence R. Alors :
(i) si |z| < R, alors E anz™ converge absolument,

(ii) si |z| > R, alors E anz™ diverge grossiérement.
Version réelle -
Soit E a,z" une série entiére de rayon de convergence R. Alors :

(i) si z € | —-R; R], alors Z anx™ converge absolument,
(ii) si z < —R ou z > R, alors Z apx™ diverge grossiérement.
Comparaison asymptotique et rayon de convergence

Z anz" et Z b,z" sont deux séries de rayon de convergence respectif R, et Ry.
n>0 n>0
e Si a, = O(by), alors R, > Ry.
e Silan| ~ |by|, alors Ry, = Ry.
n—-+o0o
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10.5 Deux propriétés bien pratiques 10.9 Intégration et primitive
e Pour tout a € R, RC (Z no‘z") =1; Soit f somme de la série entiére Z anx™ de rayon de convergence R > 0.
° Z napz" a le méme rayon de convergence que Z anz" b 400 +00 b
n>0 n>0 e Pour tout [a; b] C ]—R; R], / Z apt™dt = Z an </ t”dt).
10.6 Critére de Jean le Rond D’Alembert pour les séries entiéres ¢ n=0 n=0 e
9 s . e En particulier, la primitive F de f s’annulant en 0 est définie par :
On suppose qu'il existe ng tel que : Vn > ng, a, # 0. oo oo
;| Gnt1 ) _ 1 . Vze]-R; R[, F(z)= In_ g+t dn-1,n,
Si a0 mEE[O,+oo],alorsRC(Zanz")—Z€[0,+oo]. J ; R[, F(2) nz::on—’_l nz::l "
10.7 Opérations sur les séries entiéres 10.10 Lien avec le développement de Taylor
e Pour tout A # 0 Aa, 2" et a, 2" ont le méme rayon de convergence. = ™) (0
70, zn: " zn: " Y vers Sif(x) = Z anx™ a un rayon de convergence non nul, alors : Vn € N, a,, = ! '( )
n!
n=0
e En notant R, = RC (Z anz"> et Ry = RC (Z bnz">7 10.11 Unicité du développement en série entiére
+o0 too
n n
400 eSif:x— Z ap,r" et g x — Z bpx™ coincident sur | —r; r[ avec r > 0 (c’est-a-

@ si R, # Ry, alors RC (Z(an + bn)z"> = min(Rg, Ryp),
n=0
“+oo

@ si R, = Ry, alors RC (Z(an +by)
n=0

eProduit de Cauchy -

z”) > min(Rq, Ry).

Soit Vn > 0, ¢, det. Zakbn,k.

Alors pour tout z tel que |z| < min(Rg, Ryp),
+oo +oo

+oo
Z 2"t = <Z anz"> <Z bnz"> .
n=0 n=0 n=0

10.8 Régularité de la somme d’une série entiére

. Z anx™ converge normalement sur tout segment [a; b] C | —R; R[ de son intervalle

n>0
ouvert de convergence.

e La somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0 est continue sur

]-R; RJ, resp. ]5(0, R) lorsqu’on travaille dans C.

e La somme d’une série entiére de rayon R > 0 est C* et on peut dériver terme a

terme :
! +oo +oo
Vo €] (Z anx ) = Znanx" L= Z(n + Daypi2™.
n=1 n=0

R < T < Ve S
Va 6 Zanx = Z manit = Z Tan+k$ .

n==k n=0

10.12

11/35]

n=0 n=0
dire Vo € | —r; [, f(x) = g(x)) alors : ¥n € N, a,, = b,,.

e Corollaire pour les fonctions paires, impaires
f paire sur | =R ; R[ = Vn € N, ag,11 =0,
f impaire sur | =R ; R[ = Vn € N, ag, = 0.

Développements en série entiére de référence

R
=3

= Variable réelle
o Vr e R, exp(z

+o00o 1 +o00o 1

Vo € R hiz) =) ———a®" et sh(z)=)» —— 2"
o Vr € R, ch(z) 7;()(2”)!37 et sh(z) 7;0(2n+1)!x
“+o00 “+o0
_ (71)’” 2n . _ (71)n 2n+1
o Vx € R, cos(a:)—nzz% @n)] x et sm(z)—;mx
1 X 1 R
Vze]-1; 1 =Y =S (-
T WAL ¥
+001 “+o0 n+1
eVre]-1; 1], In(l —2) = Z —z" et In(l+42) = Z
n= 1 n=1
S~ D"
evVre]—1; 1], Arctan(z) = g2t
2n+1
n=0
- 1
eVaecRVze]-1; 1, (1+z)° _1+Z ( ntl) o
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= Variable complexe

“+o00
1
eVzeD(0,1)={2€C/|s| <1}, =) "
n=0
+oo  n
eVzeC, exp(z)= Z{)H‘
n=

10.13 Propriétés de ’exponentielle complexe
o V(z1,20) € C%,  exp(z1 + 22) = exp(21) exp(2a).
e Vz =z +iy avec (z,y) € R?
exp(z) = e* = et = e%(cosy + isiny)

11 Intégrales a paramétre

11.1 Théoréme de convergence dominée 4 paramétre continu
Soit I et J deux intervalles de R, g : I x J — K. Soit a une borne de I (éventuellement

a = £00). Soit g : I x J,On suppose que :
@ pour tout x de I, t — g(z,t) est c.p.m. surJ,
@ pour tout t de J, g(x,t) —— £(¢),
r—a

® t+— £(t) est c.p.m. sur J,

@® hypothése de domination : il existe une fonction ¢ : J — R continue par
morceaux et intégrable telle que :

V(z,t) €eIxJ, |g(z,t)| < o(t).

Alors la fonction £ intégrable sur J, et : lim </g(x7t)dt> existe et vaut /E(t)dt.
r—a J J
11.2 Théoréme de continuité

Soit I et J deux intervalles de R, g : I x J — K. On suppose :

@ pour tout t € J, x — g(z,t) est continue sur I (la propriété a transmettre),
® pour tout z € I, t — g(z, t) est continue par morceaux sur J,

® hypothése de domination : il existe une fonction ¢ : J — R continue par
morceaux et intégrable sur J telle que

V(z,t) €IxJ,  |g(z,t)] < p(t).
Alors f:xz +— /g(x, t)dt est définie et continue sur 1.
J

11.3 Théoréme de dérivation sous I’intégrale C!
Soit I et J deux intervalles de R, g : I x J — K. On suppose :

® pour tout t € J, z — g(x,t) est de classe C! sur I (la propriété a transmettre),
@ pour tout x € I, t — g(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur J,

0
® pour tout z €I, t — a—g(x, t) est continue par morceaux sur J,
x

@ hypothése de domination : il existe une fonction ¢ : J — R continue par
morceaux et intégrable sur J telle que

dg
- < .
Ve elxd, | <o)

Alors f:z— /g(:c, t)dt est définie et de classe C! sur I, et
J

Vrel,  f(z) = /J %(az,t)dt.

11.4 Théoréme de dérivation sous l’intégrale classe C"
Soit I et J deux intervalles de R, g : I x J — K. On suppose :

@ pour tout t € J, z > g(x,t) est de classe C™ sur I (la propriété a transmettre),
k

@ pour tout k € [0; n— 1]et pour tout = € I, ¢ — 57
z

(x,t) est continue par

morceaux et intégrable sur J,
n

gz

@ hypothése de domination : il existe une fonction ¢ : J — R continue par

morceaux et intégrable sur J telle que
1

Vi ) € Tx 3, ](fﬂgu,t)\ < olt).

@ pour tout z €1, t — (z,t) est continue par morceaux sur J,

Alors f: 2z — /g(x, t)dt est définie et de classe C™ sur I, et
J

k
Vk e [0; n],Vx €1, f®) () = / %g(w,t)dt.
J

12 Le point sur les théorémes de régularité et de per-
mutations

I désigne un intervalle quelconque de R, K désigne R ou C.
12.1 Stabilité de la continuité par convergence uniforme.
Si, pour tout n > ng, f, est continue et si f, vy f alors f est continue.

12.2 Interversion limite-intégrale sur un segment

Soit (fn)n>n, suite de fonctions continues sur un segment [a; b] de R & valeurs dans
K. Si la suite de fonctions (fy,)n>n, converge uniformément vers une fonction f, alors

12/35]
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12.3

12.4

12.5

i [ = [ s

MISE EN GARDE

Le théoréme précédent ne s’applique pas si

* l'intervalle n’est pas un segment, en particulier pour des intégrales généralisées ;
* les fonctions ne sont pas continues :
insuffisante.

« continues par morceaux » est une hypothése

Théoréme de dérivabilité, classe C!

Soit (fn)n>n, suite de fonctions définies sur I a valeurs dans K. On suppose :

@ pour tout n > ng, f, est de classe C' sur I,

@ la suite (f,)n>n, converge simplement sur I vers une fonction f: 1 — K,
@ la suite (f})n>n, converge uniformément sur I vers une fonction g : I — K.
Alors f est de classe C! sur I, avec f' = =9 autrement dit :

<n§n ﬁ) = Jim_ (f).

Théoréme de dérivabilité, classe C*

Soit (fn)n>n, suite de fonctions définies sur I & valeurs dans K. On suppose :
® pour tout n > ng, f, est de classe C* sur I,

@ pour tout i € [0; k —
fonction ¢; : I — K,

® la suite (fék))nzno converge uniformément sur I vers une fonction g : I — K.

1], la suite (f,gi))n,Zno converge simplement sur I vers une

Alors la limite go simple de la suite (f,,) est de classe C* sur I, avec pour tout i € [1; k],
f® = g;, autrement dit :

(9
T A

Théoréme de convergence dominée

lim_(f{").

n—-+oo

Soit (fn)n>n, une suite de fonctions définies sur un intervalle I. Si :
@ pour tout n > ng, f, est continue par morceaux,
@ la suite (fy)n>n, converge simplement sur I vers une fonction f,
@ la fonction f est continue par morceaux,
@® hypothése de domination uniforme — il existe une fonction ¢ : I — R continue
par morceaux et intégrable sur I telle que :
Vn > ng, Ve €1, |fn(2)] < o(x).
Alors :

e les fonctions f, (Vn > ng) et f sont intégrables sur I,

e lim (/fn> existe et vaut /f
n——+00

MISE EN GARDE

12.6

12.7

12.8

13/35)

Pour que le théoréme s’applique, il faut que la fonction dominante ¢ soit indépen-
dante de n, de la l'adjectif « uniforme » : la méme fonction ¢ domine toutes les
fonctions f,.
REMARQUE
Il n’est pas nécessaire de vérifier au préalable 'intégrabilité des fonctions f,, et de f :
c’est une conclusion du théoréme.
Continuité de la somme d’une série de fonctions
Soit I un intervalle.
Si

@ pour tout n > ng, f, est continue sur I,

ovy
@ > fu5S
n>ngo

alors S est continue sur I.
Classe C! de la somme d’une série de fonctions

Soit I un intervalle.
Si

@ pour tout n > ng, f, est de classe C' sur I,

@chv.s

n>ngo
cvy
® E =T
n>ngo

alors S est de classe C' et ' =T, ie

(50)

Classe C* de la somme d’une série de fonctions

Zf

n=no

Soit I un intervalle.
Si

@ pour tout n > nyg, f, est de classe C* sur I,
@ pour tout i € [0; k—1], Z f“ e

n>ngo
® Y f sy,

n>ng
alors S est de classe C* et pour tout i € [1; k],

400 (@) +oo
(Zm)@=2ﬁ@

n=ngo n=nogo
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12.9

12.10

12.11

12.12

Du local au global
Soit I un intervalle quelconque de R et k € N.

e Si f:1— R est de classe C* sur tout segment [a; b] C I, alors f est de classe C* sur
I

e Si f:1— R est de classe C* sur une famille d’intervalle (I,),eca inclus dans I telle

que |J I, =1, alors f est de classe C* sur I.
a€A

Avertissement Pour autant, la convergence normale ou uniforme sur tout [a; b C 1
n’entraine pas la CVN ou CVU sur I tout entier. Par exemple pour les f, : I =
]-1; 1[ - R,z +— 2™,

o ||fullo; = sup |z"|=1 donc pas de CVN sur I
’ —l<z<1
e pour tout [—a; a] C L [|full[_q, o= sup [2"]=a" donc CVN sur [—a; q]
’ ’ —a<z<a

Théoréme de la double limite
Soit une série Z fn de fonctions définies sur un intervalle 1.

n>=ngo

Si

@ g frn converge uniformément sur I,
n>ngo

@ pour tout n = ng, f,, admet une limite ¢,, en a borne de I (éventuellement infinie),

alors
e la série E £, converge,
e la somme de la série admet une limite en a et :

+oo +oo +oo
Z fn(x) — Z by, i€ Z fulz) —

Tr—ra

+oo
> lim fu(x)

n=ngo n=no n=no n=no

Intégration terme i terme sur un segment en cas de CV uniforme
Si
@ pour tout n > ng, f, est continue sur le segment [a; b,

@ Z frn converge uniformément sur le segment [a; b,

/ab (io fn(t)> dt — io (/abfn(t)dt).

n=no n=no
Théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle

n>no

alors

Soit I un intervalle quelconque. On suppose :
Si

@ pour tout n, f, c.p.m. et intégrable sur I,

@ Z fn VE S sur I,
n>ngo

® S est c.p.m. sur I,
@ la série numérique Z ( / | frn(®)] dt) converge,
I
n

alors S est intégrable sur I et

[(f f”(t)> dt = io (/Ifn(t)dt>.

n=no n=no
12.13 Théoréme de convergence dominée & paramétre continu

Soit I et J deux intervalles de R, g : I x J — K. Soit a une borne de I (éventuellement
a = +00). Soit g : I x J,On suppose que :

@ pour tout z de I, t — g(x,t) est c.p.m. surJ,
@ pour tout ¢t de J, g(z,t) — £(t),
r—a

® ¢+ L(t) est c.p.m. sur J,

@ hypothése de domination : il existe une fonction ¢ : J — R continue par
morceaux et intégrable telle que :

V(z,t) €eIxJ, |g(z,t)] < o(t).

Alors la fonction ¢ intégrable sur J, et : lim (/g(x,t)dt) existe et vaut /é(t)dt.
T—a J J
12.14 Théoréme de continuité d’une intégrale a paramétre
Soit I et J deux intervalles de R, g : I x J — K. On suppose :
@ pour tout t € J, x — g(x,t) est continue sur I (la propriété a transmettre),

@ pour tout x € I, t — g(x,t) est continue par morceaux sur J,

® hypothése de domination : il existe une fonction ¢ : J — R continue par
morceaux et intégrable sur J telle que

V(x,t) e IxJ,  g(z, )] < o(t).

Alors f: 2z — /g(x, t)dt est définie et continue sur I.
J

12.15 Théoréme de dérivation sous l’intégrale C!
Soit I et J deux intervalles de R, g : I x J — K. On suppose :

® pour tout t € J, z +— g(z,t) est de classe C* sur I (la propriété a transmettre),
@ pour tout x € I, t — g(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur J,

0
® pour tout x € I, t — —g(x, t) est continue par morceaux sur J,

ox

14/335
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@® hypothése de domination : il existe une fonction ¢ : J — R continue par

morceaux et intégrable sur J telle que
V(z,t) €I xJ, ‘gg(x,t)’ < (). 13.2
x

Alors f:z— /g(m, t)dt est définie et de classe C! sur I, et
J

dg
1o
vV €1, fl(x) = /J o (x,t)dt. 13.3

12.16 Théoréme de dérivation sous l’intégrale classe C"
Soit I et J deux intervalles de R, g : I x J — K. On suppose :

@ pour tout t € J, z +— g(z,t) est de classe C" sur I (la propriété a transmettre),

oF 13.4

® pour tout k € [0; n— 1]et pour tout = € I, t — Wg(x,t) est continue par
x

morceaux et intégrable sur J,
U3

0 .
® pour tout x € I, t = ——g(=,t) est continue par morceaux sur J, 13.5

oz
@ hypothése de domination : il existe une fonction ¢ : J — R continue par

morceaux et intégrable sur J telle que
13

0
V(z,t) €I xJ — 1) < o(t).
@0 Txd, | et < o)
Alors f:xz+— /g(sc, t)dt est définie et de classe C™ sur I, et
J

k
Vke[0; n] Vel  f0(a) :/a—kg(x,t)dt.
J 3x

12.17 Version assouplie des 3 théorémes de régularité

Si on peine a trouver une domination uniforme en z (voire si une telle domination
n’existe pas), on peut se contenter de prouver que f est définie et continue resp. C!,
C™ sur une famille d’intervalles I; telle que UT; = 1.

K3

Par exemple, = R = |J [—a; a], I = [0; 400 = U [0;a], I = ]0; o0 =
a>0 0<a

U [a; b, etc... 13.6
0<a<b

13 Espaces vectoriels normés

13.1 Une norme N : E — R sur le K—espace vectoriel E vérifie les axiomes :
(i) Ve € E, N(x) > 0 (positivité);
(ii) Ve € E, N(z) =0 = 2 = O (séparation);
(iii) Ve € E,VA € K, N(Az) = |A| N(x) (homogénéité) ;
(iv) Y(z,y) € E*, N(z +y) < N(z) + N(y).

15/35)

Le couple (E,N) est un espace vectoriel normé (evn). On dit aussi que E est muni de

la norme N. On note souvent ||.|| pour N.

La distance associée a la norme ||.|| est définie par :
v(ny) €E27 d(:my): Hx_yH
La distance d’un vecteur a4 une partie P C E est, si elle existe,
d(z.P) = inf d = inf —Y|l|-
(z,P) = inf d(x,y) = inf ||z — ]|

Propriétés de la norme. Soit (E, ||.||) un evn. Soit (x,y,2) € E3.

(i) [og|| =0,

(i) [ll=ll = [lyll] < llz —yll et [llz]] = [lyll] < [lz +yll,

(i) | 12— 911 — lly — 211 | < llo — 2I| i |d(z,y) — (g, 2)] < d(w,2).

Norme induite sur un sous-espace

Soit (E,N) un evn et F un sous-espace vectoriel de E. Alors N|gp : F — R est une

norme, dite norme induite par N sur F, et (F,N|r) est un evn.

Normes usuelles sur K" et M,,(K)

Pour z = (x1,...,2,) € K7,
n

i) [z, = Z |z;|  (norme de Manhattan)

i=1

n
(i) ||z||, = Z:r? (norme de la géométrie euclidienne canonique)
i=1

(iii) ||z||, = max |z;|  (loi du plus fort)

Soit M = (mi,j) S Mn(K)

O My = >0 gl (@) Ml =Te(M™™M) = [ > m};
1<i,5<n 1<4,j<n

(i) Ml = s fm |

Normes sur un espace produit, sur un espace somme
(i) Soit (Eq, [|-|g,),- - -, (Ep, H||Ep) p K—evn. Alors

N:Ep x ... Ep = R, (ug,...,up) = sup |[ugllg,
1<i<p )
P
est une norme sur ’espace produit H E.
k=1
(i) Soit (Ex, |[.|[g,)s-- -+ (Ep, [/, ) p sous-espaces supplémentaires de E. Alors
N:E—=Ru=up+ - +up— sup |Jugllg,
1<i<p

est une norme sur ’espace E.

2024—2025
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13.7

13.8

13.9

13.10

13.11

(i) En particulier, si B = (ey, ..., en) est une base de E, alors en posant, pour tout x

de E, N(z) = sup |z;| avec = Z;v e; on définit une norme sur E. On peut aussi
1<i<n
i=1
poser Ny (z Z |z;| ou No(z) =
Boules et sphéres

Soit (E, ||.||) evn, d distance associée a ||.||. Soit a € E et r € [0; +o0].
(i) Boule ouverte de centre a de rayon r :

B(a,r) ={x € E/d(a,z) <r} ={z € E/||la —z|| <r}.
(ii) Boule fermée de centre a de rayon r :

B(a,r) ={z € E/d(a,z) <r}={z € E/|la—z|| <r}.
(iil) Sphere de centre a de rayon r :

S(a,r) ={z € E/d(a,z) =1} ={zx € E/||la — z|| = r}.
Pour » = 1, on parle de boule unité et de sphére unité.

Parties convexes
(i) Dans E, le segment [z ; y] d’extrémité x € E et y € E est :

(25 y] = {de+ (1= Ny/A€[0; 1]}
(ii) C C E est un convexe ou une partie convexe de E si :

V(z,y) € C?, [x; y] CC.

(iii) Les boules sont des convexes, toute intersection de convexes est convexe.
Parties bornées
P C E est une partie bornée de Esi: IM e R, VzeP,|lz|] <M.
Caractérisation : il y a équivalence entre
(i) P est bornée, (ii) P est incluse dans une boule,
(iii) IN € R, Y(z,y) € P, d(z,y) < N.
Réfutation :
de P telle que :

P n’est pas bornée si, et seulement si, il existe une suite (u,) d’éléments
VneN, |u,l| >n.
Suites bornées

(un) € EY est bornée si {u,/n € N} est une partie bornée de E, autrement si
M eR, VneN|u,| <M.

L’ensemble B(N, E) des suites bornées E est un sous-espace vectoriel de EN.

Applications bornées
Soit X un ensemble. f : X — E est une application bornée si {f(z)/x € N} est une
partie bornée de E, autrement si

IMeR, VzeX ||f(z)]| <M.
L’ensXemble B(X,E) des applications bornées de X dans E est un sous-espace vectoriel
de E*.

13.12

13.13

13.14

13.15

13.16

13.17

13.18

1635

Suites convergentes
(un) € EN est convergente si

HeE, Vex>0, IngeN, Vn>ng, |lu,—¥]|<e.
Dans ce cas, £ est unique et s’appelle la limite de la suite .

Caractérisation : (u,) converge vers £ si, et seulement si, ||u, — £|]] —— 0.
n—-+o0o

Propriétés :
(i) Toute suite convergente est bornée.
(ii) Si v = (un) et v = (v,) sont deux suites convergentes d’éléments de E de limite
respective £ et m, alors pour tout (\, u) € K2, Au + pv = (Au,, + pv,) converge, vers
A A+ pm.
(iii) Si w = (uy) est une suite convergente d’éléments de E de limite ¢ et (k,) une suite
de scalaires convergente de limite A, alors (k,u,) converge, vers Af.
Normes équivalentes
Deux normes N; et Ny sont dites équivalentes s’il existe deux réels strictement positifs
a et b tels que

Vz € E, aNy(z) < Na(x)
Equivalence des normes en dimension finie
Si E est de dimension finie, alors toutes normes sur E sont équivalentes.

La convergence et la limite d’une suite ne dépendent pas de la norme choisie lorsque

E est de dimension finie. Autrement dit, si N et ||.|| sont deux normes sur E, alors :
lim N(up, —¥¢) =0<«<= lim |lu, —¢||=0.
n—-+oo n—-+oo
Suites coordonnées
Soit B = (eq,...,ep) une base de E. Soit (u,) € EN. Tout Uy, se décompose de maniére

(1)

unique sous la forme : u, = uy,

(p)

Un "€p

EueZ

Pour i € [1; n], (un Jnen € KN est la i-éme suite coordonnee de (uy,) dans la base B.

€1+

Convergence par coordonnées
Soit B = (e1,...,e,) une base de E. La suite (u,) € KN converge si, et seulement si,

chacune de ses suites coordonnées dans B converge.
P

ngr—il-loo Un = Z ( lim u(l))

. n—-+oo
i=1

Suites extraites, fonctions extractrices

Soit (u,) € KN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (uy(,)) ou la
fonction extractrice ¢ : N — N est strictement croissante.

Suite extraite d’une suite convergente : Toute suite extraite d’une suite convergente
converge, vers la méme limite.

Critére de divergence : Si deux suites extraites d’une suite ont des limites distinctes...
c’est que cette suite diverge!

Dans ce cas :
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13.19 Parties ouvertes, voisinages d’un point 13.28 Limites de fonctions, notations
(i) z € Q est un point intérieur a Q si Ir > 0, B(x,r) C . (E,|].llg) et (F,]|.||p) deux evn, A C E, f : A — F. Soit a un point adhérent & A. f
(ii) Une partie V est un voisinage de x si x est intérieur a V. admet une limite en a si
(iil) 2 est une partie ouverte ou un ouvert si : Vo € Q,3r > 0, B(z,r) C Q. el Ve>0, 3a>0, VzeE, [z—allg<a=|flz)-{lp<e
13.90 Parties f ) Dans ce cas, £ est unique et s’appelle la limite de f en a.
' ar 1es' ermees . . . Caractérisation séquentielle de la limite : f(x) — ¢ si, et seulement si, pour toute
La partie F de E est un fermé ou une partie fermée si son complémentaire CgF dans
E est une partie ouverte de E. suite (u,) d’éléments de A convergeant vers a, la sulte (f(up)) converge vers /.
13.21 (i) 0 et E sont a la fois ouverts et fermés. 13.29 Equivalence des n(?rr'nes ’en d1me1'1510n ﬁfue .
(ii) Toute réunion d’ouverts et toute intersection d’un nombre fini d’ouverts est une La convergence e.t la hn.nte d’une fonct19n ne dépendent pas de la norme choisie lorsque
artie ouverte E est de dimension finie. Autrement dit, si N et ||.|| sont deux normes sur E, alors :
- - . . . lim N(f(x) — ) = 0 <= lim ||(z) — ]| = 0.
(iii) Toute réunion d’un nombre fini de fermés et toute intersection de fermés est une z—a z—a
partie fermée. 13.30 Fonctions coordonnées
13.22 Caractérisation séquentielle des fermés Soit B = (e1,...,ep) base de F. f: A C E — F. Pour tout « de A, f(z) se décompose
P
F est un fermé si, et seulement si, pour toute suite convergente (fy,), d’éléments de de fagon unique sous la forme : z) = Z filz)e;
F, hr—{l fn € F... on ne s’échappe pas de F facilement, il est fermé! —
n—-+0o0
. . . . . Les f; : A — K sont les fonctions coordonnées dans '
13.23 Equivalence des topologies en dimension finie i
. . . . e . . 13.31 Convergence par coordonnées
Si E est de dimension finie, toutes les normes de E définissent les mémes ouverts et les o ) . . .
mémes fermés. f admet une limite ¢ en a si, et seulement si, Chacune des fonctions coordonnées admet
13.24 Point adhérent, adhérence, notation une limite en a, et dans ce cas : — Zilg}l filz
a est adhérent 4 A si toute boule ouverte centrée en a rencontre A et on note A o .
I’ensemble des points adhérents, appelé [’adhérence de A : 13.32 Opérations algébriques
a€A<=Vr>0B(ar)NA#£)<Ve>0,3z €A, l|lz—a|]l <e. (i) YO\, 1) € K2, (f(2) — L et g(x) — m) = (Af + pg)(x) — M+ myp.
Caractérisation séquentielle des points adhérents : a est adhérent & A s’il existe une (i) Si \: E = K, (\Mz) — ket f(z) — ) = (\z)f(z) — kL.
suite d’éléments de A convergeant vers A. roa roa e
Corollaire : A est fermée, A = N F, A fermé ssi A = A. (i) f: X CE — E’ 9:Y CF =G telles que f(X) C Y ef soit a € X,
F fermé DA Si f(a:)—>£€Yetg—i>malorsgof(x)—>m.
. . P . P . g 4 —
13.25 Point intérieur, intérieur, notation 13.33 C . z. a I v cuité elobal e
z € Q est un point intérieur & Q si Ir > 0,B(x,7) C Q et on note A 'ensemble des 3.33 Continuité ponctue 'e, continuité g obale
points intérieurs, appelé l’intérieur de A. f+ACE = F est continue en a € A si f(z) r—a f(a).
Propriété : A est ouvert, A= o U R Q, A ouvert ssi A=A, f est continue sur A si f est continue en tout point de A.
13.26 Frontia bord cati ouvert © Propriétés usuelles :
' onticre ou bord, notation . i) L’ensemble des fonctions continues sur A C(A,F) est un sous-espace vectoriel de
La frontié la bord de A est Fr(A)=A\ A
a frontiére ou la bord de A est Fr = . FA
13.27 Continuité, inégalités et nature topologique (ii) La composée de fonctions continues est continue.
Soit f : E — R continue et k£ un réel. (iii) (f : A — F continue en a) entraine (f bornée au voisinage de a) (i.e. sur B(a,7)NA
e {xrcEtq f(x) >k}, {zr€Etq f(z) <k} et {x € E tq f(z) =k} sont des fermés; avec r > 0)
e {x €eEtq f(x) >k}, {zr €Etq f(x) <k} et {x € E tq f(z) # k} sont des ouverts. |13.34 Continuité par coordonnées en dimension finie

17/35)
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13.35

13.36

13.37

13.38

13.39

14

(i) f : A CE = F (avec E de dimension finie muni d’une base B) est continue en a € A
si, et seulement si, toutes ses applications coordonnées dans B sont continues en a.

(ii) f: ACE — F (avec E de dimension finie muni d’une base B) est continue sur A
si, et seulement si, toutes ses applications coordonnées dans B sont continues sur A.
Fonctions a valeurs réelles continues sur un fermé borné
Soit K une partie fermée et bornée (= “compact”) de E.
Alors toute fonction continue f : K — R est bornée et atteint ses bornes. Autrement
dit, 3(m, M) € R? et I(a,b) € R? tels que Vo € A, m < f(z) <M avec f(a) = m et
f(b) =M.
Application k-lipschitzienne
f: A CE — F est lipschitzienne de rapport k € [0; 400 si
V(z,y) € A% |If(2) = FW)Il < Kz —yll-
Propriétés
(i) ||.]| est 1-lipschitzienne
(i) La composition conserve la lipschitzianattitude : f (resp. g) k1 —lipschitzienne (resp.
ko—lipschitzienne) telles que g o f existe entraine g o f kjky—lipschitzienne.
(iii) Toute application lipschitzienne est continue
Applications linéaires continues en dimension quelconque
Soit u € L(E,F). S'il existe k € R tel que Vx € E,|Ju(z)||lp < k||u||p alors u est
continue.
Applications linéaires continues en dimension finie
En dimension finie :
(i) Toue application linéaire, bilinéaire, voire multilinéaire est continue.
(i) Tr (:) M, (K) — K et det (:) M, (K) — K sont continues.
(iii) Pour E euclidien : (.,.) : E — R est continue.
(iv) Le produit matriciel M, ,(K) x M,, (K) = M, 4(K), (A,B) — AB est continu.
(v) La composition des endomorphismes o est continue.
(vi

i) det est nm—linéaire par rapport aux colonnes donc det :
continue.

(My1(K)™ — K est

i
E iy gt TP

0<in, .. ip<d

(vii) Les fonctions polynomiales K? — K, (z1,...,2p) —

sont continues.
(viii)x : M, (K) — K[X],M +— xum est continue.

Fonctions vectorielles de la variable réelle

Soit I un intervalle de R, non vide, non réduit & un point.

14.1

14.2

14.3

14.4
14.5

14.6

14.7

14.8

14.9
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Dérivée en un point

Soit f: I — R"™ et a € I. f est dérivable en « si la fonction 7, « taux de variation en a
»

o T\ {a} = R £ ﬁ(f(t) ~ (@)

admet une limite £ € R™ en a.

d
Dans ce cas, ¢ est la dérivée de f en a, et se note f'(a) ou d—{( ).

Caractérisation par l’existence d’un développement limité a 1’ordre 1
f est dérivable en a si, et seulement si, il existe £ € R™ et ¢ :
lim e(t) = Ogn tels que :
t—a

vt el, f@t)=fla)+ (@t —a)+ (t—a)e(t).
Dérivabilité sur un intervalle
f:1— R™ est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.

I —» R” telle que

Dans ce cas, on note f': T — R™ a — f/(a) la fonction dérivée de f sur I
La dérivabilité entraine la continuité

Fonctions coordonnées
Soit f: T — R™, (eq, ...,
de f les n fonctions f; :

€,) la base canonique de R™. On appelle fonctions coordonnées
I — R telles que :

t) = Z fi(t)e;

Vtel,

Dérivation par coordonnées

f 1T — R” est dérivable en a € I si, et seulement si, les n fonctions coordonnées f;
(1 <4 < n) sont dérivables en a. Dans ce cas :

"(a) = Zf{(a)ez = (fi(a),..., fr(a)).

Extension a tout R—espace de dimension finie

Les définitions et propriétés précédentes s’étendent a toute fonction f : I — E ou
E est un R—espace vectoriel de dimension finie n, notamment et assez fréquemment

E = M, (R).
Combinaisons linéaires
Si f,g:1— R™ dérivables alors \f + pg dérivable avec
Vael, (M +pug)'(a) = \f'(a) + g (a).
Composition par une application linéaire
Si f: 1 — R™ dérivable et L : R" — RP linéaire alors L(f)

dérivable avec
(L(f))'(a) = L(f'(a)).

1 — RP,t > L(f)(t)

Va €1,
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14.10

14.11

B

14.12

14.13

14.14

14.15

14.16

14.17

Composition par une application bilinéaire
Si f:I - R"etg:1 — RP dérivables et B : R® x RP — R? bilinéaire alors
B(f,9) : 1= RY, ¢t B(f(t),g(t)) dérivable avec
vacl  (B(f.9)(a) = B(f'(a).9(@)) +B(f(a).g'(a)).

= Notamment, B peut étre le produit des fonctions & valeurs réelles, le produit matri-
ciel, un produit scalaire, le déterminant vis & vis de ses n colonnes. On se souviendra
que dans le contexte opératoire, « bilinéaire » est synonyme de « distributif ».
Composition par une application multilinéaire
Sifi:I1—=E, fo:1=E, ..., f,:1— E sont n applications dérivables et B : E™ — R¢Y
est une application n—linéaire alors

B(fl, fg, ey fn) 11— Rq,t — B(fl(t), fg(t), R

Va €1, (B(f1, fas---+ fn)) (a) =

(f{((l), fQ(a)v ey f’fl(a)) + B(fl(a)v fé(a)v ceey fn(a)) + o+ B(fl(a)7 fg((l), ey frlb(a))
Composition d’applications dérivables

Soit f: 1 — R™ et ¢ :J(CR) — I dérivables, alors f o ¢ est dérivable sur J avec

vbeld,  (fop)(b) =g b)f (o).

, fn(t)) est dérivable avec

Dérivée k-éme
La dérivée k—éme de f : I — R"™ est définie, sous réserve d’existence, par récurrence

en posant :
drf f sik=0

T / {(ﬂk—l))’ sik>1
On note C*(I,R™) respectivement C(I,R™) I’ensemble des fonctions de classe C* resp.
C de I a valeurs dans R™.
Classe C* et C
f:1— R"™ est de classe C¥ si f est k fois dérivable et si f*) est continue.
f est de classe C si f est de classe C* pour tout k de N, ou, ce qui revient au méme, f
est indéfiniment dérivable.

Combinaison linéaire
Si f et g sont C* sur I alors Af + jug est C* sur I avec
(Af + 1) = A0 + g ®.
En particulier C¥(I, R™) et C(I, R™) sont des sous-espaces vectoriels de (R™)
Formule de Leibniz

Soit f: I —R", g:1— RP de classe C* et B : R” x R? — RY une application bilinéaire.
Alors B(f, g) est de classe C* sur I avec

I

k
(k) k i —i
B(r.0) V@ =3 (4) 0.6 ) @)
i=0
Composition d’applications de classe C*
Soit f: T — R et ¢ : J(C R) — I de classe C*, alors f o ¢ est de classe C* sur J.

Va €1,

15 Calcul différentiel et extremums

15.1

15.2

15.3

15.4

15.5
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‘U désigne un ouvert de R?, (eq,...,ep) la base canonique R?.

Dérivée directionnelle

Soit f: U CRP — R. Soit a € U et v € RP. On dit que f admet en a une dérivée dans
la direction de v si la limite suivante existe :

def. . 1
Duf(a) ™ lim 2 (7(a + tv) — f(a)

Remarque -

esionpose g:|—r; r[— R t+— f(a+ tv), cela équivaut a la dérivabilité de g en 0,

et alors D, f(a) = ¢'(0).

Dérivée partielle d’ordre 1

Soit f: U C R? — R. Soit (eq,...,e,) la base canonique de RP. a € U. On dit que f
admet en a une dérivée partielle premiére par rapport a la i—éme variable si la limite
suivante existe :

def. Of L def . 1 .
9if(a) = @(a) = lim ;(f(a+tez)—f(a))
Calcul pratique
En posant a = (a1,...,ap), 0if(a) = of (a) est la dérivée en a; de t —

BJZZ‘
flai,...,a;—1,t,ai41,...,ap). D'un point de pratique, on I'obtient en considérant que
seule la i—éme coordonnée varie.
Remarque - 9;f(a) =D, f(a).
Fonction de classe C!
f:U — R est de classe C* sur U si :

® f admet des dérivées partielles d’ordre 1 par rapport & chacune des variables en

tout point de U;
® pour tout ¢ € [1; p], la fonction 9;f : U — R est continue sur U.

Stabilités algébriques
® Soit f,g: U — R de classe C!. Pour tout (\, u) € R%, \f + pug est de classe C*,

fg:U — Rest C!, et si g ne s’annule pas sur U, = est de classe C!.

@ Soit f:U—RCletg:V—=RCavec f(U)C V,alorsgo f:U— Rest CL.

Différentielle

Soit f : U — R de classe C'. La différentielle de f en a, notée df(a) : R? — R, est
I’application linéaire :
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af 15.11 Cas des coordonnées polaires
df(a): h=(h1,.... hp) = §aif(a)hi B — Tm(a)hi f:U = Retg:V = Ri(p0) — f(pcosh, psind), telles que : V(p,0) €
Notation V, (pcosb, psinf) € U.
« df(a)(h) » se note aussi « df(a).h » en raison du lien avec le produit scalaire. Alors :
. s el 0 0 0
15.6 Développement limité d’ordre 1 a—g(p7 ) = cos Ga—f(p cos 0, psin 0) + sin Gﬁ—f(p cos @, psin b))
Soit f : U — R de classe C'. Alors, en tout a de U, f admet le développement limité dg gf y@ f
a l'ordre 1 suivant : %(p, 0) = —psin 0%(/)(303 6, psinf) + pcos Qa—y(pcos 6, psinf)
Vh = (h1,...,hy) ERP tga+h €U,
P 15.12 Fonctions constantes sur un ouvert convexe
fla+h)= f(a)+ Z@if(a)hi +||h]| e(h) Soit U un ouvert convexe de R? et f: U — R de classe C'.
) ) i=1 [ est constante sur U si et seulement si pour tout a de U, df (a) = Oz(mr r)-
avec ,llli%g(h) = 0, soit encore 15.13 Dérivée partielle d’ordre 2
fla+h) = f(a)+df(a)(h) + |[h]| e(h). Soit f € C1(U,R). On appelle, sous réserve d’existence, dérivées partielles d’ordre 2 de
15.7 Gradient f les dérivées partielles des dérivées premiéres de f. On les note :
Soit f € CY(U,R). Le gradient de f en a € U est le vecteur de R? : of of
aef. 0% qet 8% dast. O f aer 887
of of o f 4 ot 02y o paet OF et O
\Y% =(=(a),...,=— . 7 O . e P A
f@ = (L@ @) frz; o or7 — om,
. ) ) 15.14 Fonctions de classe C?
15.8 Différentielle et gradient f est de classe C? si elles admet des dérivées partielles d’ordre 2 continues.
df(a)(h) = df(a).h = (Vf(a) | h) =Dy f(a). 15.15 Théoréme de Schwarz
Soit f : U — R de classe C2.
15.9 Dérivation d’une fonction composée Alors en tout point a de U,
Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert U de RP. Soit v une fonction de classe 2 f o2 f
C! sur un intervalle I, & valeurs dans U. a)= a).
. . O0x;0x; O0x;0x;
La fonction f o~ :I— R est alors de classe C! sur I, de dérivée
, Autrement dit, si f est de classe C2, alors
t df (1) (1) = D (1) A1) 0.if = 054
i=1
15.16 Matrice hessienne
15.10 Régle de la chaine avec (u,v) — f(z(u,v),y(u,v)) Soit f : U — R de classe C? et a € U. La matrice hessienne de f en a est

Soit f: U C R? = R, (z,y) + f(x,y) de classe C'. Soit =, : V — R de classe C' telles
que (z,y)(V) C U.
Soit enfin g: V= R, (u,v) — f(x(u,v),y(u,v)).

Alors :
%w,v) - §—£<x<u,v>, y(u,v»%u,v) 4 %<x<u7v>,y<u,v>>§—3<u, )
B 1, 0) = 5 (a0}, ) g (00) + (0,0, 0) G 0

20/135

8%71 f(a) 8%’2f(a) a%,pf(a’)
02, f(a) 02,f(a :

H,(a) = 2,1f( ) 035f(a) _ (02, f(a)
35,1f(a) ag,pf(a)

ePar le théoréme de Schwarz, H¢(a) € S,(R)
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15.17 Développement limité d’ordre 2

15.18

15.19

15.20

15.21

15.22

15.23

Soit f : U — R de classe C? et a € U. Alors pour tout h € RP

fla+h) = f(a) + ;&f(a)hi + % 1;; 07 (@hih; + ||| e(h) avec e(h) — 0.

fla+h) = f(a) +df(a).h + %hTHf(a)h +o (IIn?)

Extremum global, extremum local
e Soit D un domaine de R™. Soit f : D — R.
On dit que f atteint un maximum (resp. minimum) local en a € U §’il existe un
voisinage ouvert V de a (i.e. un ouvert contenant a) tel que :

VeeVND, f(z)> f(a)

(resp. Ve € VN D, f(x) < f(a))

e Si l'inégalité est stricte sauf en a, 'extremum est qualifié de « strict ».
e Si I'inégalité est vérifiée pour tout = de D (et pas seulement sur VN D), Pextremum
est qualifié de « global ».
Condition nécessaire d’extremum
Soit U un ouvert de R™. Soit f : U — R de classe C'.
Si f atteint un extremum en a € U, alors V f(a) = 0.
Point critique
Un point a € U ou le gradient s’annule s’appelle un point critique.
Point col ou point selle
On appelle « point col » ou « point selle » un point critique sans extremum.
Condition suffisante d’ordre 2
Soit f de classe C? sur un ouvert U de RP et a un point critique de f.

@ Si Hy(a) € SfT(R) (ie. Sp(Hf(a)) C]0; 4o0]), f atteint un minimum local en
a.

@ Si —Hy(a) € ST (R) (i.e. Sp(Hy(a)) C ] —o0; 0[), f atteint un maximum local

en a.

® Si Hy(a) posséde une valeur propre strictement positive et une valeur propre
strictement négative, alors f n’atteint pas d’extremum en a.

@ Attention - Si 0 est valeur propre et si les autres valeurs propres sont toutes de
méme signe, on ne peut pas conclure sur la nature du point critique.

Existence d’extremum sur un fermé borné

Toute fonction continue f : K — R avec K fermé borné de R™ est bornée et atteint ses
bornes.

15.24 Dans la pratique
e Sur un ouvert : on cherche les points critiques puis on analyse ce qu’il s’y passe.

e Sur un fermé borné : on cherche les éventuels points critiques & l'intérieur puis on
étudie les variations de la fonction sur la frontiére. On compare ensuite les extremums
sur la frontiére avec les valeurs de la fonction aux éventuels points critiques intérieurs.

16 Rappels et compléments d’algébre linéaire

K désigne R ou C.
16.1 Espaces vectoriels de référence

oK™ est un espace de dimension n admettant (eq,es, ..., e,) pour base canonique
avec

er € (1,0,0,...,0),
es € (0,1,0,...,0),

en € (0,0,0,...,1).
n
Pour tout = = (x1,x2,...,2,) € K", x = z1€1 + zo€2 + - - + Tpe, = Zwiei.
=1
oM., 1(K) est un espace de dimension n admettant (E1,E,,...,E,) pour base ca-
nonique avec
1 0 0
0 1 0
E%lofl, .%o, ..., E.% o
0 0 1
€
x2 n
Pour tout X = [ | e M, 1(K), X = 21E; + 22Ey + - - + 2,E,, = leEl
: i=1
Tn

oM, »(K) est un espace de dimension np admettant (E; ;) ur base

1<i<n,1<j<p PO
canonique ot, pour tout (¢, j), E; ; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls,

sauf celui situé i-éme ligne et j-éme colonne qui vaut 1.
Pour tout M = (m; ;) € M, ,(K), M = meEi)j.
]

21/335
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oK, [X] est un espace de dimension n + 1 admettant (1,X,X? ..., X") pour base |16.10 Formules de changement de bases
canonique. Soit B et C deux bases d’un espace vectoriel E de dimension finie n.
16.2 f: E — F est une application linéaire ssi : e Soit x un vecteur de E. Alors :
V(u,v) € B2 VA € K, f(Au +v) = Mf(u) + f(v). Mec(z) = Pe.pMp(x)
16.3 Soit f : E — F est une application linéaire. Le noyau de f est : e Soit f un endomorphisme de E. Alors :
Ker(f) def. {ueE/f(u) = Op}. Mec(f) = PesMs(f)Psec
16.4 Soit f: E — F est une application linéaire. L’image de f est : 16.11 Slmlhtud? . o o .
Tm( f) déf. {f(u)/u € E} = {v € F/Fu € E tq f(u) = v}. 2T;13Xq11111:tr1ces carrées A et B sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P
16.5 Détermination pratique de I’image B =P lAP.
f : E — F est une application linéaire avec E de dimension fine n. On a alors A — (P—l)_lBP—l’ et VneN, B"=P-1A"P.
Soit B = (eq, ..., e,) une base de E. 16.12 Trace
Alors Im(f) = Vect(f(B)) = Vect(f(e1),..., flen)). n
iLa famille (f(e1), ..., f(en)) West pas nécessairement libre! o La trace de A € M,,(K) est la somme de ses coefficients diagonaux : Tr (A) = Z a; ;-
L. . 9e 1. 2124 2 9 . =1
16.6 ge}rzi\zterjl\iatlﬂzn }ile 1 1r}ve.1"51‘1l)111te d’une matrice o Tr: M, (K) = R, A — Tr(A) est une forme linéaire.
oit M € M,,(K). Il y a équivalence entre : « Y(A, B) € M, (K)2, Tr (AB) = Tr (BA)
i. M est inversible. iv. Le systtme MU = 0 admet une * B=P7'AP = Tr(B) = Tr (A)
it. rg(M) = n. unique solution (U = 0!). 16.13 Somme directe de deux sous-espaces.
iii. det (() M) # 0. v. Ker(M) = {04, ,x)} Soit F et G deux sous-espaces de E. Il y a équivalence entre :
i. la somme F 4+ G est directe (notée F & G), ii. FNG = {0},
16.7 Caractérisation des isomorphismes en dimension finie iii. Yu e F+G,3(f,g) eFx G, u=f+yg,
Soit E et F de dimension finie, f : E — F est une application linéaire. . . .
T } ’ ) ) et en dimension finie :
. 21 3lmg # jlmi aiors Ji n es% pés 1in isomorphisme. iv. dim(F + G) = dim F + dim G,
e sLdimb =dimE alors 1y a equivalence entre : v. en concaténant une base de F et une base de G on obtient une base de F + G.
i. f est un isomorphisme. . rg(f) =dimF (= dimE).
1. f est injective. v. Mg(f) est inversible. 17 Polynémes
iii. f est surjective. vi. det (() f) L et (OMg(f)) #0.
17.1 Degré
16.8 Soit B = (uq,...,u,) et C = (v1,...,v,) deux bases d’un espace vectoriel de dimension @ deg(0) = —c0
n. La matrice de passage de B versdéCf., notée P, est @ deg(P+ Q) < max(deg(P),deg(Q)) avec égalité si (mais pas seulement) deg(P) #
Ppc = Mg(C), deg(Q).
Zutrjainelr)lt d{tB: les colonnes de Pp ¢ sont formés des coordonnées des vecteurs de C ® deg(PQ) < deg(P) + deg(Q)
ans a bases S. @ deg(P o Q) = deg(P) deg(Q) si Q non nul
16.9 Passage réciproque
17.2 Formule de Leibniz

Soit B et C deux bases d’un espace vectoriel de dimension n. La matrice de passage de
Pg,c est inversible, et
Pes =Py

22351
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17.3 Division euclidienne
Soit A un polynoéme quelconque de K[X] et B un polynoéme non nul de K[X].
Alors il existe deux polynémes Q et R tels que

A =BQ+R avec deg(R) < deg(B).

17.4 Formule de Taylor et translation
deg(P)

P*)(q
®PX)= Y k!( >(X—a)k
k=0
deg(P) (k)
®PX+a)= Y k,(“)xk
k=0 ’

17.5 Racines et multiplicité
Il y a équivalence entre
@ a est une racine d’ordre de multiplicité p € N* de P
@ (X —a)* divise P et (X — a)**! ne divise pas P

P(a) =0

P'(a) =0

: et PW(a)#£0
.P(“_l)(a) =0

17.6 Théoréme de D’Alembert-Gauf et conséquence
@ Tout polynome non constant de C[X] posséde (au moins) une racine complexe.

@ Tout polynome de degré au plus n admettant strictement plus de n racines comp-
tées avec leur multiplicité est nul.

17.7 Polyndmes réels et racines complexes

® Si P est un polyndéme a coefficients réels admettant une racine complexe o de
multiplicité u, alors @ est aussi racine de P, de méme multiplicité pu.

@ Les racines complexes d’un polynoéme réel sont deux & deux conjuguées.
17.8 Polyndémes irréductibles
@ Le polynome P de K[X] est dit irréductible s’il est non constant et si ses seuls
diviseurs sont les polynoémes constants et les polynémes de la forme AP avec
A e K*.
@ Autrement dit, P non constant est irréductible si, et seulement si, P = AB entraine
A ou B est constant.
17.9 Caractérisation des irréductibles de C[X] et de R[X]

@ Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndémes du premier degré

P:aX—l—b:a(X—%b) avec a # 0.

@ Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes du premier degré
—b
P:aX—l—b:a(X——) avec a # 0
a

et les polynoémes du second degré sans racines réelles

P=aX?+bX+c¢ avecb®—4dac<0.
17.10 Liens coefficients-racines

d
@ Soit P = Z a X" ot d = deg(P) € N* un polynome scindé de K[X] c’est-a-dire

k=0
T

pouvant se décomposer en P = aq H(X — )M
i=1
: a - a
T mi _ (_1)d20
Alors Zazuz = et Hai =(-1) e
=1 =1
® En particulier, les racines « et 8 du trinéme X2 — sX + p vérifient
a+pf=setaf=np.

17.11 Décomposition des polynémes dans K[X]
@ Tout polynéme de C[X] peut se factoriser

P(X) = A [[(X— ax)
k=1

ol les ay, sont les racines de P, de multiplicité respective pyg,

A est le coefficient dominant de P et Z . = deg(P).
k=1
@ Tout polynéme de R[X] peut se factoriser

P(X) = A [[(X—ap) x JT(X* + 8;X + ;)"
k=1 j=1
ol les oy, sont les racines de P, de multiplicité respective pyg,

BJZ —47; < 0 pour tout j de [1; s], A est le coefficient dominant de P et Z i+
k=1

2% " p; = deg(P).
j=1

2335
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17.12 Cas de X" —1

n—1
XN 1= H (Xie2ik7r/n) _ H (Xfw)
k=0 wel,
ouU, = {62“”/", 0<k<<n— 1} est I’ensemble des racines n-iémes de 1.

17.13 Décomposition en éléments simples

P
@ On appelle fraction rationnelle F = Q le quotient de P par Q, défini en tout point

ot Q ne s’annule pas.
@ Les poles de F sont les racines du polynéme Q.
® On dit que le pole a de F est simple lorsque a est une racine simple de Q.

@ Si Q est scindé a racines simples (donc les poles de F sont tous simples) s’écrit
n

Q=2A\ H (X —ag), alors il existe un polynome E et n scalaires (by)1<k<n tels que
k=1

by T by,
X —ap

F=E
+X7(11

ou E s’obtient par division euclidienne de P par Q) et chaque by s’appelle le résidu
de Q..

® Dans le cas précédent, on peut montrer que by =
® On rencontre fréquemment

1 1 1 1
_Ya_ Ya

X X+a X2 — g2

_1/(2a)  1/(2a)
XX+a) X

T X-—a X+a

et notamment les cas a = *+1.
17.14 Base de Lagrange, définition
Soit (a;)ogi<n € K"+! n + 1 points deux a deux distincts de K.
On appelle base de Lagrange associée aux points (a;)ogicn la famille (L;)ogicn de
polynémes définie par
I -

Li _ 0<k<n, k#1 _ H

I[I (a-a

0<k<n, k£

X—ak

Vie[0; n],

okn kti 4T Ok
17.15 Base de Lagrange, propriétés
@ Vie[0; n], deg(L;) =n.

1 sii—

® ¥(i,j) € [05 ], Lilag) =85 = { L

0 sii#j.

® (L;)ogign est une base de K, [X].

@ Soit P € K, [X]. Alors P =) P(a;)L
=0

n
® Z L; =1, polynéme constant.
i=0
17.16 Interpolation de Lagrange
Soit (a;)ogicn m+ 1 points deux a deux distincts de K et (b;)ogicn 7+ 1 points de K.

11 existe un unique polynéme L de K,[X] tel que
Vie[0; n], L(a;)=b;,

L= Z biL;.
1=0

c’est

18 Deéterminants

18.1 Définition
det (:) M, (K) — K est 'unique application ¢ vérifiant :
e ¢ linéaire par rapport a chaque colonne (donc n-linéaire)
e  antisymétrique par rapport aux colonnes
e () =1.
Pour A = (a; ;) € M, (K), det (() A) appelé déterminant de A se note

aii CLl)j a1,n
det (A) = | a;, aij ... Gin
an,1 .- Qn,j Gn,n

18.2 Régles de calcul
Soit A = (Cy]...]Cy) € My (K) et A € K.

@ Si une colonne de A est nulle, alors det (() A) = 0.

® La permutation de deux colonnes de A change det (() A) en —det (() A).

® Si deux colonnes de A sont colinéaires, alors det (() A) = 0.

@ Si les colonnes de A forment une famille liée, alors det (() A) = 0.

® La substitution C; + AC, — C; (ou j # k) ne modifie pas det (() A).

® L’ajout & C; d’une combinaison linéaire des autres colonnes de A ne modifie pas

det (() A).

24,1351
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@ La substitution A\C; — C; multiplie det (() A) par A.

det (()AT) = det (() A), donc les régles précédentes sont valables en travaillant
sur les lignes comme sur les colonnes.

® La multiplication de A par A multiplie det (() A) par \".

18.3 Mineurs, cofacteurs et comatrice
e Mineur d’indice (i,
lonne ;

e Cofacteur de a; ; : A; ; ot (=1)" M ;.

déf.
= (A 4)1<z ,J<n’

J), M, ; déterminant obtenu en supprimant i-éme et j-éme co-

e Comatrice de A : com(A) =
Développement suivant la j-éme colonne, la i-éme ligne

det Zak ]Ak i = Z( )k‘”ak JMk js

k= 1

det Zaz k}A’LkJ - Z( )H_kaz kMzk
k=1
18.4 Matrices triangulaires, dlagonales

Leur déterminant est le produit de leurs coefficients diagonaux.

18.5 Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

Ay % Lo0 %
0
SiA= , alors det (A) =det (A;)...det (A,)
*
0 ... 0 A,
(ot Aq,...,A, sont n matrices carrées).
18.6 Propriétés théoriques
@ det (AT) = det (A),
@ det (AB) = det (A) det (B),
1

® A€ GL,(K) < det(A) # 0, et dans ce cas : det (A1) =

det (A)’
@ Invariance par similitude :
VA € M, (K),VP € GL,,(K),det (P~'AP) = det (A).
® Conséquence : pour f € L(E) (avec dimE < +00), det (f) = det (Mp(f)) pour
n’importe quelle base B de E.

® f e GL(E) <= det (f) £ 0.

18.7 Déterminant tridiagonal - (A savoir refaire)

a b 0 0
c a
Dy(a,b,c)=|¢ . . -, 0| (oun>3),
a b
0 0 ¢ a .,
avec Dy(a,b,c) = |al;, D2(a,b,¢c) = @b
¢ a

2
se calcule en développant par rapport a premiére colonne, puis la premiére ligne : on

obtient la relation de récurrence linéaire d’ordre deux :
D, (a,b,c) = aDy_1(a,b,c) — beDy—2(a, b, ¢).

18.8 Déterminant de Vandermonde -

Soit (aq,...,a,) € K™
1 a a ay~!
1 ay a3 ay~!
V(ai, ..., an) U det ((a{fl)) =|1 a3 a3 ag ™t
1 a, a2 an—t
V(a1) =1, et,
n j—1
vn > 27 V(ah "'7an) = H (a'J a‘l) = H H(a’] - a’l)
1<i<j<n j=2i=1

19 Reéduction des endomorphismes, diagonalisation des
matrices carrées

19.1 e )\ € K est une valeur propre de ’endomorphisme f € L(E) ssi
Ju € E,u # 0 tel que f(u) = Au.
e u € E est un vecteur propre de ’endomorphisme f € L(E) ssi
u# 0et IN € K tel que f(u) = Au.
e Le spectre de f noté Sp(f) est I’ensemble des ses valeurs propres.
e Le sous-espace propre de f associé a la valeur propre A de f est
E)x =SEP(f,\) = {u € E/f(u) = Au} = Ker(f — Nidg).

19.2 e X\ € K est une valeur propre de la matrice M € M,,(K) ssi

25,[35]
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19.3

19.4

19.5

19.6

19.7

19.8

19.9

U € M,,1(K), U # 0 tel que MU = AU.
e U € M, 1(K) est un vecteur propre de la matrice (parfois appelée colonne
propre) M € M,,(K) ssi
U #0et I\ € K tel que MU = A\U.
e Le spectre de M noté Sp(M) est 'ensemble des ses valeurs propres.
e Le sous-espace propre de M associé a la valeur propre A de M est
Eyx =SEP(M, ) = {U € M,, 1(K)/MU = AU} = Ker(M — AL,).
Le polynéme caractéristique de ’endomorphisme f € L(E) est le polynome
X (X) = det (Xidg — f).
e On a, pour E de dimension n, x¢(X) = X" — Tr (f) X"~ + -+ + (=1)"det (f).
Le polynoéme caractéristique de la matrice M € M,,(K) est le polynome xp(X) =
det (XI,, — M).
e On a, pour M € M,,(K), ym(X) = X" — Tr (M) X"~ + ... + (=1)"det (M).
Cas particulier des matrices triangulaires

o Les valeurs propres d’une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure) T = (t; ;) €
M., (K) sont ses coefficients diagonaux :

Sp(T) ={t;;/i € [1; n]}

e Son polyndme caractéristique est alors x(X) = H (X - ti,i).
i=1

Caractérisation des valeurs propres d’un endomorphisme

Il y a équivalence entre :

e )\ € Sp(f)

o Ker(f — M\idg) # {0}

o rg(f — Midg) < dim(E)

® x7(A) =0 (X est une racine du polynéme caractéristique de f).

Caractérisation des valeurs propres d’une matrice d’ordre n

Il y a équivalence entre :

o)\ c Sp(M)

e M — \AI,, n’est pas inversible

erg(M—AL,) <n

o xm(A) =0 (A est une racine du polynéme caractéristique de M).

Multiplicité d’une valeur propre

On appelle multiplicité de la valeur propre A notée () Uordre de multiplicité de A en

tant que racine du polynoéme caractéristique.

Polyndomes et éléments propres

@ Soit ¢ € L(E) et (A, u) € K x E tels que ¢(u) = Au. Alors :

() Vk €N, ¢F(u) = N\u,

19.10

19.11

19.12

19.13

19.14

19.15

26,[35]

(ii) VP € K[X], P(p)(u) = P(A)u. [Remarque : P(p) € L(E), P()\) € K]

@ Soit M € M, (K) et (A, U) € K x M,, 1(K) tels que MU = AU. Alors :

(i) Yk € N, MFU = MU,

(ii) VP € K[X], P(M)U=P(N)U. [Remarque : P(M) € M, (K), P()\) € K]
Polynémes annulateurs et valeurs propres

@ Soit P € K[X] un polynome annulateur de ¢ € L(E). Alors les valeurs propres de ¢
sont parmi les racines de P.

@ Soit P € K[X] un polynéme annulateur de M € M,,(K). Alors les valeurs propres
de M sont parmi les racines de P.

Théoréme de Cayley-Hamilton

@ Soit ¢ € L(E). Alors x, () = Oz(g)-

@ Soit A € M, (K). Alors xa(A) = 0,,.

A propos des sous-espace propre version endomorphisme

e Des SEP associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
e Si X\ € Sp(f), alors dim SEP(f,\) = dimE — rg(f — Aidg).

e Si A € Sp(f), alors 1 < dim SEP(f,A) < u(A).

A propos des sous-espace propre version matrice

e Des SEP associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
e Si A € Sp(M), alors dim SEP(M, \) = dimE — rg(M — AIL,).

e Si A € Sp(M), alors 1 < dim SEP(M, \) < p(A).

Condition suffisante de diagonalisabilité

e Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

Soit f un endomorphisme de E. Si Card(Sp(F)) = dim(E), alors f est diagonalisable
et ses n sous-espaces propres sont de dimension 1.

e Soit M € M, (K). Si Card(Sp(M)) = n, alors M est diagonalisable et ses n sous-
espaces propres sont de dimension 1.

e Si xy (resp. xm) est scindé a racines simples, alors f (resp. M) est diagonalisable.
Théoréme général de diagonalisabilité version endomorphisme
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit f un endomorphisme de E. Il y a équivalence entre :
e f est diagonalisable;
e il existe une base de E formée de vecteurs propres de f;
e les sous-espaces propres de f sont supplémentaires dans E;
e )  dim(E,) = dim(E);
AESP(f)
e xs est scindé sur K et : VA € Sp(f),dimEy = p(\);

e il existe un polynome scindé a racines simple annulateur de f.
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19.16

19.17

19.18
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Théoréme général de diagonalisabilité version matrice
Soit M une matrice de M,,(K). Il y a équivalence entre :
e M est diagonalisable ;
e il existe une base de M,, 1 (K) formée de colonnes propres de M ;
o les sous-espaces propres de M sont supplémentaires dans M,, 1(K);
Z dim(Ey) = n;
AESP(M)
e yu est scindé sur K et : VA € Sp(M),dimEy = u());
e il existe un polynoéme scindé a racines simple annulateur de M.
La matrice M € M, (K) est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice
triangulaire.
e M est trigonalisable si, et seulement si, son polynéme caractéristique est scindé.
e Toute matrice de M,,(C) est trigonalisable.
Un endomorphisme ¢ de E est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle
la matrice représentant ¢ est triangulaire.
e  est trigonalisable si, et seulement si, son polynéme caractéristique est scindé.

e Dans un C—espace vectoriel (de dimension finie) tout endomorphisme est trigonali-
sable.

Espaces préhilbertiens réels, espaces euclidiens

E désigne un R—espace vectoriel, muni d’un produit scalaire & partir de 3.

20.1

Produit scalaire & norme euclidienne associée
Un produit scalaire {.,.) : EXE — R, (u,v) — (u, v) est une forme bilinéaire symétrique
définie positive, c’est-a-dire vérifiant :

(a) @ est linéaire & gauche :
V(u,v,w) € B3 VA € R, p(Au + v, w) = Ap(u, w) + ¢(v,w);
(b) ¢ est symétrique :
V(u,v) € E2, o(u,v) = ¢(v,u);
1. et 2. prouvent que ¢ est bilinéaire symétrique (opératoirement parlant (.,.) est
distributif et commutatif).
(¢c) ¢ est positive :
Vu € E, p(u,u) >0;
(d) ¢ est définie :
Vu € E, (¢(u,u) =0= u=0);
3. et 4. prouvent que @ est définie positive.

La norme euclidienne associée est
[l.1 - E = R, u— /(u, u).

20.2 Produits scalaires usuels

1z Canonique sur R" : (1, oy n)y (Y1, -y Un)) = inyi,

de norme associée : [|(z1,...

Pour ce produit scalaire, la base canonique de R™ est orthonormale.
s Canonique sur M,, 1(R) : (X,Y)=XTY = Z Tili

i=1
(noter que XTY € M;(R) et on identifie M;(R) a R)

de norme associée : [IX]| = VXTX =

Pour ce produit scalaire, la base canonique de M,, 1(R) est orthonormale.

= Canonique sur M, (R) : (A,B) =Tr (ATB) = Z a; ;b; ;
1<i,j<n
de norme associée : [|Al]| = /Tr (AT.B) Z a
1<4,5<n
Pour ce produit scalaire, la base canonique de M,,(R) est orthonormale.
w Sur C([a; b],R): / f(t)g(t)dt définit un produit scalaire.

20.3 Identités remarquables... le p.s. est commutatif et distributif
V(u,v) € B, ||lu+o|[* = [|u||* + 2 (u, 0) +[]o]|*;

1 2 2 2
V(,v) € B2, (u,v) = 5 (fu+ ol = [full® = llel ).

1
v(u,v) € B2, (u,v) = 1 (Il + ol = fu—vlf).
20.4 Théoréme de Pythagore
2 2 2
e ulvlutoll”=]lull" +]]"

n

>

i=1

o Si la famille (u;)1<i<n est orthogonale, alors

2 n
2
=D lluill™.
i=1

20.5 Inégalité de Cauchy-Schwarz
V(u,v) € B, [{u,v)] < [Jull[[v]l,
avec égalité si, et seulement si, u et v sont colinéaires.
On utilise souvent cette inégalité en I'élevant au carré (évitant les |.| et |/7) :

27135
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Y(u,v) € B2, (u,0)* < [Jul[* ||v][*.
20.6 Inégalité triangulaire
V(u,v) € B2, [Ju+vl| < [Jul] +[[v]],
avec égalité si, et seulement si, u et v sont colinéaires de méme sens, c’est-a-dire :
Ik € [0; +oo[,v =ku ou u = kv.
20.7 Vecteurs, familles, sous-espaces ortogonaux
@ Par définition : v L v <= (u,v) = 0.
@ La famille (u, ..

® La famille (uq, ..
orthogonaux.

Autrement dit :

., up) est orthogonale si ses vecteurs sont deux & deux orthogonaux.
., up) est orthonormale si ses vecteurs sont unitaires et deux & deux

1 sii—i
(u1,...,up) est orthonormale ssi V(i,5) € [1; nﬂ2 o (ugug) =05 = { s? Z ]
0 sii#j

@ Les sous-espaces F et G de E sont orthogonaux si
V(u,v) € F x Gyu Lv=0.

20.8 Orthogonal d’un sous-espace

Soit F un sous-espace de E. On appelle orthogonal de F, noté F+, ’'ensemble
FL < {ueENveF,ulv}

F1 est toujours un sous-espace vectoriel de E.

20.9 Liberté des familles orthogonales et orthonormales
@ Toute famille orthogonale de vecteurs tous non nuls est libre.
@ Toute famille orthonormale de vecteurs est libre.

20.10 Caractérisation de 'orthogonalité de sous-espaces

Soit F = Vect(uz, ..., up) et G = Vect(vy,...,v,). Alors

F L G si, et seulement si, V(i,7) € [1; p] x[1; ¢, wi Lvj.
20.11 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Soit (u1, ..., u,) une famille libre de vecteurs. On pose :
Uy
De=—3
[lua]
k-1
up =y (ug, ei) e
@ successivement pour tout k € [2; p], er = ;:11

up =y (ug,ei) e;

i=1

Alors
@ la famille (eq, ..., e,) est orthonormale,
@VEke]l; p], Vect(ul7 coug) = Vect(el, ce k).

20.12 Espace euclidien
On appelle espace euclidien tout R—espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire.
20.13 Existence et intérét des bases orthonormales
@ Dans tout espace euclidien, il existe des bases orthonormales.
@ Soit B = (eq, ..

ecoordonnées et norme d’un vecteur :
n

., ep) une base orthonormale d’un espace euclidien E. Alors :

n
VeeE, z= Z (z,e;) e; et ||z])* = Z (z,e:)%
i=1 i=1

eproduit scalaire de deux vecteurs
n

(,y) = szyz = Z (2,e:) (y, &),
i=1 i=1
(x,y) = XTY et ||z]| = VXTX si X = Mpg(z) et Y = Mg(y).
ematrice d’un endomorphisme
Soit f € L(E) et M = (m; ;) = Mg(f). Alors :
V(i,j)e [[1; n]]’ mi,j:<f(ej7ei>'
20.14 LE supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

Pour tout sous-espace vectoriel F d’un espace euclidien, F, appelé supplémentaire
orthogonal de F, est caractérisé par les propriétés équivalentes suivantes :

OF®F+=EetF LF';
@ F L F* et dim (F*) = dim(E) — dim(F) ;
® pour tout sous-espace G de E,ona:G LF = G CF*;
@ en concaténant une base orthogonale de F et une base orthogonale de F+, j’obtiens
une base orthogonale de E.
20.15 Les supplémentaires orthogonaux vont par paire
(FL)L =F, ou encore : (G = FL) — (F = GL).
20.16 Projection orthogonale

Soit F sous-espace vectoriel de 'espace euclidien E. La projection orthogonale sur F
notée pr est la projection sur F dans la direction de (ou parallélement a) F-+.

En conséquence des propriétés générales des projecteurs :
Im(pr) = SEP(pr, 1) = F et Ker(pr) = SEP(pr,0) = F*.
20.17 Calcul du projeté orthogonal d’un vecteur
Soit pr la projection orthogonale sur F C E. On a :

vel
® v =pp(u) <=
pr(u) {v —ueFt
@ pour toute base orthonormale (eq,...,e,) de F, pp(u) = Z (u,e;) e;.
i=1

28135
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20.18

20.19

20.20

21

21.1

21.2

21.3

214

21.5

Inégalité de Bessel
Vu€e B, |lpr(u)l] < [[ull-
Meilleure approximation en norme
Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E. Soit © un vecteur de E. Alors
15161%1 [|lu — v|| existe et est atteint uniquement pour v = pr(u) :

Vv eF, (v=pr(u) < ||u—v\|:funelrF1Hu—w||)

Distance d’un vecteur & un sous-espace

Soit F un sous-espace vectoriel d’'un espace euclidien E. Soit u un vecteur de E. Alors
la distance de u a F, notée d(u, F) est définie par
d(u, F) = min |ju — v|| = |ju — pr ()|l

Isométries vectorielles, automorphisme orthogonaux
et matrices orthogonales

’ E désigne un espace euclidien. ‘

Isométries vectorielles et automorphismes orthogonaux

f € L(E) est une isométrie vectorielle ou un automorphisme orthogonal si : Vu €
E, ||f(uw)|] = ||u||- On note O(E) 'ensemble des endomorphismes orthogonaux, appelé
groupe orthogonal de E.

Caractérisation

Soit f € L(E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

e f € O(E) i.e. f conserve la norme;

o V(u,v) € E2, (f(u), f(v)) = (u,v), i.e. f conserve le produit scalaire ;

e f transforme une base orthonormale en une base orthonormale ;

e f transforme toute base orthonormale en toute base orthonormale.

Propriété du groupe orthogonal

e Si f € O(E), alors f est bijective et f~! € O(E) (donc O(E) C GL(E)).

e Si f,g € O(E) alors foge O(E).

Valeurs propres et sous-espaces stables d’une isométrie vectorielle

e (f€O(E)et AeSp(f)) =[N =1

e Si f € O(E) et F est un sous-espace stable par f alors F est stable par f. De plus,
dans une base adaptée 4 E = F @ FL, la matrice représentant f est diagonale par
blocs.

Matrice orthogonale

Une matrice M € M,,(R) est dite orthogonale si M™M = I,,, autrement si M est
inversible et M—1 = MT.

21.6

21.7

21.8

21.9

21.10

21.11

21.12

21.13
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Groupe orthogonal O, (R)

L’ensemble des matrices orthogonales forment le groupe orthogonal de M, (R), noté
On(R).

eMec O,(R)=M"!e0O,(R).

e Me O,(R) = det (M) = £1.

Changements de bases orthonormales

Soit B et C deux bases orthonormales d’un espace euclidien E. Alors la matrice de
passage de B a C est orthogonale.

Caractérisation des matrices orthogonales, lien avec les isométries vecto-
rielles

Soit B une base orthonormale de I'espace euclidien E de dimension n. Soit f € L(E)
et M = Mg(f).

Il y a équivalence entre :

® MeO,(R) (ie. MTM=1,);

@ feO(E);

® les colonnes de M forment une base orthonormale de M, 1(R) pour le produit
scalaire canonique ;

@ M est une matrice de passage entre deuzx bases orthonormales.

Déterminant d’une isométrie vectorielle

Si f € O(E) alors det(f) = +1.

Groupe spécial orthogonal SO, (R), groupe des isométries directes SO(E)
Le groupe spécial orthogonal est SO, (R) = {M € O,(R), det (M) = 1}.

Le groupe des isométries directes est SO(E) = {f € O(E), det(f) = 1}.

Orientation et bases orthonormées

e Deux B.O.N. B et B’ définissent la méme orientation

si, et seulement si, Pp g € SO, (R)

si, et seulement si det(Pg /) = 1.

e Deux B.O.N. B et B’ définissent la méme orientation si, et seulement si, les applica-
tions detg : M, (R) — R et detp : M, (R) — R coincident.

Orientation d’un espace euclidien

Pour orienter E,

— on choisit une B.O.N. de référence B ;

— alors toute B.O.N. B’ est dite directe si elle définit la méme orientation que B,
indirecte sinon.

Base orthonormale directe/indirecte

Soit E orienté par une B.O.N. B. Soit B’ une B.O.N. et P la matrice de passage de B
aB’. OnadéaPeO,(R).
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— B’ est une B.O.N. directe ssi P € SO, (R) ssi det (P) = 1; De plus, ses sous-espaces propres sont supplémentaires et orthogonaux, et il existe une

— B’ est une B.O.N. indirecte ssi P ¢ SO,,(R) ssi det (P) = —1. base orthonormale de E formée de vecteurs propres de f (obtenue par exemple en
91.14 Orientation canonique de R” concaténant des bases orthonormales des sous-espaces propres).

22

22.1

22.2

22.3

224

22.5

22.6

L’orientation canonique de R"™ est celle définie par la base canonique.

Endomorphismes autoadjoints, matrices symétriques

’ E désigne un espace euclidien. ‘
Endomorphismes autoadjoints

Un endomorphisme ¢ d’un espace euclidien est un endomorphisme autoadjoint (ou

symétrique) si :
V(z,y) € B2 (p(@)y) = (z ] ¢(y))-
On note S(E) ensemble des endomorphismes symétriques de E.
Structure de S(E)
L’ensemble S(E) est un sous-espace vectoriel de L(E).

Projections orthogonales, symétries orthogonales

Les projections orthogonales et les symétries orthogonales sont des endomorphismes
autoadjoints.

Caractérisation matricielle

e Soit B une BASE ORTHORNOMALE de E. ¢ € L(E) est un endomorphisme au-
toadjoint si, et seulement si, matp(p) est symétrique.
e Soit B une base orthonormale de E.
Alors ¢ : S(E) = S,(R), f — Mg(f) est un isomorphisme.

1
O%En:&m@)AMSﬁmS@»:&m@MM):Q@;—l

Eléments propres des endomorphismes autoadjoint et des matrices symé-
triques réelles

Soit f un endomorphisme autoadjoint de E, respectivement M une matrice symétrique
réelle.

@ Les vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

@ Les sous-espaces propres associés & des valeurs propres distinctes sont orthogo-
naux.

® Toutes les valeurs propres sont réelles, donc le polynéme caractéristique est scindé
sur R.

Théoréme spectral pour les endomorphismes autoadjoints
Tout endomorphisme autoadjoint f de I’espace euclidien E est diagonalisable.

22.7

22.8

23

23.1

23.2

30/335)

Théoréme spectral pour les matrices symétriques réelles

Toute matrice symétrique réelle de M, (R) est diagonalisable. De plus, ses sous-espaces
propres sont supplémentaires et orthogonaux, et :
P € 0, (R), PTMP est diagonale.

NB.:PT=P~!:)
Caractérisation des projecteurs orthogonaux ou symétries orthogonales

Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien E, muni d’'une BASE ORTHONOR-
MALE B. Soit M = Mz(f).

e Il y a équivalence entre :

@ f est un projecteur orthogonal de E,

® f2=f et f €S(E),
® M2=M et MT =M.

e Il y a équivalence entre :
@ f est une symétrie orthogonale de E,
@ f%2=idg et f € S(E),
® M? =1, et MT = M.

Matrices et endomorphismes symétriques positifs,

définis positifs

E désigne un espace euclidien. ‘

Développement & maitriser

x1 A%

Avec X =] |, Y= et M= (m;j)1<i,j<n, ON &

T Yn
n n
XTMY = Z Z mmxiyj
i=1j=1
Matrices symétriques positives, définies positives Soit M € S, (R).

® M est positive si, et seulement si, VX € M,, 1(R), XTMX > 0;

@ M est définie positive si, et seulement si, VX € M,, 1(R) \ {0}, XTMX > 0.
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Notation

L’ensemble des matrices symétriques positives (respectivement définies positives) de
M, (R) se note S;F(R) (respectivement S, T (R)).

Caractérisation spectrale

Soit M € S, (R).

@M e S (R) < Sp(M) C [0; +oo[; @M e S (R) < Sp(M)
Endomorphismes autoadjoints positifs, définis positifs

Soit ¢ € S(E). On dit que :

C]0; +ool.

(e(@) [ ) > 0;

@ ¢ est défini positif si, et seulement si, Vo € E\ {0}, (¢(z) | z) >

@ ¢ est positif si, et seulement si, Vo € E,

Notation

L’ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs (respectivement définis positifs)
de M,,(R) se note ST(E) (respectivement ST1(E)).

Caractérisation spectrale Soit ¢ € S(E).

@ ¢ € ST(E) <= Sp(y) C [0; +oo[;

@ e STH(E) < Sp(p) C]0; +ool.

24 Probabilités discrétes

24.1

24.2

24.3

244

Dénombrabilité

Un ensemble E est dénombrable s’il existe une bijection entre E et N. Un ensemble est
au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

Exemples

(i) N et Z sont dénombrables, Toute partie de N ou Z est au plus dénombrable.

(ii) Tout ensemble pouvant s’écrire {x;/i € I} avec I C N est au plus dénombrable.
Produit cartésien et réunion d’ensembles dénombrables

Le produit cartésien et la réunion de deux ensembles dénombrables est dénombrable.
Tribu, espace probabilisable

On appelle tribu T sur Q tout sous-ensemble de P(2) vérifiant :
OheT,;

@SiAeTalors A=Q\AeT;

® pour toute suite dénombrable (A,,)nen d’éléments de 7, la réunion |J
tient & T.

Tout couple (Q,7T) ou T est une tribu de  est un espace probabilisable, tout élément
de T est un événement.

neN A, appar-

24.5

24.6

24.7
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Propriétés d’une tribu

Soit 7 une tribu sur €.

i) QeT;

(ii) pour toute suite dénombrable (A, ),cn d’éléments de T, Uintersection )
appartient a 7.

(iii) (A,B) e T2=ANB=A\BeT.

Vocabulaire de la modélisation

An

neN

Soit (€2, 7) un espace probabilisable.

(a) € : univers des possibles, ensemble des résultats possibles de l'expérience;;

(b) A €T : événement;

(¢) Realisation d’un événement A :
périence appartient 4 A ;

I’événement A est réalisé si le résultat w de I'ex-

() : événement impossible;
ANB:et, « A et B se réalisent simultanément » ;
A UB : ou inclusif, « A ou/et B se réalise » ;

U A,:

n=ngo
n = ng tel que A, se réalise » ;

0 N An

n>=ngo
A,, se réalise » ;

(k) A\B=ANB: « A se réalise mais pas B » ;

() ANB=10: A et B sont incompatibles;

(m) ACB:

(n) si P(A) =1 alors A est presque-siir (ou presque-certain) ;

« 'un (au moins) des événements A,, se réalise », ou encore « il existe

: « tous les événements A, se réalisent » , ou encore « pour tout n > ny,

« A entraine B », i.e. la réalisation de A entraine celle de B

(o) si P(A) =0 alors A est négligeable (ou presque-impossible).

Probabilité, espace probabilisé

Soit (2, T) un espace probabilisable. Une probabilité P est une application P : T —
[0; 1] telle que :
() P(©) =1

(ii) Pour toute suite (A,)pen d’événements deuz & deux incompatibles, la série
Z P(A,,) converge et :

* JUERE L

Le triplet (Q, 7,P) est un espace probabilisé.

(aziome de certitude);

(o—additivité)
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24.8 Propriété d’une probabilité 24.13 Systéme complet d’événements
Soit (2, 7,P) un espace probabilisé. A et B désignent des événements ((A,B) € T2). Soit (€2, T) un espace probabilisable. Un systéme complet d’événements est une famille
(i) Si A = {w; € Q/i e I C N}, alors P(A) = ZP({M}) (Aj)ier ou I C N telle que :
icl HVi#£j  AinA; =0, (i) UI A =Q.
=
(if) P(A) = 1 —P(A). Autrement dit, & chaque réalisation de ’expérience, on est siir que un et un seul des
(iii) ANB =0 =P(AUB) =P(A) + P(B). A, se réalise.
(iv) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB). 24.14 Systéme quasi-complet d’événements
(v) AC B=P(A) <P(B) (croissance de la probabilité). . e R o .
AcBoPB\A Soit (€2, T, P) un espace probabilisé. Un systéme complet d’événements est une famille
(vi) ACB=P(B\A)=P(B) - (A;)icr ou I C N telle que :
24.9 C(.)ntmulte monotone N () Vi # j, AiNA; =0, (ii) ZP(A
Soit (£2,7,P) un espace probabilisé. e
(i) Soit (As)n>n, une suite croissante d’événements, i.e. telle que : Autrement dit, & chaque réalisation de ’expérience, on est presque-siir que un et un
Vn 2 nyo, A, C At seul des A; se réalise.
Alors 24.15 Formule des probabilités totales
P < U An> = lim P(A,). Soit (2, 7,P) un espace probabilisé.
n>no nee Soit un systéme complet (ou quasi-complet) d’événements (A, ), en.
(i) Soit (An)n>n, une suite décroissante d’événements, i.e. telle que : .
Vi > no, Apit C A, Alors, pour tout événement B € T, ;)IP’(B N A,) converge et
Alors : 400 B +00
p< N An) ~ i B(AL) B)= Y F(BNA) = P(A
n>no n—+0o0 n=0 =0
94.10 Sous-additivite en convenant que P(A,)P4 (B) =0 lorsque P(A,) = 0.
Soit (Ay)n>n, une suite d’événements telle que Z P(A,) converge. 24.16 Indépendance d’événements
n>no Soit (2, 7,P) un espace probabilisé.
(i) Les événements A et B de T sont indépendants si P(A N B) = P(A)P(B).
Alors : P > An ) < Z P(A (ii) Les n événements (Ag)ref1; o) de T sont deuz d deur indépendants si pour tous
e i#jde[1l; n], A; et A, sont indépendants.
24.11 Probabilité condltlonnelle e L ) .y .
(ii) Les n événements (Ag)rep1; ) de T sont mutuellement indépendants si, pour toute
Soit (£2, 7,P) un espace probabilisé. Soit B un événement de probabilité non nulle.
P(ANB partieI C [1; n], ]P(OAZ): P(A;).
Alors : Pg : T — [0; 1],A — W est une probabilité, appelée probabilité [[ ]] i€l zlgl (A)
conditionnelle sachant B. A défallllt de précision dans ’énoncé, 'indépendance d’une famille est 'indépendance
Pg(A) se note aussi P(A|B). mutuelie.
24.12 Formule de probabilités composées

Pour toute famille d’événements (Ay)1<k<n telle que P ( N Ak> > 0,
1<k<n-—1

P ( Ak> =P(A1)Pa, (A2)Pa, A, (A3) ... Pasnna,_, (An).
1<k<n

25

25.1

32,

Variables aléatoires discrétes

Variable aléatoire réelle

Une variable aléatoire discréte X sur ’espace probabilisable (2, 7) est une fonction
définie sur Q telle que 'univers image X(€2) soit fini ou dénombrable et telle que pour
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25.2

25.3

25.4

Y(x,

25.5

25.6

25.7

tout = de X(12), 'image réciproque X! ({z}) e {w € Q,X(w) = z} soit un élément
de T (c’est-a-dire un événement).

Pour toute partie U C X(), ensemble X~1(U) et {w € Q,X(w) € U} est un

événement.
L’événement X1 (U) est noté [X € U] ou (X € U) ou {X € U}.
Si par exemple U =] —o00; a], X~ 1(U) se notera plus simplement [X < a].

Systéme complet engendré par une VARD
En notant X() = {z,/n € I} ou I C N, la famille ([X = a:n])ne
complet d’événements. En particulier, Z P(X =1z]) = Z P(X=2a,]) =1

zeX(Q)

| est un systéme

nel
Loi conjointe, lois marginales, lois conditionnelles
Loi conjointe de X et Y ou du couple (X,Y) :
donnée des PX =z, Y =y) =P(X =z|N[Y =] = IP’((X, Y) = (x,y)) pour tout
(z,y) € X(Q) x Y(Q).
Lois marginales :
ce sont simplement les lois de X et de Y.
Loi conditionnelle de Y sachant [X = z] :
donnée des Px—,)(Y = y) pour tout y € Y(£2).
Relations entre ces lois : par la formule des probabiltés totales,
PX=2)= » PX=zY=y), PY=y= » PX=zY=y),
yeY(Q) 2EX(Q)
et, par la formule des probabilités composées,
PX=2,Y =y) =PX =2)Px=y(Y =y) = P(Y = y)Py—y)(X = 2)
VAD indépendantes
Dire que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes signifie
Y) €X(Q) xY(Q),PX=2,Y=9y)=P(X=2]n[Y=9]) =PX =z) x P(Y =y).
Propriétés d’indépendance
Si X et Y sont indépendantes, alors, pour toutes parties A de X(2) et B de Y(2),
P(X € A]N[Y € B]) =P(X € A) x P(Y € B).
Si X et Y sont indépendantes, alors, pour toutes fonctions f et g telles que f(X) et
g(Y) soient bien définies, les variables aléatoires f(X) et g(Y) sont indépendantes.
Variables aléatoires mutuellement indépendantes

Les VAD (X, )ner sont (mutuellement) indépendantes si pour tout J C I fini et toute

famille de parties (A;), ey telles que A; C X;(€2) pour tout j,

P( 0 € A)) = [IP(X; €a))
jeJ

Suite de VA i.i.d

25.8

25.9

25.10

25.11
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Lorsqu’on a une suite de variables aléatoires toutes de méme loi et mutuellement
indépendantes, on parle de suite de V.A. « i.i.d. », acronyme de « indépendantes
identiquement distribuées ».

Espérance

On note {z,;n € N} l'univers image de la variable aléatoire X. Dire que la variable
aléatoire X est d’espérance finie signifie que la série de terme général z,P(X = z,,) est
absolument convergente. Si tel est le cas, 'espérance de la variable aléatoire X est
la somme de cette série, notée E(X).

Dans la pratique, en probabilités et uniquement en probabilités (donc pas en analyse),

on est autorisé a écrire
E(X]) = 3 o PX = 2) = ...
i€l
sans avoir au préalable justifier la convergence de la série, sachant qu’en cas de di-
vergence, il s’agira d’une divergence vers +oco. Il faudra penser a l'issue du calcul a
observer que la somme est finie, ou pas.
Espérance par anti-répartition

Dans le cas ou X est a valeurs dans N, E(X) est finie si, et seulement si, Z P(X >mn)
n>1

+oo
converge, et dans ce cas :E(X) = Z P(X > n).
n=1

Transfert

Soit f une fonction définie sur l'univers image X(2) = {z,;n € N}. La variable
aléatoire f(X) est d’espérance finie si, et seulement si, la série de terme général
f(zn)P(X = z,,) converge absolument. Si c’est le cas, on obtient alors

+oo
E(f(X) =) flan)P(X = 24).

n=0
En particulier,

E(X?) = io 22P(X = ).
n=0

Transfert pour un couple
De méme, en cas de convergence absolue, alias de sommabilité de la famille double
(f(xa y)P(X =xz,Y = y))zEX(Q),yGY(Q)
E(fX.Y)= )
z€X(Q),y€Y ()
ot la somme est la somme d’une série double.

>

zeX(Q),yeY ()

fla,y)P(X =2, Y =y)

En particulier,

E(XY) = 2yPX =z,Y =vy)



PC

Sommaire de cours de mathématiques de PCSI-PC

2024—2025

25.12

25.13

25.14

25.15

25.16

25.17

25.18

25.19

25.20

25.21

Linéarité de 1’espérance, positivité, croissance
Si E(X) existe, alors E(aX 4 b) existe et vaut aE(X) + b.

n n
SiVie[1; n],E(X;) existent, alors E( Z AiX;) existe et vaut Z ME(X;).
i=1 i=1
SiVw € 2,0 < X(w) et E(X) existe, alors 0 < E(X).
SiVw € 2, X(w) < Y(w) et E(X) et E(Y) existent, alors E(X) < E(Y).
Espérance du produit de VARD indépendantes
Si X et Y sont indépendantes et possédent une espérance, alors XY posséde une espé-
rance et E(XY) = E(X)E(Y).
Moments d’ordre 2
Si X2 est d’espérance finie, alors X 1’est aussi.
Si X2 et Y? sont d’espérance finie, alors XY I’est aussi.
Inégalité de Cauchy-Schwarz
Si X? et Y2 sont d’espérance finie, alors XY I’est aussi, et
E(XY)? < E(X?)E(Y?)
avec égalité si, et seulement si, IN € R, P(Y = AX) = 1.
Variance, écart-type
Si X2 est d’espérance finie, alors (X — E(X))? aussi et
V(X) = E((X — E(X))?) et o(X) = /T(X)
En particulier, comme V(X) = E((X — E(X))?), V(X) > 0.
Transformation affine, formule de Konig-Huygens
V(a,b) € R, V(aX + b) = a®*V(X) dés que V(X) existe.
V(X) = E(X2) — (E(X))” dés que E(X2) existe.
Interprétation de la nullité de la variance
V(X)=0=PX=E(X)) =1 : X presque-siirement égale a E(X), donc constante.
Covariance
Sous réserve d’existence (en particulier dés que X2 et Y2 possédent une espérance) :
Cov(X,Y) & E((X - E(X))(Y — E(Y))).
Formule de K6nig-Huygens
Sous réserve d’existence (en particulier dés que X2 et Y2 possédent une espérance) :
Cov(X,Y) = E(XY) - EX)E(Y).
Bilinéarité et symétrie de la covariance
Sous réserve d’existence :
Cov(X,Y) = Cov(Y,X), Cov(X,X)=V(X),
Cov(aX +b,cY + d) = acCov(X,Y).

COV(Z}\iXi,Zquj) = Z
i=1 j=1

(¢2,7)€[1,m] x[1,n]

/\iujCOV(Xi, Yj)

25.22

25.23

25.24

25.25

25.26

25.27

25.28

25.29
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Variance d’une somme
Sous réserve d’existence : V(X +7Y) = V(X) + V(Y) 4+ 2Cov(X, Y),

et formule polaire : Cov(X,Y) = %(V(X +Y) - V(X) = V(Y)).

Cas oul les variables aléatoires sont deux 4 deux indépendantes
Si Xyq,...,X, sont n VARD deux & deux indépendantes,
Vi # 3, Cov(X;,X;) =0,

V(in) = ZV(Xi).

Série génératrice

La série génératrice d’une variable aléatoire X & valeurs dans N est la série entiére
Z P(X = n)t". Son rayon de convergence vaut au moins 1.

n>0

Fonction génératrice

La fonction génératrice de X est alors la fonction

+oo
Gx it Y P(X =n)t" =E(t).
n=0

Caractérisation de la loi
Si Gx = Gy sur [0; 1], alors X et Y suivent la méme loi.

Lien avec les moments
L’existence de E(X) équivaut & la dérivabilité de Gx en 1. Dans ce cas,
E(X) = Gk(1).
i On pourra remarquer qu’en itérant le procédé, on peut montrer que 'existence de
V(X) équivaut a existence de G% (1), et dans ce cas, G%(1) = E(X(X — 1)) donc
V(X) = (GH(1) + G4 (1) — (Gx(1)".
Fonction génératrice d’'une somme de VARD indépendantes
Pour X et Y sont indépendantes, la fonction génératrice Gx 4y vaut GxGy.
Cette propriété permet de justifier rapidement les stabilités suivantes.

Décompositions en somme et stabilités remarquables (hors programme)

e Si X ~ B(n,p), X peut étre vue comme la somme de n variables (X;)1<;<, indépen-
dantes, indicatrices de I’événement « la i-éme épreuve est un succes », toutes de loi de
Bernoulli B(p).

e Si Xy, Xy, ..., X sont k variables indépendantes de loi binomiale respectivement
B(ni,p), B(n2,p), ..., B(ng,p) (le méme paramétre p pour toutes), alors X; + Xo +
oo+ X suit B(ng +na + -0 + ng, p).

e Si Xq, Xo, ..., X§ sont k variables indépendantes de loi de Poisson respectivement
P(A1), P(A2), ..., P(Ag), alors Xy + Xo + -+ - + X suit P(A; + Ao+ - + Ak, p).
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25.30 Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev 2 v Bl 2|8 B ) R g eg . 8524z S %
Inégalité de Andrei Andreievitch MARKOV : soit X positive possédant une espérance, 3 g 2|5 =% E = § o 5§ g 3 S| 5 8 £ é g = _i 5
1 o =} = =] B S
alors E o5 e|lgels € e|d s 25|l 8% 5|8 S G s
E(X) O = R 2 &l g w & a 53 ¢ & 2 \% g O ] aa) = 9 g g
Ya >0, P(X > a) < —2 g & 2le Eles E7EE&TEEiZelrs 7 g
o o) o) e} = <t
Inégalité de Jules Irénée BIENAYME-Pafnouti TCHEBYCHEV : soit X possédant un © B :L F
. . Q
moment d’ordre 2 (i.e. E(X?) existe), alors g £ |- = N
V(X) S N T %
Ve >0, P(|X —E(X)| >¢) < — 21 s + i , s
€ SRS B 8 T w = S = o
25.31 Loi faible des grands nombres 5§ & = ! [ | | e
o Q — —
Soit (X;,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi. On suppose g T | x = = -
- 4 . A
que (X1)? est d’espérance finie. On note m = E(X;) et S, = X; + -+ + X,,. Alors, £ £ [l=-
S N r’|
pour tout € >0, lim P |=—= —m|>¢) =0. qg 2 | = = & N
n—-+oo n wn s o | e | l ||ey ~<
, . L . Q g 5 § A — ) — &
Interprétation : la moyenne expérimentale est probablement proche de la moyenne — s & S = 5
théorique. Q g
= R
25.32 Minimum de deux géométrique indépendantes (hors programme) % g % =2 ﬂm o g — ~
Q ~—
Si X ~ G(p) et Y ~ G(q) sont indépendantes, alors min(X,Y) ~ G(p + ¢ — pq). En " g = ~
effet, on dispose de deux piéces, I'une amenant pile avec la probabilité p, 'autre avec Q e ! F ﬁ T N
la probabilité q. On répéte des lancers simultanés des deux piéces, et on note Z le rang }'5 > = 2 D N e |-
. R . . _ - - =
du premier succés S : « obtenir un pile sur 'une (au moins) des deux piéces ». On a s Yl = == “» ! = »
clairement Z = min(X, Y) mais aussi Z ~ G(P(S))... et P(S) = p+ q — pq. 2 T on T < ! v
o) e &~ 2 =
= N~—— —
R — =
'3 s 5| T — T
[SHA— : *
S : = ! - Z.
1 R =T g -
8
)
’;E —
o T S — =~ — —
¥ : - & S & =
= 4 = Q 5 S &
| 5
&
= —
—
= = — = — 2
R AN N B ; .1 ¢
2 : : 2. m. 2 &
[} -~ -~ ] -~ w —_
2 g = a z & v
Ay inad w ~<
N
© Q = < %
£ g = E £ 8
E = = o E - 7]
o £ £ <t 3 Q k2
RS N |
m @
)
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