PC DEVOIR SURVEILLE N°5 : 6 EXERCICES INCONTOURNABLES 1T février 2025

Solution (Ex.1 - 8§ points)
I (_1)n+1

1. R=1,V -1; =)y ——x".
,Vxel]-1;1[, In(l+x) Z . X
n=1
+o00 oy
2. Par 1., Vxe]-1/2; 1/2], —ln(1—2x):Z—x”,et par somme de deux séries entieres de
n
n=1

rayons distincts,

T yn+l n
Vxe]-1/2;1/2], f(x):Z(l)—”x”,derayon%:min(l/Z,l)
n=1

n
—1)l g 2n 1y 2" 1 1 L
3. e Pour x =1/2, comme L X (—) ~ —x— ~ —,lasérie diverge.
n 2) notco n 2" n—otoo n
-1 —-1)"
e Pour x = —1/2, le terme général est o + (=D , somme de termes généraux de séries

convergentes, le premier car négligable devant le terme géométrique (1/2)" et le second
par application directe du théoréme des séries alternées. Donc la série converge.

Solution (Ex.2 - 13 points)
e—nx
1. e¢Six<0,

— +oo et la série diverge grossierement.
n n—+0o
—nx
. . .- , . Upyl
est une suite strictement positive, décroissante car —— =

Up

) . e
oSlX}O,lasulteu:(

=X

ne . P s . - , -
7 <1, de limite nulle donc par le théoreme spécial des séries alternées, la série converge.

n+

L'ensemble de définition D de S est [0; +o0].

N

1 o ) . :
. a) |Ifullo, = = car |f,| est majorée par cette valeur qu’elle atteint en 0, donc par divergence
de la série harmonique

la série de fonctions }_ f, ne converge pas normalement sur D.

+00
b) Soit pour tout n > 1 et tout x >0, R,,(x) = Z Fre(x).

k=n+1
Soit n > 1. Par le théoreme spécial des séries alternées,
e—(n+1)x 1

VxeD, |R,(x)

< .
S on+l o n+l

1
Donc R, est une fonction bornée, et ||R,||,, < ——. Par encadrement ||R,||,, — 0.
n+1 n—-+oo

la série de fonctions }_ f, converge uniformément sur D.

¢) Comme sur D pour tout n > 1 f, est continue, et la série E fn converge uniformément
vers S,

|la fonction S est-elle continue sur D |

3. a) Pour tout x € |0; +oo[, —e™ € |—1; 1] donc en exploitant le développement en série de
In(1-x)

+00 _—x\n
Vx>0, S(x):Z(eT):—ln(1+e_X)
n=

1
b) S étant continue sur D = [0; +oo, S(0) = lin%S(x) = lin%—ln(l +e¥) = —In(2) et on re-
X—> X—
tombe sur une somme classique...
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Solution (Ex.3 — 7 points)

1. a) En prenant z = 1, la série entiere diverge. donc
le rayon de convergence R de la série entiere )} a,z" est au plus égal a 1.

b) La définition du rayon de convergence R de la série } a,z" est

R =sup{pe[0; +oo[|(a,p") est une suite bornée}

c) La suite (a,1") étant bornée par hypothese, R > 1. Avec 1.a),

(-1)" 1
2. Posons an:(\/ﬁ) 1n(1+— :
\n

1
eVn>1, a,< \/ﬁln(l + T) < 1 en vertu de I'inégalité de concavité In(1 + x) < x.
n

1 1 1 1 1
eVn>1, an>—1n(1+—)or—1n(l+—) ~ — donc par équivalence de

Vi N N e

termes

1
positifs et divergence de la série harmonique, Z—ln(l + —) diverge. Par comparai-

sons de termes positifs, ), a, diverge.
e La suite a vérifie les conditions de la premiere question donc
Le rayon de convergence de cette série vaut 1.

Solution (Ex.4 - 10 points)
1. a) A est symétrique réelle donc diagonalisable.

b) rg(A) =1 donc 0 est valeur propre et dimEy(A) = 2 par la formule du rang. Donc p(0) >
2. Le polyndme caractéristique s’écrit donc x, = X*(X = A) = X3 = AX? avec A € R. Mais

le cours affirme que le coefficient de X? est =Tr(A). Donc A = Tr(A) = 3, Sp(A) =

{0,3} et

les multiplicités sont égales aux dimensions des sous-espaces : A est diagonalisable.
¢) A2 =3A donc P = X?-3X = X(X-3) est un polyndme scindé a racines simples annulateur

de A : A est diagonalisable.

.. donc A est diagonalisable.

2. Observant A’ = AA%2 =3A% = 32A on montre par récurrence
xaX)=X3-3X? et VYnelN*,A"=3""1A,

a) Comme AZ=3A€F,ona pour tout x,7,z,t de KK,
(xI5+vA)(zl5 + tA) = xzl5 + (xt + vz + 3yt)A € F donc
F est stable pour le produit matriciel.

b) Soit A une valeur propre de A et U un vecteur propre associé. Alors :
MU = (al3+ BA)U = (a + fA)U donc U est un vecteur propre de M associé a la
propre a + A. Comme A € {0, 3},

Sp(al; + BA) ={a,a + 3p}.

Solution (Ex.5- 11 points)

1. Par linéarité de la trace,

@ est un endomorphisme de E.
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2. Pour tout M de E, en remarquant que Tr(A) =
goZ(M):gD(M+Tr(M)A):g0(M)+Tr( JP(A)=M+Tr(M)A+Tr(M)A+Tr(M)Tr(A)A
P> (M) = 2(M+Tr(M)A) =M = 2¢(M) — idg (M) donc

P =2¢p - sz et P est annulateur de ¢

3. P =(X-1)? étant annulateur de ¢, la seule valeur propre possible de ¢ est 1.
Pour toute matrice M de E, puisque A # 0, p(M) =M & Tr (M) = 0 & M € ker(Tr)
donc 1 est effectivement valeur propre mais E;(¢) # E donc

¢ n’est pas diagonalisable.

4. D’apres ce qui précede,
2 2
= (X—l)”2 = X" —(n1 ))(”2_1 +~--+(n0 )(—1)”2 = X" —p2xn +---+(—1)”2 par la formule
du bindme. Donc par unicité des coefficients d'un polynome
Tr (@) = n? et det(¢p) = 1.
On peut aussi raisonner en trigonalisant puisque x, est scinde.
5. Soit k € IN™.
a) e Il existe Qy et Ry deux polyndmes tels que
(€) Xk =QuP +Ry avec deg(Ry) < deg(P).
e Comme deg(P) = 2, nous pouvons écrire Ry = ap X + by.
(€) évaluée en X =1 donne 1 = a; + by.
En dérivant (&), Xkl = Q,’(P + QP + ay, qui évaluée en X = 1, donne, puisque 1 est
racine double de P donc racine de P/, k = gy.
IRy =kX+1-k.|
b) La relation (£) pour X = ¢ donne alors
P* =ko+ (1 -k)idg.

Solution (Ex.6— 27 points)
1. Voir le cours

2. En notant, pour tout n de IN¥, F, ’événement « Face apparait au rang n »,
P(A,) = IP(F >NF,. NF ) p.p.q = p?q par indépendance.

‘Pourn 3,IP(A, pq‘

3. a) Les événements (A3k) se référant a des tirages distincts sont mutuellement indépen-
n

dants, donc IP(B,;) = IP((?A_%) = ]_[(1 —P(As)) = (1 —PZQ)n

k=1
n
P(B,) = (1 —pzq) .
b) Pour tout n € IN¥, B,,; = ﬂ”“ Az = mZ:1A_3k: NAs3,.3=B,NAj3,.3 CB, donc

la suite (B,,),, est décroissante.

+00
¢) ) Az = ﬂ B, = hm IP(Bk) 0 par continuité décroissante et puisque 1 —p?q €]0; 1.
k=1 k=1
+oo
IP( ﬂ A3k) = O
k=1
+o00
d) Comme J C () Az (sile motif n‘apparait jamais, il n‘apparait a aucun rang du type 3k),
k=1

IP(J) < 0 par croissance de [P donc
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la probabilité de I’événement J est nulle.

4.a) Pourn>3,ona:C,,; =C,U(C,_»NF,_|NF, ﬂFnH) car soit la séquence Pile-Pile-Face
est apparue pour la premiére fois a un rang inférieur ou égal a n, soit elle est apparue
au rang n + 1 pour la premiere fois (donc sans apparaitre au cours des n — 2 premiers
rangs).

Y>3, Cui=CuUCia NFur NFNE )

b) Par incompatibilité, P(C,py1) = P(C,y) + P(Cry NFy NFy N Fyyy).
Puis par indépendance mutuelle,
P(Cy1) = P(Cp) + P(Cpoz JP(F, 1) P(F,)P(Fyrpy) = P(C,) + p2q(1 = P(C,pmr))

Yn>3, P(Cp)=TP(Cy)+p’g(1-P(C,m)).

c) e Cette relation montre que la suite numérique (IP(CH))W3 est croissante.

e Ftant majorée par 1, elle converge, vers une limite £ € [0; 1].
e En passant 4 la limite dans la relation précédente : £ = € + p?q(1 —¢) donc £ = 1.

(IP(C,)), converge, sa limite vaut 1.

d)Ona:]J= U3Cn donc IP(J)=1- ]P( U3Cn). Or la suite (C,),>3 est croissante. Donc par
nz n=

continuité croissante, IP( U3Cn) = lim IP(C,)=1. On retrouve bien que
n>

n—+o00

la probabilité de I’événement J est nulle.

Moralité : on est (deux fois;-)) presque-sir que la succession Pile-Pile-Face apparait au
moins une fois.
5. Je note pour tout i de N*, P; =F;.
a) e Supposons F;. Alors G ne se réalise jamais car dés que deux Piles successifs arrivent,
Face-Pile-Pile est réalisé tandis que Pile-Pile-Face ne 1’est pas encore. Donc IP(G|F;) =0

e Supposons F; NF,. Pour les mémes raisons, IP (G |§ﬂ Fz) =0.
e Supposons F; NF,. Alors Pile-Pile-Face se réalisera dés qu’un Pile arrivera, et ceci sans
que Face-Pile-Pile ne soit apparu. Donc IP(G |F_10F_2) =1.

P(GIF1)=0, P(G[FinF,)=0 et P(G[FnF)=1.

b) (Fl,F_lﬂ F,,F; NF, étant un systéme complet d’événements de probabilité respective g,
pq et p?, la formule des probabilités totales donne P(G) = g?x 0+ pgx 0+ p?/times1 = p?
P(G)=p?.
c) pg =P (G) =p*.
Puisqu’on est str que chacun des motifs apparaitra, I’événement Gy, : « M. M gagne »
est le contraire de G.

ps=p°etpy=1-p°
3

1 = 3pg, donc

M. M a trois f01s plus de chances de se faire payer un café, bien ouéj!

d) Avecp:q_l,pB letpM_

2
e)p2>1/2<:>p>§20,71:

Pour que M. B ait plus de chance de gagner que M. M, il faut que la piece soit fortement truquée.

FIN
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