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FEtude d’une fonction définie par une intégrale & paramétre

SR ® e

On pose pour tout z € [O; +oo[

fa) = | R

Définition - Justifier que f est définie sur[0; +ool.

Continuité - Justifier que f est continue sur[0; +oo].

Variation sans dérivation - Montrer que f est décroissante strictement.
Dérivabilité - Montrer que f est de classe C! et retrouver ses variations.

Limite - Déterminer lim f(z).
r—+00

Un calcul de lintégrale de Dirichlet

p—

Lol ol

o

1.

201 — cos(t)

Justifier que f : x —> / 2
0

e *'dt est définie et continue sur [0; +oo].

Déterminer sa limite en +oo.
Montrer que f est de classe C2 sur ] 0; +oo[ et calculer f”.
En déduire f sur |0; +ool, puis f(0).
sint

+oo
En déduire la valeur de ’intégrale de Dirichlet : D = / Tdt.
0

Solution (Ex.2 — Un calcul de Uintégrale de Dirichlet)

Soit g : [0; 4o0[ x ]0; +oo] = R, (x,t) — 1;;7?(15)
Rt LoD,

e Pour z € [0; +o0[, t — g(x,t) est continue par morceaux sur |0; +ool.
e Pour t €0; 400, z — g(x,t) est continue sur [0; +oo].

o V(x,t) € [0; +oo[ x |0; +oof, |g(x,t)| < h(t),

ou h est continue par morceaux sur |0; +o0l, avec

2

¢ 1
—, donc / h(t)dt converge (faussement im-
0

e et h:]0; 4oo] —

- 1
(1) %g%h(t) = 5 car 1 — cost o 3

propre),
2 e
(i) Vvt > 1,0 < h(t) < e donc / h(t)dt converge,
1
donc h est continue par morceaux et intégrable sur | 0; +oof.
Alnsi, f est définie et continue sur [0; +ool.

On l’a corrigée en TD grace au théoréme de convergence dominée. Voici une autre
proposition.

lim A(t) =0, il existe T tel que V¢ > T, h(t) < 1.
t——+o0
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Comme h est continue sur ]0; T] et est prolongeable en une fonction continue
sur [0; T], h est majorée sur [0; T].

Donc h est majorée sur |0; +o0l.

Soit M € R tel que : V&t €]0; +o00[,0 < h(t) < M.

Vo € [0; +ool,Vt€]0; +oo[, 0<g(xz,t) <Me

sz

Par croissance de l'intégrale, Vz € [0; 4o00[,0 < f(z) <
Par encadrement, f(z) —— 0.
T—r+00

. Pour t €]0; +oo[, z+ g(z,t) est de classe C? sur | 0; +ool.

Regardons les dérivées par rapport a x de g :

Jdg cost —1 def.

—(x,t _— = e = py(t

ax( ) ) t n 1( )

hy est prolongeable par continuité en 0 (limite nulle) et négligeable devant 1/t
en +oo donc continue et intégrable sur ]0; +o0].

0%g
@(3«3 t)
Plagons-nous sur [a; +oo[ C]0; +oo[ afin de majorer par une quantité indépen-
dante de z.

_at| 1 —cost

eVzre|0; +oof,

eVze|0; +oof, = (1 —cost)e ™ < 2e~*t

&%g
0x?
et hy : t +— 2e7% est intégrable d’aprés le cours car a > 0.

Par le théoréme de dérivation, f est de classe C? sur tout [a; +oo[ C]0; +oo.
Donc f est de classe C2 sur | 0; +oo[ et f” se calcule par dérivation sous I'intégrale.
Soit x €]0; +oo.

+oo 1 +oo
f'(z) = / (1 — cost)e ®'dt = = —/ coste”"'dt =
0 x 0

+oo )
Re (/ e(_”")tdt)
0

1 1 1 T
" _ —
f(x)_x Re(mi) r x2+1

Vo € [a; +oof,

(x,t)’ = (1 — cost)e ™t < 2e9t

8|~
|

. Pour z €]0; +o0],

1 T
/ _ _ = 2 _
' (z) =In(z) 2ln(x +1)+k=1In x2+1+k:¢a+ k.

Or on démontre comme en 2. que f’ est tend vers 0 en +o0o. Donc k = 0 et
1

f(x) =In(z) — 3 In(z? +1).

En primitivant & nouveau grace & des intégrations par parties,

f(z) =zhz—z— %wln(wg +1) 4+ 2 — Arctan(z) + &

1
f(z)=znz - ixln(a:2 +1) — Arctan(z) + &
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Déterminons x grace a la limite en 400 :

In(z? + 1) = In(2?) + In(1 + 1/2%) = 2In(z) + 1/2* + o (1/2?)

YN o 1 ™
Dou: f(z) = ~5 +o(1/z) — Arctan(z) + k — = "3 +k
Or d’apres 2., f(z) P 0, donc k = g

Finalement : f(x) = J:ln:l: -3 ln(sc +1) — Arctan(z) + %

™

Comme f est continue en 0, f(0) = lirr%) f(z) =
z—

+o0 —+oo +00 .
1-— t 1-— t t
5.~ = f(0) = LY, VR R + ﬂdt, donc
2 t2 t t
0 0 0
/+°° smtd z
, ¢ 2

Ezxplicitation grdace a une équation différentielle

400
Soit, pour x € R et sous réserve de définition, f(z) = / et cos(xt)dt.
— 00

1.

2. Montrer que f est solution d’une équation différentielle d’ordre 1.

Montrer que f est définie et de classe C! sur R.

On admet que U'intégrale de Gauf / e~ dt vaut /7. Déterminer une expres-

sion explicite (i.e. sans intégrale) de f.

Solution (Ex.3 — Ezplicitation grace & une équation différentielle)
1. Soit g: R? - R, (z,t) — e —t* cos(at).
Soit o : R = Ryt —= e ¢ est continue et intégrable sur R par parité et car
o(t) =o(e™") en +00 et t > e~ ! est intégrable sur RT.

® Pour t € R, 2+ g(z,t) est de classe C! sur R.

@ Pour z € R, t — g(x,t) est intégrable sur R car continue et dominée par .

0
® Pour z € R, t — a—g(ac,t) = —tsin(zt)e~! est continue sur R.
x
0
@ V(r,t) € R 89( )‘ < |t p(t) or t — [t|p(t) est intégrable sur R car
x

continue, paire et vérifiant [t| o(t) = o(1/t?) en +oo.

Par le théoréme de dérivation sous l'intégrale, f est définie et de classe C' sur R.

+oo ag +oo
On a:Vz eR, f’(m):/ ——=(x,t)dt = /

—te " sin(zt)dt.
e Oz
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—¢2

2 ., . . .
1 , une intégration par parties s’impose.

En observant que = —2te?

—¢2

e
tt > —— et v :t > sin(xt) sont C! sur R avec = 0 car

[u(®)v(t)] < u(t) i 0.

u , lirin u(t)v(t)

— 00

Alors : Vo € R, f'(x) —g f(z). f est solution de l'équation différentielle

d’ordre 1 : ¢y + gy =0.

3. Les solutions de cette équation homogéne sont les fonction = Ke=="/4 avec
K € R arbitraire.
L’énoncé donne la condition initiale f(0) = /7. Donc : Vo € R, f(z) =

JTe T /4,
Recherche d’un équivalent et d’une limite

—2t
On considére la fonction f : z +— / dt.

T+t

1. Montrer que f est définie et continue sur ] 0; +ool.
2. Montrer que f est décroissante.
3. Montrer grace au théoréme de convergence dominée que liT zf(x) ==
n——+0oo
4. En déduire un équivalent de f en +oo.
1 -2
e

5. Justifier que f(z) > dt¢ et en déduire lim f(x).

ave f(@)> [ tim f(z)

Solution (Ex.4 — Recherche d’un équivalent et d’une limite)
o0 o2t

T+t
—2t

dt.

On considére la fonction f : z +— /
0

e
) )
) r+t ) )

L’énoncé peut laisser penser qu’on va rencontrer une difficulté en 0. Soit a > 0.

Plagons-nous sur [a; +ool.

1. Soit g:]0; +oo[> = R, (z,t

@ Pour t €]0; +oof, z — g(z
@ Pour z € [a; +oof, t — g(x

,t) est continue sur [a; +oo[.

,t) est continue sur |0; +ool.

—2t

® V(z,t) € [a; +oof X lg(z,t)] < S— or t s e 2

sur ] 0; +ool.

]0; +oof,

est intégrable

Par le théoréme de continuité, f est définie et continue sur [a; +ool.
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Comme ceci est vrai pour tout a > 0, f est définie et continue sur ]0; +ool.
—2t
xe
Soit h:]0; 4oo[* = R, (z,t) > .
r+1

Appliquons le théoréme de convergence dominée.

@ Pour tout ¢t €]0; +oo[, h(z,t) P e 2t
T—r—+00

@ t > e 2! est continue sur ]0; +oof.

@ V(x,t) €]0; +oo x |05 +oof, |h(z,t)| < e 2t et t = e 2! est une fonction
intégrable de référence sur |0; +ool.

Par le théoréme de convergence dominée,

—+oo +o0 1
lim zf(x) nEIjILlOO/ h(x,t)dtz/ e72tdt=§.
0 0

n—-+o0o
1
~Y

r—+00 ﬁ

Calcul d’une intégrale & deuz paramétres

—at

: ger. [T et — e ht _
. Soit 0 < a < 3. Montrer que I(a, 8) = / ———dt existe.
0

t

2. Dauns cette question, on se propose de calculer I(«, 8) a1’aide d’une fonction définie

par une intégrale.
On pose, pour tout = € [1; +oo|, f(z) =1(1, z).
a) Montrer que f est dérivable sur [1; 4oo[ et calculer f/(z) pour tout z de
[1; +ool.
b) En déduire une expression explicite de f, puis de I(«, 8).

Solution (Ex.5 — Calcul d’une intégrale ¢ deuxr paramétres)

1. Soit 0 < a < f5.
e—at _ e—ﬁt
of— est continue sur | 0; +ool.
—at _g=ht 1—at+o(t)—1+pt—o(t
e Au voisinage de 0, © = at + o(t) + it~ olt) =pf—-a+
o(1) = B — « donc I(«, B) est faussement impropre donc convergente en 0.
—
26_at _ e—,@t e—at _ e—,@t )
ot ; P——— 0 donc = 0(1/t?) donc I(a, B) converge en
400 par domination.
def +oo e—at _ e—ﬁt
Donc pour 0 < a < 3, I(e, B) = / fdt existe.
0
+oo eft _ efzt
2. On pose, pour tout z € [1; +oof, f(z) =1(1,z) = / fdt.
0
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e—t _ e—xt
a) Soit g : [1; 4+oo[ x ]0; 4oo[, (z,t) —
C’est parti pour la dérivation C' sous 'intégrale...
® Pour t €]0; +oof, x = g(x,t) est de classe C! sur [1; +o0l.

@ Pour z € [1; +oo[, t — g(x,t) est continue intégrable sur | 0; +oo[ par la
premiére question (c’est I(x,1)).
99

@ Pour z € [1; +oof, t a—g(m,t) = e~ est continue (et méme déja
x
intégrable).
0
@ VY(zr,t) € [1; +oo[x ]0; +ool, a—gg(x,t) < e tavect— e ! intégrable.
x
Par le théoréme de dérivation, f est dérivable sur [1; +oo[ et : Vax €

) 1
e dt = =,

+oo
(15 +ool, [0 = [ :
0
b) En primitivant, et en observant que f(1) =0, on a : Vz € [1; +oo], f(z)

In(x).

Soit 0 < a < f3. Posons v = at, changement C! strictement monotone dans

(e, B).

(a 5) +oo e—at _ e—,Bt weat +oo et _ e_Bu/a 5
o) = [ = [ i = f(3a) =
Ing —Ina.

Ftude d’une fonction

ool - t
Soit, pour z € R, f(z) = / %@)
0

1. Montrer que f est définie, paire et de classe C! sur R.

e~ tdt.

2. A Tl'aide du changement de variable u = xt et dé l'intégrale de Dirichlet de I’exer-
cice 2, déterminer un équivalent de f en toc.

Solution (Ex.6 — Etude d’une fonction)
1. glot) = 1 cto;(xt)
Commengons par remarquer que, si f(x) existe, alors f(—z) existe et vaut f(z) :
f est paire sur son domaine de définition qui est forcément symétrique par rapport
a 0.

o At fixé, x> g(w,t) est C! sur R.
o A x fixé, t — g(x,t) est continue sur |0; +ool, et intégrable car prolongeable
par continuité en 0 (g(z,t) Kot 2?) - d’out intégrale faussement impropre en 0 -,

et g(z,t) = o (1/t?) en +o0.

e ! pour (z,t) € R x ]0; +ool.
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sin(xt)

glx,t) = e ! est continue sur ]0; +oof.

e Grace a la majoration usuelle : Vu € R, |sin(u)| < |u|, on a :

Y(z,

OAgcﬁxé,tn—>2
Jr

0 €Rx 10; +ocl, | 2g(o.)| < el

Plagons nous sur [—a; a] avec a > 0 quelconque. Alors :
0

V(x,t — t

(z,t) € 55 9(%:t)

Or t — ae~! est continue et intégrable qur ] 0; +oo[. Donc f est définie et C! sur
[—a; a], ceci pour tout a > 0.
Donc f est définie et C' sur R.

. Le changement u = xt est C* bijectif tant que = # 0.
- t w=at [T 1
Vz €105 +ool, f(z) L—cos(at) vy itm/ 1— cos(u)_
0

[
0 t2 'U,2

On va utiliser le théoréme de convergence dominée pour = € [1; +o0].

]0; oo, <ae?

[—a; a] x

7u/:vdu

1
i A —_.
o5 A] x Ry
e Pour t € [0; +oo, z +— fu(x,t) est C! sur [a; Al
e Pour € [a; A], t — fu(z,t) est continue et intégrable sur [0; +oo| car

fola;t)

t%+
sont positives.

Soit f, : [0; +oo[ = R, (z,t) —

o ol 2n > 1 donc t 7 est intégrable et ces deux fonctions

Ofn B —2nx
t— O ($;t) - (tz +£2)n+1
Ifn

0: ool |2 (2,)] <

e Pour z € [a; A], est continue sur [0; +ool.

2nA
(12 + a2yt

= 2nAf,11(a,t) est continue et intégrable sur [0; +oo]

o V(z,t) € a; A] x

2nA
(12 1 a2)nt1
d’aprés le second point.
Donc I,, est définie et de classe C* sur [a; A], et ceci pour tout [a; A]
donc I, est de classe C* sur |0; +ool.

or g :t+—

C]0; +ool,

Soit, h: (x,t) 1_2725(10 -u/T Op a: 2. Ona:VneN* Vzre]0; +oof,I (z) = —2nal, +1(x+.

e pour tout x, t — h(x,t) continue sur ]0; +ool, Pour 2 > 0, Ty (z) = /+oc . dt - {1Arctan(t) ~ 21

o ha,t) —— fu) = 20 o Pu 2y
erhoo u Puis Iz(z) = ——I/( ) = , puis I3(z) = ——I/Q(m) .

e De l'inégalité classique : Vu € R, |1 — cosu| < u?, on tire : oo 423 1625

Vo € [1; 4ool,Vu €]0; +oof, |h(z,u)] <e ™ (car x > 1) Donc/ dt 213(1):3777.

avec u — e~ " continue et intégrable sur | 0; +ool. o (P+1)° 16

+oo +o00
Par le théoréme de convergence dominée, xgr-il-loo ; h(z,u)du = /0 0(u)du, FBtude d’une fonction
Le. lim *f( ) = z. Soit, sous réserve d’existence, f(x) = e 1t$dt
r—+o00 T 2° ’ ’ o In
7r
Autrement dit : f(z) oo §5f Et par parité, f(z) e T 1. Montrer que f est définie sur | —1; +ool.
2. Montrer que f est de classe C! sur | —1; +ool.
: . L t—1
Une famille d’intégrales . 3. Montrer que h:]0; 1[ = R, t — (D) est bornée et en déduire 1irJ£1 fx).
* . i dt n T—+00
Pour n € N* et 2 € ]0; +ool, soit I, (z) = /0 (2 + 22)n 4. En déduire f(x) pour tout z > —1.
1. Mont I, est définie et de cl ct 0; . .
ORLIEr que In est de mef ¢ c;sse sur ]0; o0 Solution (Ex.8 — Ftude d’une fonction)
e t
2. En déduire la valeur de —_— : t—1
v /o 2113 1. Soit g:]—1; +oo[ x ]0; 1[—>R,(x,t)»—>mt”.

Soit x € | —1; +ool. t +— g(x,t) est continue et positive sur ] 0; 1J.

Solution (Ex.7 — Une famille d’intégrales) De plus, g(z,t) Kod) 1 donc Vintégrale définissant f(x) est faussment impropre
—

1. Soit deux réels a et A tels que < a < A. donc convergente en 1.
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x

Enfin, g(z,t) Kov

- 1
~o Tt donc g(z,t) = o(t*) en 0, donc g(x,t) = o( ), or

e
1
—z < 1 donc ¢ — = est intégrable sur |0; 1/2], donc ¢ — g(x,t) est intégrable
sur ]0; 1/2].
Ceci assure l'existence de f(z).
. ePourt€]0; 1], z+ g(z,t) est Ct sur | —1; +oo|.
e Pour z > —1, t — g(x,t) est continue et intégrable sur |0; 1[ (d’apres 1)).
0
e Pour z > —1, t — 8—g(z,t) = (t — 1)t® = t*T!1 — 1% est continue.
x
1
o [t n n’étant pas intégrable sur ]0; 1], on va devoir éviter —1!!1]
Soit a tel que —1 < a < 0.
99
V(z,t) € [a; x 10; 1], |==
(2,0) € [a; +oo x 103 1[, |2

(cart €]0; 1[= In(t) < 0 = aln(t) > zIn(t) = t* > t*)

(a:,t)’ =(1—t)t® <t* <@

or p:t>t*= = est intégrable sur ]0; 1] (car a > —1 donc —a < 1).
Donc f est de classe C! sur [a; +oo], et ceci pour tout a € | —1; 0], donc f est
Clsur]—1; +ool.
. hest continue sur | 0; 1[ car quotient de fonctions continues dont le dénominateur
ne s’annule pas.
De plus : h(t) P 0 et h(t) b donc h est prolongeable en fonction continue
— —

sur le segment [0; 1], donc h est bornée sur ]0; 1].
Soit M € R tel que : ¥t € ]0; 1[, |h(t)| < M.

1 1

M
Alors : Vo > —1,Vt € ]0; 1[,|f(x)| = ‘/ h(t)tmdt‘ §/ |Mt®| dt < .
0 0 r+1

Par encadrement, lim f(z)=0.
T—+00

. On a par dérivation sous I'intégrable :

1
1 1

Vo> —1,f'(z)= | t*T! —t*dt = — .

x> -1, f'(z) /O 212 741
T+ 2

Donc : IK € R,Vz > —1, f(z) =In +K
rz+1

x+i:0doncK:O.

Or lim f(z)=0et lim In

T—+00 T—+00 r +

T+ 2
Ainsi : V -1 =] .
insi : Vo > —1, f(z) mx+1
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