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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

2024—2025

EDL : applications directes du cours
Résoudre les équations différentielles suivantes, o y désigne une fonction de x suffisam-
ment dérivable sur le domaine indiqué :

1. ¥ =(1+y)sinz, zeR 2. 3zy — 4y ==, x €]0; +oo]
3. y'+y=0, z€R 4. y" -3y +2y =0, z€e€R
6. v +2y +y=xze*, r € R (solution parti®*® de la forme f : x — (az + b)e?)

1.

Solution (Ex.1 — EDL : applications directes du cours)
Je note (E) 'équation différentielle & résoudre, (H) I’équation homogéne associée.
(H) <y — (sinz)y = 0.
Les solutions de (H) sont : z — Ce™ % ou C € R quelconque.
x +— —1 est solution particuliére évidente de (E).
Les solutions de (E) sont :
z+— Ce™ %" — 1 ou C € R quelconque.
4
Les solutions de (H) sont :  — Cz*/? ou C € R quelconque.
Recherchons une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante.
Soit f : x> C(2)x*/3 ott C: 2+ C(x) est dérivable sur | 0; +ool.
(Vz €]0; +oo[, 3zf'(z)—4f(x) =12) <=

(Vm €]0; +oof, 3x(C’(x)x4/3 + C(m)%xl/B) —4C(z)x/? = x) —
(Vz €]0; +oo[, 327/3C(z) =) <
(Vm €]0; +oo[, C'(z)= ;x_“/?’) —

Jk eR, (Vz €]0; +oof, C(z)=—a"3+k)

Donc z — —x est solution particuliére (évidente?????7... si on avait retiré nos

lunettes en contre-plaqué) de (E).

Les solutions de (E) sont :
z— Cx

(H) <=y —
4/3

4/3 _ x ou C € R quelconque.

Il s’agit d’une équation différentielle homogéne du second ordre & coefficient constant
d’équation caractéristique 2 + 1 = 0, de solutions r = =+i.
Les solutions de (E) sont :
2+ Acosx + psinz ot (A, ) € R? quelconque.

Il s’agit d’une équation différentielle homogéne du second ordre a coefficient constant
d’équation caractéristique r? — 3r 4+ 2 = 0, de solutions 1 et 2.
Les solutions de (E) sont :

T — Xe® + pe?® o (A, u) € R? quelconque.
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ques 11 s’agit d’une équation différentielle (E) du second ordre & coefficient constant,
dont I'équation homogéne (H) associée a pour équation caractéristique r2+2r+1 = 0,
de solution double —1.
Les solutions de (H) sont :
z — (Az+ p)e ™ ou (A, 1) € R? quelconque.
On cherche une solution particuliére de la forme f : z — (ax + b)e”.
Vz € R,
(@) +2f (2) + f(z) =e"((a+ az + a+b) + 2(azx +a+b) + az + b)
f(@) 4+ 2f (z) + f(z) = e”(4ax + 4a + 4b)

. . . N r —
Alors a = — et b = —a fournit une solution particuliére z

Les solutions de (E) sont :

acl—>()\x+u)e_”’+x_1

4

Ezemples d’EDL2 avec second membre trigonométrique

Indications pour les deux équations suivantes :
Lorsqu’on cherche une solution particuliére d’une équation linéaire du second ordre du

type

e” olt (A, 1) € R? quelconque.

y" + ay’ + by = acos(kx) + Bsin(kx)

on peut chercher une solution du type
Acos(kx) + psin(kx).

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
1. " 42y + 2y = sin(z),
2. ¥’ +y=2cos*(x).

Solution (Ex.2 — Ezemples d’EDL2 avec second membre trigonomélrique)

1. L’équation différentielle homogene associée du second ordre a coefficient constant (H)
a pour équation caractéristique 72 + 2r + 2 = 0, de solutions —1 + 4.
Les solutions de (H) sont :
z — (Acosz + psinz)e™™ ou (A, 1) € R? quelconque.
On cherche une solution particuliére de I’équation avec second membre de la forme
1 -2
T +— asinx + bcosx. Aprés substitution a = — et b= —.
Les solutions de cette équation différentielle sont finalement :
1 2
z— (Acosz + psinz)e ™ + £ sin(z) — R cos(z) ot (A, ) € R? quelconque.
. On procéde de fagon analogue.
Les solutions de ’équation homogéne associée sont :

ol



1. Quelles sont les solutions de :

PC REVISIONS : EQUATIONS DIFFERENTIELLES 20242025
T = ./\cosx + uﬁinz ot (A, 1) € R? quelconque. —A(z)sinz + B'(z) cos z = 1
Pour trouver une solution particuliére de 3"/ +y = 2 cos?(x), on observe que 2 cos?(x) = ) ) _ cos T
cos(2z) +1 et on s’intéresse alors aux équations d’inconnues z: R > Ret w: R - R : Al(z)cosz + B'(z)sinz =0
(B1) 2" +2z=-cos(2z) et (Ep) w”+w=1. donc A’'(x) = —tanz et B'(z) = 1, et il existe (\,u) € R? tel que A : z
Si z est solution de E; et w de (Es), par superposition y+w sera solution de I’équation In(cosz)+Aet B:ax— 2+ p.
initiale. ) Syntheése —
Tout calcul fait, y : x — —= cos(2x) convient et w : x — 1 est solution évidente. Soit y : & = In(cos ) cos Trsmz. Alors : .
. 5 .3 Yy x> —sinz — In(cosz)sinz + sinz + x cosx = —In(cosz) sinx + zcos
Les solutions de 1’équation avec second membre sont : sin? 2
1 " _ o :
T Acosx + psinxe +1 — 3 cos(2z) ou (A, ) € R? quelconque. Yy Ty In(cos ) cos & + cosx — wsinz.
Et:Vx e]—n/2; n/2|,
" sin? sin? 2 4 cos? 1
Ezxzemple de variation des constantes y'(z) +y(z) = +cosx = = .
coS T osw cosS T

Y +y=0
ouy:]—m/2; 7/2[ = R est deux fois dérivable ?
. On consideére 'équation différentielle

E): v +y=

cos

ouy:]—m/2; w/2[ = R est deux fois dérivable.
Résoudre (E) en cherchant une solution de la forme z — A(x) cosz + B(z)sinz ot A
et B sont deux fois dérivables et vérifient A’(x) cosx + B/(z)sinz = 0.

Solution (Ex.3 — FEzemple de variation des constantes)

1. Sy = Vect(cos,sin) = {z + Acos(z) + psin(z)/(\, p) € R?}

Voir exercice Applications directes du cours.

2. On considére ’équation différentielle

E):  yty=—
cos
ouy:]—m/2; 7/2[ = R est deux fois dérivable.
a) Analyse —
Soit A et B deux fonctions deux fois dérivables sur | —7/2; m/2[ vérifiant
Ve e|—-n/2; w/2[, A'(x)cosz+ B'(z)sinz =0.
On suppose que y : & — A(z) cosz + B(z) sinz vérifie (E).
Ve e|—-m/2; ©/2],
y(x) = A(z) cosz + B(z)sinz
y'(x) = A/(x) cosz+B'(z)sinz — A(z) sinx + B(x) cosz = —A(z) sinz + B(z) cos x
par les hypothéses sur A et B.
y'(x) = —A'(z)sinx — A(z) cosz + B'(z) cosz — B(x) sinz

1 1
y'(z) +y(z) = s —A'(z)sinz + B'(z) cosz = ——
S :
Finalement, pour tout x € | =7 /2; 7/2[, A’(z) et B'(x) sont solutions de
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y est une solution particuliére de (E).
L’ensemble des solutions de (E) est donc :
{+ Acosz + psinz + In(cosz) cosz + wsinz/(\, u) € R?}.

FEtude d’un systéeme différentiel

On souhaite déterminer toutes les fonctions z,y : R — R dérivables vérifiant

) {xl’(t) x(t) + 2y(t)

v(t) =2 +ylt) R

x(t)
y(1)
Déterminer M € My (R) telle que (S) <= X' = MX.
Déterminer P telle que PTMP soit une matrice diagonale, notée D.
On pose Y = PX. Montrer que (§) <= Y’ = DY.
Résoudre (S)

On pose X : t —

Lol

Solution (Ex.4 — FEtude d’un systéme différentiel)

(1 2 P—i 1 1 D 3 0 Y(t) = aexp(3t)
e 1) vele 1) o —1) T \Bexp())
X(t) = z(t) _ aexp(3t) + bexp(—t) avec (a.b) € RZ.
y(t) aexp(3t) — bexp(—t)

ol
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Approzimations du nombre d’or 11. Démontrer que

2
1 1
1. Soit I = B 2} et f:IoR a1+ —. vneN, |v,—¢|< <2> .
X

Justifier & I'aide du théoréme des valeurs intermédiaires et/ou de son cousin le théo-

e . . 12. Qu’en déduire?
réme de bijection strictement monotone que 1’équation Q

13. Comparer la vitesse de convergence de ces deux suites.

flz) == : —
Solution (Ex.1 — Approzimations du nombre d’or)
posséde une unique solution dans I. 1. z — f(x)—x est continue et change de signe sur I, en étant strictement decroissante.
On note ¢ cette solution, souvent appelé « nombre d’or ». 14 NG
2. Vérifier que ¢ est I'unique racine positive de I’équation - p= 2
) 3. Par décroissance de f, f(I) =[f(2); f(3/2)] C L
z'=z+1. 4. Upi1 = ¢ (suite extraite), f(uy) P f(€) (continuité), donc ¢ = f(¢) (uni-
n—-+0oo n—-+0oo
et calculer ¢. cité) et £ € I (I fermé), donc ¢ = ¢.
3. Justifier que I est stable par f. 5. IAF en observant que [f'| < 4/9 sur 1.
4. On définit la suite u par 6. Par récurrence avec r = ¢ et y = u,, dans I'inégalité précédente.
7. Par encadrement, v, — ¢
wp=2 et Yn € Nuypr = fuy). ) noeo
8. g est croissante avec g(¢) = ¢ et g(2) =5/3 < 2.
Justifier que si u converge, alors hIJIrl Uy = . 9. Inégalité de Taylor-Lagrange appliquée en ¢ a l'ordre 1 : 10 )
n—-+4oo
: =¢,9(¢) =0, |g"(x)| = < < <—=«1
5. Justifier que 2 ) 9(¢) = ¢, 9'(9) 9" () 1(2x T S (26— 1) \/53 75
Viwy) € B, |f() — fw)] < 5 ke -yl done : €3, lg(a) 6] < 5 (v — 9)”
6. En déduire 10. Par récurrence sur n.
1/2\*" 11. g, —— ¢.
VTLGN, |’U/n*¢| <=|= . g n— 400 ¢
2 3 2 2n
12 L = L (2 d 1 it infini t pl it 1
7. Quen déduire? -3 =ol513 onc la suite v converge infiniment plus vite vers ¢ que la
211 ite wu.
8. SoitJ:[¢;2]etg:J—>R,xl—>;+1. suite u
T —
Montrer que J est stable par g. Autour des différentes formules Taylor
9. Justifier que Soit n un entier naturel et I un intervalle de R.
1 1de 1 . n+1.
Ve el o) — o] < ~(x— ¢)2 On considére une fonction f : I — R de classe C .
2 1. Démontrer par récurrence sur n la formule de Taylor avec reste intégral
10. On définit la suite v par ) b
b—t)"
V(a,b) €%, f(b)=) ! '(“) (b—a)* +/ #f(”“)(t)dt
vo=2 et VYneNuv,11 =g(vy,). pard k! a n:
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2. En déduire l'inégalité de Taylor-Lagrange

n f(k)a
>

k=0

Ib—al o

S Tt

Y(a,b) € 12, ‘f(b) - (b—a)f Hf(n+1)H

On ne traitera que le cas a < b.
3. Soit [a; b C L.
a) Montrer que

b) Justifier a l’aide du théoréme des valeurs intermédiaires qu'il existe ¢ € [a; b] tel
que

Fr ()t = (b%ﬂ /01(1 —5)" [ (a + 5(b— a)ds

1
PO = (1) [ (-9 S ats(b - ),
0
c) En déduire le théoréme de Taylor

k=0

(b—a)"t!

Y(a,b) € I2, NCESVR

—a)f + £ ()

4. On suppose que a € 1. Etablir la formule de Taylor-Young

f(k)
b—>a Z

—a)*+o((b—a)")

Solution (Ex.2 — Autour des différentes formules Taylor)
1. Pour ’hérédité, il suffit d’intégrer par parties :

b _\n (n+1) b _ \n+l
/a (b n!t) FD ()t = f(nJr ())(b— )n+1+/a ((zni)l)'

2. On majore par l'inégalité triangulaire, puis on majore ’f(”“)(
Enfin on intégre t — (b —t)"...

3. a) En posant t = a + s(b — a) soit encore s = ;
—a

/b Mﬂ"*‘”(t}dt _ w /1(1 — s)"f(”"'l)(a + s(b—a))ds
@ n! n: 0

b) f est C"*! sur [a; b] donc f("+1) est bornée et atteint ses bornes.
Soit m = [mirl}] fetM= [maif] f

FrH2(4)de

B)] par [[7|,

(changement affine donc C1),
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Par croissance de l'intégrale,

m/l(l —5)"ds < 1(1 —5)"f ) (a4 s(b—a))ds
dong en calculant I'intégrale

(1 — )" f"(a+s(b—a))ds <

En apphquant le théoréme des valeurs intermédiaires,

Je€la; b, f"(c) = (n+ 1)/0 (1—5)"fO Y (a + 5(b— a))ds

<

X

M/Ol(l —s)"ds

m < (n+1)

b— n+1
c) Le reste intégral peut alors s’écrire (n_ﬁ)l)!f(”ﬂ)(c).
4. Tl suffit d’observer que k(b—a)"*! VS, 0 ((b — a)™)... pour n’importe quelle constante,
—a
[1/]]
par exemple k = ———=
(n+1)!

Deux applications des accroissements finis et du théoréme de Rolle

1. Formule de la moyenne
Soit g : [a; 8] — R continue et M, g =

[as Bl.
Montrer qu'il existe v € | a; B[ tel que My g = g(7).

B
3 / g(t)dt la valeur moyenne de g sur
—al,

Une généralisation du théoréme de Rolle
Soit f : R — R dérivable. On suppose que f posséde une méme limite £ en —oco et
+00.
a) Faire un dessin.
b) En considérant le prolongement par continuité de g = f o tan sur [—7/2; 7/2],
montrer qu’il existe ¢ € R tel que f/(¢) = 0.

Solution (Ex.3 — Deuz applications des accroissements finis et du théoréme de Rolle)

1. Soit G une primitive de g. G est de classe C! donc par le théoréme des accroissements
G
finis, 3y € Ja; B[ tel que G'(c) = (@) 9(7) = Ma,s-

G(B) —
(9) .
b —«
. Par composition, g est dérivable sur | —7/2; 7/2[. On prolonge g par continuité sur
[—7/2; 7/2] en posant g(—7/2) = g(n/2) = £. Donc g est continue sur [—7/2; 7/2].

Comme g(—m/2) = g(n/2), le théoréme de Rolle assure : Iy € | —7/2; 7/2[ tel que

g(v) =0

Or ¢'(v) = f'(tan(v)) tan’(y) = f'(tan(7))(1 + tan?(y)), et comme 1 + tan?(y) # 0,
f'(tan(y)) = 0, i.e. f/(c) = 0 en prenant ¢ = tan(y).

ol
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Largement inspiré de ESSEC ECS 2010 et E3A maths 2 PSI 2018

Le but de cette partie de probléme est d’étudier certaine propriété des solutions de I’équation
différentielle scalaire a coefficient constant d’ordre 1 dont le second membre est borné.

Dans tout le probléme, I est I'intervalle [1; +oo].
On note & le R-espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur I a valeurs réelles, et
& = CY(I,R) le R-espace vectoriel de fonctions de classe C! sur I a valeurs réelles.
Lorsque V est un endomorphisme de &, on rappelle que VY = Id¢ et que si n est un entier
naturel non nul, V? =Vo...0oV.
—_——

Soit @ un réel strictement positif.

Pour tout f de &, on considére ’équation différentielle sur I :
/ — f
y—ay+f=0 (E)

et on note S/ 'ensemble de ses solutions sur I.

1. Etude de I'équation (E7).

1..1. Soient f e et z € &.
Montrer que z est solution de (E) si et seulement s’il existe K € R tel que :

Veel, z(z)=e* (K - /w e—“tf(t)dt)

1

1..2. Prouver que s’il existe une solution de (E/) qui soit bornée sur I, alors celle-ci est
unique.

+oo
1..3. Vérifier que l'intégrale / e~ f(t)dt est convergente.
1

+oo
1..4. Démontrer que la fonction F : x € [ — % / e~ f(t)dt est 'unique solution de

(E/) bornée sur L.

On définit ainsi une application U, de £ dans £ qui a toute fonction f de £ associe la
fonction F = U,(f) ainsi obtenue.

2. Etude de quelques propriétés de U,,.

2..1. Expliciter U,(f) lorsque f est la fonction constante égale a 1.
2..2. Vérifier que U, est un endomorphisme de £.
2..3. a. [’endomorphisme U, est-il injectif ?

b. Montrer que pour tout f élément de £, U,(f) € &;.

c. L’endomorphisme U, est-il surjectif?

2..4. On suppose uniquement dans cette question que a = 1.

Montrer que le sous-espace de € : F = Vect(sin, cos) est stable par U;. En donner
une base B.

Ecrire la matrice M de la restriction de U; a F dans cette base.

Prouver que M = X2 ot1 A est un réel positif et {2 une matrice de rotation dont on
déterminera l'angle.
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3. On revient au cas général.

3..1. Pour r € [0; 4o0[, on note f, la fonction de £ définie par : x — ™",
Déterminer U,(f;.).

1
3..2. Soit A € }O; —} . Le réel X est-il valeur propre de I'endomorphisme U, ?
a

3. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (U?(f,))nen sur 1.

4. Etudier la convergence simple de la série de fonctions Z UZ(f,) sur I et déterminer

n=0
sa somme lorsqu’elle converge.

4. Prouver que 'on a, pour tout élément f de & :
“+o0o
Vel Ua(f)(x)= / e f(+ 1)dt
0

5. Pour tout entier naturel k, on note g, la fonction de £ définie par : gy(z) = e *z* et on
note Gk = U(z(gk)'
Pour tout entier naturel p, on note F, = Vect(go, - .., gp)-
5..1. Donner une base B, de F,.
5..2. Vérifier que F, est un sous-espace vectoriel de &£ stable par U,.

5..3. Calculer le déterminant de la restriction de U, a F,,.

6. Prouver que l'on a : V f € &, |U,(f)] < Ua(|f])-
7. Soit f dans £ a valeurs positives. En est-il de méme pour U,(f) 7
8. Soit f dans £ décroissante. Prouver que aU,(f) < f puis que U,(f) est décroissante.
9. On note :
e # l'ensemble des éléments de £ de classe C! sur I et tels que f’ est bornée sur I.

e D l'opérateur de dérivation sur H.
Soit f € H.
9..1. Montrer que 'on a : U,(f") —aU,(f) + f = 0.
9..2. En déduire que U, et D commutent dans H.

10. Soit f € €. Vérifier que pour tout entier naturel n, U™ (f) est la fonction

x— e /+OO Me’“tf(t)dt.

|
n!
On pourra procéder par intégration par parties.

11. Soit f € £.
On suppose dans cette question et uniquement dans cette question que a > 1.

+oo
t— n
11..1. Soient x € I et ¢ un réel supérieur ou égal a x. Calculer Z <#eatf(t)>.
n!

n=0

11..2. Démontrer que la série de fonctions Z U,(f) est simplement convergente sur I. On

n=1
notera S sa somme.

On pourra utiliser sans démonstration le résultat valable pour tout entier naturel n :

o0
/ u"e *du = n!
0

11..3. Démontrer qu’il existe un réel b > 0 tel que S = Uy(f).
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PC POLYNOMES ET CALCUL DE ((2) 2021-2022

Largement inspiré de E3A maths 2 PSI 2016‘

Le but de cette partie de probléme est de calculer la valeur de la série de Riemann de

parameétre 2
+00 1

((2) = 2

k=1
en exploitant les racines d'une famille de polynomes|[}
Soit n un entier naturel non nul.

1. Soit 6 € [0,2n[. Déterminer, s'ils existent, module et argument du nombre complexe

u=1+e".
2. On note P, le polynome de C[X] défini par
1
P.(X) = % ((X + Z')2n+1 — (X — Z-)2n+1)
i

(a) Etude descasn=1et n =2

i. Déterminer les polyndémes Py et Ps.

ii. Vérifier que Py € Ry[X] et que Py € Ry[X]. Sont-il irréductibles dans R[X]?
(b) Cas général

i. Montrer que P,, € Cy,[X]. Donner son degré et son coefficient dominant.
ii. Soit N € N*. Donner I’expression des racines N-iémes de 'unité.
iii. Calculer P, (7).
iv. Prouver par un argument géométrique que les racines de P,, sont réelles.
v. Soit a € C. prouver ’équivalence
a est racine de P,, <= 3k € [|1,2n]], a(e¥F™/Cn+1) 1) = j(e2ikm/Cnt1) 4 1)
vi. Déterminer les racines du polynéme P,,. Vérifier alors le résultat de 2.b.iv.

vii. En développant P,,, déterminer un polynome Q,, de degré n et a coefficients réels
tel que

Pn(X) = Qn(XQ)
viii. Justifier 'unicité du polynéme Q,, ainsi obtenu.
ix. Expliciter Q; et Q2 et déterminer leurs racines respectives.

x. Déterminer les racines de Q,, en fonction de celles de P,,.
n

1
3. On pose S,, = Z — - Lo utilisant des résultats obtenus a la question précédente,
j— tan (2n+1)
n(2n —1
montrer que S, = %

4. (a) Hlustrer graphiquement les inégalités suivantes, puis les démontrer
Vo e [O7 g[, 0 <sin(z) < z < tan(z)

(b) En déduire que

vae o2 Loy
x f— —
"2 tan?(z) T 2% tan?(x)
— 1
5. Justifier la convergence de la série de terme général k% et calculer la somme =k
k=1

1. Cette preuve a été publiée en mars 1973 par Ioannis PAPADIMITRIOU, mathématicien amateur (voir
https ://www.maa.org/sites/default /files/pdf/pubs/amm _supplements/Monthly Reference 8.pdf)
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PC SERIES NUMERIQUES ET SERIES DE FONCTIONS 2021-2022

Largement inspiré de E3A maths 2 PC 2016

Le but de ce probléme est de donner, dans la partie I, trois expressions différentes du
réel In(2) sous la forme d’'une somme de série puis d’étudier, dans la partie II, la vitesse de
convergence de ces trois séries.

On rappelle que pour une série Zuk, le reste d’indice n, pour n € N est le réel défini par

k>1
+o0
E Uk .

k=n+1

Partie 1

1. Rappeler, en précisant le rayon de convergence, le développement en série entiére de la
fonction définie sur | —1; +oo[ par z — In(1 + x).

+o0o
1
2. Montrer alors que In(2) = Z o
k=1

k+1
3. (a) Donner le rayon de convergence puis calculer la somme de la série entiére Z B
P k(k+1)
+00 1
(b) En déduire la valeur de kz:; R E 2
. (_1)k—1
4. (a) Montrer que la série Z T — est convergente.
k>1
— (=D, 1
(b) Montrer que pour tout n € N et tout x € [0; 1], Z ¥ <
k=n+1 n+l

X (D

(¢) En déduire que In(2) = -

T
I

Partie 11

Pour n € N, on note :

=~ (=DF!

=1 ~1

k=n+1 k=n+1 k=n+1

+oo
1
t Vo= —
etV Zk:(k:+1)2k

R,, S, et V,, sont donc les restes d’ordre n des séries vues en premiére.

Le but de cette partie est de déterminer des équivalents des trois suites (R,,), (S,) et (Vy,).

On rappelle que la notation u,, ~ v, signifie que la suite (u,) est équivalente a la suite (v,)
et u, = o(v,) signifie que la suite (u,) est négligeable devant la suite (v,,).

Lycée Henri POINCARE 1 ou
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+001

E .
i=n+1

1. On note dans cette question (U,), -, la suite définie par U,, =

; 1
(a) Calculer U,. Ecrire pour tout k£ € N*, — en fonction de deux termes de la suite

ok
(Un)pso-
+00
(b) En déduire que pour tout n € N, R, = n[jzll - kzﬂ k(kUj S
400 Uk
(¢) Montrer que kz O] = o(R,).
=n+1
1
d 1 ~—
(d) Conclure que R, —
2. (a) Montrer que :
n—1 1 i
Vn e N, vt € [0; 1 ek — ()
n e ) € [ ) ] ) kZ_Q( ) 11¢ ( ) T+t

1
tn
(b) En déduire que pour tout n € N*, S, = (—1)"/ dt.
0

(c) Montrer que I'on a

; _ (=1 (—1)”/1 ¢!
vn e N, Sn_?(n+1)+n+1 0 (1+t)2dt'

(="
2n

(d) Conclure que S,, ~

1
n22n'
4. Parmi les trois séries étudiées dans ce probléme, laquelle converge le plus rapidement ?
Laquelle converge le moins rapidement ? Justifiez vos réponses.

3. Montrer que V,, ~

Lycée Henri POINCARE 2 ol
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Succession d’expériences non indépendantes
CONTEXTE

Le classique schéma de Bernoullt étudié en cours suppose lindépendance des expériences réa-
lisées. Que dire lorsque chaque expérience dépend du succes de la précédente, par exemple lors
de la transmission d’un message basique 0-1 par n intermédiaires dont la fiabilité n’est pas
garantie ?

On considére une succession d’expériences aléatoires pouvant chacune se solder pour un succés
ou un échec. On suppose que :

@ si la n-éme expérience donne un succes, alors la suivante donne un succés avec une
probabilité p € | 0; 1[;

@ si la n-éme expérience donne un échec, alors la suivante donne un succés avec une proba-
bilité ¢ € 105 1].

On note, pour tout n de N*,

® X, la variable indicatrice de I’événement « la n-ieme expérience donne un succes »;
@ U, le vecteur de M, »(R) défini par
Un = (B(X, = 1]) (X, =0))).

1. a) Montrer RIGOUREUSEMENT qu’il existe une matrice S de My (R) vérifiant
Vn € N*, U, = U,S.
La matrice S est parfois appelée 'matrice de transition’ de ce processus.
b) En déduire une expression de U,, en fonction de S, n et U;.
c) Vérifier que S admet 1 pour valeur propre puis qu’elle est diagonalisable.

d) Déterminer lim P([X, = 1]).
n—+o00

On dit parfois que la suite (X,,) converge en loi vers B(). On notera que cette limite ne
dépend pas de ["issue de la premiére expérience.

2. On se propose de retrouver la limite précédente par une autre méthode.
a) Montrer que la suite (P([X,, = 1])) est arithmético-géométrique.
b) En déduire lirf P([X,, = 1]).
n—-+0o0

Ezxemple de chaine de Markov a 4 états

Une chaine de Markov décrit un systéme pouvant au cours du temps étre dans différents états,
chaque nouvel état dépendant de [’état précédent du systéme. Andrei Markov a publié les pre-
muers résultats sur les chaines de Markov a espace d’états fini en 1906. Une généralisation a
un_espace d’états infini dénombrable a été publiée par Kolmogorov en 19356.

On considére quatre points dans le plan numérotés de 1 a 4. Une particule se déplace chaque
seconde sur I’ensemble de ces points de la fagon suivante : si elle se trouve au point i, elle y
reste avec une probabilité égale & 1/10 ou passe en un point j # i de fagon équiprobable.

Lycée Henri POINCARE 1 ou
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p
3
. q
q q
q
p@//q q 2()19
q
q q
K q
O
p

Exemple de chaine de Markov a 4 états

On note X une variable aléatoire de loi Py donnant la position Xg en l'instant n = 0, X, la
P(X, =1)
position du point a l'instant n et P, = : la loi de X,,.

P(X, =4)
1. Montrer RIGOUREUSEMENT qu’il existe une matrice ), que ’on déterminera, telle que

YneN, P, =Q"P,.

La matrice @) s’appelle « matrice de transition » de cette chaine de Markov.

2. a) Justifier que Q est diagonalisable.
b) Déterminer RAPIDEMENT les valeurs propres et sous-espaces propres de Q.
c) Montrer que la suite (Q"),en converge. On note L sa limite.

3. a) Justifier existence d’une matrice orthogonale U € O4(R) telle que *UQU soit diagonale.
b) En déduire que L est la matrice du projecteur orthogonal de My ;(R) sur Vect(V) ou V
désigne le vecteur de My ;(R) dont tous les coefficients valent 1.
c) Déterminer finalement la limite de P,, lorsque n tend vers +o0.
Sa limite dépend-elle de la position initiale de la particule?
d) Quelle est la loi limite de la suite de variables (X,,) ?

Généralité sur les matrices stochastiques
CONTEXTE

Les matrices de transition des deux exemples précédents possédent deux propriétés caractéris-
tiques : coefficients entre 0 et 1 et sommes des coefficients sur chaque ligne toutes égales a 1. Ce
sont des matrices « stochastiques » (qui est un synonyme grec d’aléatoire), et il est intéressant
de pourvoi calculer leurs puissances successives.

On dit qu’une matrice M de M,,(R) est stochastique si

Lycée Henri POINCARE 2 (3|
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OV, 5) € [1; o', mi; >0,
@vie([1;n]], ) miy=1
j=1

On dit de plus que M est strictement stochastique si, dans @, toutes les inégalités sont strictes.
Soit U le vecteur de M,, 1(R) dont tous les coefficients valent 1
1. a) Soit M € M, (R).
Montrer que M est stochastique (respectivement strictement stochastique) si, et seulement
si, MU = U et tous les coefficients de M sont positifs (respectivement strictement positifs).
b) En déduire que le produit de deux matrices stochastiques (respectivement strictement
stochastiques) est une matrice stochastique (respectivement strictement stochastique).
c) Si M est stochastique (respectivement strictement stochastique) et si la suite (M™) converge,

que peut-on dire de lim M"?
n—-+00

2. Soit M une matrice stochastique et A\ une valeur propre de M.
Soit V = (v;)1<i<n € My1(K) un vecteur propre de M associé a la valeur propre .
On note k € [[1; n]] un indice tel que vy = max (|vi]).
<ign

a) Justifier que || Jvg| < |vgl.
b) Que peut-on en déduire pour A7
c) Montrer que |\ — mgg| < 1 — myy.
On suppose de plus, jusque la fin de cette question, que M est strictement stochastique.
d) Montrer que, si A # 1, alors |A| < 1.
e) Soit X un vecteur propre réel de M associé a 1 et z;, son coefficient de plus grande valeur
absolue. Quitte a remplacer X par —X, on suppose xy > 0.

Justifier que x = Z my, ;x; et en déduire que X est proportionnel a U.
j=1
3. Montrer que si M est strictement stochastique et diagonalisable, alors la suite (M™),,en
converge vers une matrice de projecteur de rang 1.

Si M est stochastique, alors :

@ 1 est valeur propre de M et U = | : | est un vecteur propre de M associé a 1,
1
@ toute valeur propre de M est de module au plus égal a 1 : Sp(M) C {z € C||z| < 1}
Si de plus M est strictement stochastique, alors

® 1 est 'unique valeur propre de M de module 1,
® ses autres valeurs propres sont de module strictement inférieur & 1,
® le sous-espace propre associé a 1 est de dimension 1 : E; = Vect(U).

® si M est diagonalisable, alors la suite (M™) converge vers une matrice de projecteur de
rang 1.
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4 4 4

1

4. Soit M = —
01 19 6 3 3
2 5 5

Vérifier que M est strictement stochastique non diagonalisable. Pour la non-diagonalisabilité,
il nest pas nécessaire de déterminer xy...

Exercice 4| Les matrices J,,

CONTEXTE

Lorsque le systeme a une probabilité p de rester dans le méme état et une équiprobabilité de
passer dans l'un des autres états (comme dans l'exercice 2), la matrice de transition a une forme
particuliére dont les éléments propres peuvent étre déduits de I’étude d’une matrice fréquemment
rencontrée en algebre, la matrice dont tous les coefficients valent 1.

Pour tout n € N*, on considére la matrice J,, € M,,(R) dont tous les coefficients valent 1.
1. a) Justifier que J,, est diagonalisable.
b) Calculer J2 et en déduire les valeurs propres possibles de J,,.
c) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de J,,.
2. a) Montrer qu’il existe un scalaire @ € R tel que aJ,, soit la matrice canoniquement associée
a une projection p de R™ distincte de ’endomorphisme nul.
b) Justifier que cette projection p est une projection orthogonale.

3. Pour (a, ) € R?, on pose

M(ef) =" 5 = (a— B, + B,

B ... B

a) Justifier que F = {M(a, 8)|(c, B) € R?} est un sous-espace vectoriel de M,,(R) et qu’il est
stable par le produit matriciel.
b) Justifier que toute matrice de F est diagonalisable et préciser ses éléments propres.

4. On suppose n > 3.
Soit S une matrice stochastique de F distincte de I,, (comme la matrice Q de I'exercice 2).
a) Montrer que la suite (S™),,en converge.
b) Soit V une colonne de M,, 1(R) et U la colonne de M,, 1 (R) dont tous les coefficients valent

1. Caractériser a I’aide d’un produit scalaire la propriété Zvi =1.
i=1
c¢) Soit V une colonne de M,, 1 (R) telle que
\V/’LEH17nH7 ’UZE[O, 1]ethz:1
i=1

Justifier que, pour tout m de N, la somme des coefficients de S™V vaut 1.

d) Que vaut lim S™V? Commenter ce résultat en terme de chaine de Markov.
m——+0o0

Lycée Henri POINCARE 4 (3m|
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