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1 Nombres réels et complexes

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Majorant et minorant d’une partie de R

Soit P C R.

M € R est un majorant de P si Vx € P,z < M.

m € R est un minorant de P si Vx € P,m < z.

Maximum et minimum d’une partie de R

Soit P C R.

(i) M € R est le maximum de P si M € P et Vo € P,z < M. On note alors
M = max(P).

(i) m € R est le minimum de P si m € P et Vo € P,m < z. On note alors
m = min(P).

= Toute partie méme non vide de P n’admet pas nécessairement un maximum et/ou
un minimum.

Borne supérieure et borne inférieure d’une partie non vide de R
(i) Toute partie P non vide et majorée de R admet une borne supérieure notée
sup(P) : c’est le plus petit de ses majorants.
Caractérisation : M = sup(P) <= Vo <M, Jy € P, x <y < M. (ii) Toute partie
P non vide et majorée de R admet une borne supérieure notée sup(P) : c’est le plus
petit de ses majorants.
Caractérisation : M =sup(P) <= Ve <M, Jye P, z <y <M.
Partie entiére d’un réel
Soit « € R. La partie entiére de z, notée |z, est définie par :

lz] €Z et quad|z] <z < |z]+1.
Segments et intervalles de R
(i) Soit (a,b) € R? avec a < b. Le segment [a; b] est défini par

[a; b]dif' {xeR, agxgb}.

(ii) Une partie P de R est un intervalle si, et seulement si,
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V(a,b) € P avec a <b, [a; b] CP.
1.6 Inégalité triangulaire
V(z,y) € K2, 2] = yl| < |z —yl < [a| + |yl.

1.7 Formulaire dans C

@ VteR, e =cos(t)+isin(t)

@ Vz c (C, &% = eRe(z)eiIm(z)

®VzeC, |2°=z2zetle?|=e>)

it —it it _ o=t
@ Euler: Vt e R, cos(t) = % et sin(t) = %
i
® De Moivre : Vt € R,Vn € N, (cos(t) + isin(t))™ = cos(nt) + isin(nt)

é 2tk
® VneN* 22"=1 <— Hlke[[O;n—l]],z:wkd:f'exp(Zﬂ.)
n

n—1
@ U, ={wilk €[0; k—1]} et Vn>1, Zwkzo
k=0

1.8 Formulaire trigonométrique

@ cos(a+b) = cos(a) cos(b)—sin(a) sin(b), sin(a+b) = sin(a) cos(b)+cos(a) sin(b)
@ cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 1 — 2sin®(a) = 2cos?(a) — 1, sin(2a)

2sin(a) cos(a)

® cos(a) cos(b) = = (cos(a + b) + cos(a — b))

sin(a) sin(b) = = (cos(a — b) — cos(a + b))

e e I

sin(a) cos(b) = 5 (sin(a +b) +sin(a — b))

_ tan(a) + tan(b) _ 2tan(a)
® tana +b) = 1 — tan(a) tan(b)’ tan(2a) = 1 — tan?(a)

a

cos(p) = \/ﬁ
. b
sin() = N7

1.9 Equation du second degré a coefficients réels
Soit (a,b,c) € R* x R? et (E): ax?+bxr+c=0.

Soit A 52 _ 44c.

® acos(t) + bsin(t) = vVaZ + b2 cos(t — ¢) ol

—b+t VA

® SiA>0,alors x = g racines réelles distinctes.
a
@ Si A=0,alors x = _—, racine réelle double.
a

—b+ivV—-A

® Si A <0, alors x = 2;, racines complexes conjuguées.
a

2 T
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1.10 Equation du second degré a coefficients complexes
Soit (a, b, c) ER*xR%?et (BE): az?2+bz+c=0.

Soit A ¥ b2 — 4ac et § tel que 62 =A

b+
® Si A #£0alors z = o racines distinctes.

@ Si A =0, alors z = ;—;, racine double.
1.11 Trouver deux nombres connaissant leur somme et leur produit
a+b=S a et b sont les solutions de
{ab:P 22-S2+P=0.

1.12 Coefficients binomiaux, formule du binéme

n
@ ) est le nombre de fagons de choisir p éléments distincts parmi n sans tenir

p
compte de I'ordre. C’est aussi le nombre de parties & p éléments d’un ensemble

A néléments.
n!

®(n>: w si0<p<n,
p 0 sip>n.

©) (n) = ( " ), relation de Pascal : (n + 1) (n) + ( " )
P n—op +1 P p+1
( )apbn_p

M:

@ Formule du binéme de Newton : V(a,b) € K2, (a+b)"
p=0

2 Suites et sommes de référence

2.1 Suites arithmétiques
@ La suite (un)n>n, st arithmétique de raison r € R si, et seulement si,
Vn > ng, Uptpl — Uy =T
On notera que la raison r est indépendante de 'indice n.
@ Soit (un)n>n, une suite arithmétique de raison r € R.
e Vn > mng, Uy = Up, + (n—ng)r;

- (n —no 4 1)(tn, + n)
Z Uk = 2 ’

o Vn > no,
]C:no

5 (nombre de termes) x (premier terme + dernier terme)
alias :

2.2 Suites géométriques
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@ La suite (up)n>n, €st géométrigue de raison ¢ € R si, et seulement si,
Vn > ng, Upt1 = qUp.
On notera que la raison ¢ est indépendante de I'indice n.
@ Soit (un)n>n, une suite géométrique de raison ¢ € R.
eVn>ng, Up=¢q" "Upn,;

n 1-— qn—no-ﬁ-l
Upy ———SI 1
e Vn > ng, Zuk: no 14 q#
k=ng (n —Mng + l)unOSi g=1
1 - 'r'aison"OWbTe de termes

alias : (premier terme) x

1 —raison
® Si uy, # 0, alors

sign(tn,) x (00) sig>1

. Un, sig=1
lim wu, = .
n—+oo 0 si —1<g<1
n’existe pas sinon

2.3 Suites arithmético-géométriques

@ La suite (un)n>n, €st arithmético-géométrique si, et seulement si,
Ja # 1,3b # 0,Vn > ny, Upy1 = AUy + b (R)
On notera que les paramétres a et b sont indépendants de l'indice n.
@ Comme a # 1, il existe un unique réel £ tel que () : {=al+b.
(R) — (€) donne : VYn > ng, upy1 — £ =a(u, —L).
La suite (u, — ¢) est géométrique de raison a, de premier terme u,, — ¢, et on
a:
Vn > no, Up, = a0 (Uup, — £) + L.
® Deux interprétations pour . D’une part, la suite (€),>n, est Punique suite
constante vérifiant la relation de récurrence (R). D’autre part (lorsque wu,, #
?), la suite u converge si, et seulement si, a € | —1; 1[. Et alors nEIJIrloo Uy = L.

2.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

® La suite (up)n>n, vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 si, et
seulement si,
da € K, 3b € K*,Vn > ng, Upta = AUpiq + by, (R).
On notera que les paramétres a et b sont indépendants de I'indice n.
®@ Théoréme dans R, i.e. quand (a,b, un,, Un,+1) € R*.
Soit (€) I'équation caractéristique associée a la relation (R) :
&) 2?2 —azx —b=0.
o Premier cas : (£) posséde deux racines réelles distinctes 7y et 5.
Alors : 3(a, B) € R?, Yn > ng, Up = ary + pry.

m
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e Deuzieéme cas : (£) posséde une unique racine réelle r.

Alors : 3(a, B) € R?, Yn > ng, Up = (a+ Bn)r™

e Troisiéme cas : (£) ne posséde pas de racine réelle mais deux racines com-

plexes conjuguées e’ et re™.

Alors : 3(a, B) € R?, Vn > no, up, = (acos(nf) + Bsin(nh))r"
® Théoréme dans C, i.e. quand (a,b, un,, un,+1) € C*.

Soit (€) I'équation caractéristique associée a la relation (R) :

&) 2?2 —ar —b=0.

e Premier cas : (£) posséde deux racines complexes distinctes r; et ro.

Alors : 3(a, B) € C2?, Vn > nyg, Uy, = arl + Bry.

e Deuzieme cas : (£) posséde une unique racine complexe r.

Alors : 3(a, B) € C?, Yn > ng, Uy = (a + Bn)r"

2.5 Sommes finies de référence

@ Zk— n—|—1 ; ®Zk2 n+1)6(2n+ ; ®Zk3 ( n+1)) ’
<Zai> :Za?—i— Z aiaj:zn:a?—i—Q Z a;a;
i=1 i=1

1<i,j <n,ij i=1 1<i<j<n

2.6 Gestion des sommes doubles
Cas d’indices indépendants

5 Zuw - X “i’j:i<§""’j>

=1 \j=1 1<i<m,1,<j<n j=1
Cas d’indices dépendants

DI DT D SRS S b it

i=1 \j=1 1<j<i<m j=1 \'i=j

3 Théorémes de premiére année sur les suites

3.1 Suite bornée, minorée, majorée
Notez que dans les définitions suivantes, les réels B, m et M sont indépendants de
Uindice (muet) n et ne dépendent que de la suite u considérée.

® La suite u € KN est bornée si, et seulement si,
dBeR, VneN, |u,|<B.

@ La suite u € RY est minorée si, et seulement si,
JneR, VnelN, m<u,.

® La suite u € RY est majorée si, et seulement si,
IMeR, VneN, wu, <M.

5 1
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@ La suite u € RY est bornée si, et seulement si, elle est & la fois minorée et majorée.
3.2 Définition de la convergence d’une suite
La suite (u,,) € KN converge vers le scalaire £ si, et seulement si,
Ve>0, INeN, Vn>N, J|u,—/{ <e.
On écrit alors :  u,, —— /.
n—-+4oo
3.3 Corollaire immeédiat pour K =R
A savoir justifier.
Up, 4>n_>+oo ¢ si, et seulement si,
V(a,b) eR?tqa<l<b, INeEN, Vn>N, a<u,<b>
3.4 Unicité de la limite
Siu, — letu, — ¢ alors £ =1
n—-+o0o n—-+4oo
3.5 Limites infinies
La suite (u,,) € RY diverge vers +oo si, et seulement si,
VMeR, INeN, Vn>N, wu,>M
On écrit alors :  u,, —— +00.
n—-+o0o
La suite (u,,) € RY diverge vers —oo si, et seulement si,
VvMeR, INeN, Vn>N, wu, <M.
On écrit alors :  u,, —— —oc.
n—-+4oo
3.6 Théoréme de convergence monotone
Soit (u,) € RY une suite croissante.
u est convergente si, et seulement si, u est majorée.
u diverge vers 400 si, et seulement si, u n’est pas majorée.
On notera que, pour une suite u croissante, « nllﬁloo Up » @ toujours un sens.
3.7 Suites extraites

Soit (u,) € KN une suite.

@ Soit ¢ : N — N une application strictement croissante.

La suite (uw(n)) est appelée suite extraite de la suite u. La fonction ¢ est appelée
fonction extractrice.

@ Les exemples les plus fréquents de suites extraites de u sont les suites (un41),
(u2n) et (u2nt1).

@ La suite u converge vers le scalaire £ si, et seulement si, toute suite extraite de
u converge vers /.

@ La suite u converge vers le scalaire /£ si, et seulement si, les deux suites extraites
de (u2y,) et (ugpe1) convergent vers /.
On utilise fréquemment @ ou @ pour justifier qu’une suite diverge.

W
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3.8 Théoréme des suites adjacentes
e Deux suites u et v de RY sont dites adjacentes si
@ T'une croit,
@ l'autre décroit,
® la suite v — u converge vers 0.
e Si les suites u et v sont adjacentes, alors elles sont convergentes, vers une méme
limite.
De plus, si u croit, v décroit et £ = lim wu, = lim wv,, alors
n— o0 n— 400
V(m,n) € N2, u, <0< v,.
3.9 Caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction
Soit f:I = Keta€l, ie aestun point de I ou une borne de I, éventuellement
égale & —oo ou +o0.
Alors f tend vers £ en a si, et seulement si, pour toute suite v € IV de limite a, la
suite (f(un)) tend vers £.
4 Théorémes d’analyse de premiére année
4.1 Théoréme de Rolle
Soit a < bet f:[a; b] = R, continue sur [a; b] et dérivable sur Ja; b[.
Si f(a) = f(b), alors: c € ]a; b, f'(c)=0.
4.2 Théoréme des accroissements finis
Soit a < bet f:[a; b] = R, continue sur [a; b] et dérivable sur Ja; b[.
Alors: 3c€la; b, [f(c)= w.
4.3 Inégalité des accroissements finis dans R

Soit a < bet f:[a; b] = R, continue sur [a; b] et dérivable sur Ja; b[.

® On suppose qu’il existe (m,M) € R? tels que :
Vz €la; b,m < f'(z) <M.

Alors : m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b— a).
@ On suppose qu’il existe M € R tels que :

Vo €]a; bf,|f (z)] <M.

Alors : |f(b) — f(a)| < M|b— al.

7/
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4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

Inégalité des accroissements finis dans C

Soit a < bet f:[a; b] = C, continue sur [a; b] et dérivable sur Ja; b[.
On suppose qu’il existe M € R tels que : Vz €]a; b[,|f (z)] <M.
Alors : |f(b) — f(a)] < M|b—al.

Théoréme de la limite de la dérivée

Soit I un intervalle de R et a € L.

Soit f : I — R continue sur I et dérivable sur I\ {a}.

fz) = f(x)

Si f'(z) admet une limite ¢ (finie ou infinie) en a, alors tend vers ¢

quand z tend vers a.

En particulier, si £ est finie, alors f est dérivable en a et f'(a) = £.
Théoréme fondamental de I’analyse

Soit I un intervalle de R, a € L.

Soit f : T — R une fonction continue.

Alors F: 1 - R,z — / f(t)dt est la primitive de f s’annulant en a.

Formule de Taylor avec reste intégral
Soit f : I — R de classe C"*!.

V(a,b) €12, f(b) = Zn: f(k;!(a) (b—a)k + /b (b;i!t)nf(”“)(t)dt
k=0 a

Inégalité de Taylor-Lagrange
Soit I un intervalle de R, a € L.

Soit f : T — R de classe C"™!. On suppose qu’il exsite une constante M telle que
Vo €1, |f("+1)| < M. Alors

f(a) M. |z —a|"""
_ — f! — = —_) | g == "
v el [f) - 10) - Sl - ) + | < R
Formule de Taylor-Young
Soit I un intervalle de R, a € L.
Soit f: I — R de classe C"*!. Alors :
(n)
Ve €1, f2) = fa) + Fla)e—a) -+ T D ay st o((e - a))
(n)
Vhtqa+hel, fla+h)= f(a)+ f'(a)h + f ( ) + o(h™)
Sommes de Riemann
Soit f:[a; b = R. Soitf'[ ; ]—HR
Soit : Vn € N*, s, = < —l—k)etS b_aZf(a—i-kb_a)
n n
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Si f est continue sur [a; b], alors :
b b
Sn m)/a f(t)dt et Sn m}/a f(t)dt
4.11 Convexité

@ f est convexe sur I si
V(z,y) € 2,VA€[05 1], f(Az + (1= Ny) < Mf(@) + (1= M) f(y).

@ Si f est convexe, alors Cy est située au-dessus de ses tangentes et en dessous
de ses cordes.

® Si f est deux fois dérivable, alors f est convexe si, et seulement si, f” > 0.

Equations différentielles

. Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1

Soit a,b : I — K continues.

(&) ¥' +a(t)y = b(2),

(&0) ¥ +a(t)y =0.
Résolution de l’équation homogéne
L’ensemble des solutions de (&) est

Eo = {t = ke 2"k € K} = Vect(t — e=A(1)

ou A désigne une primitive de a sur I.
= Si on ne sait pas expliciter A (i.e primitiver a), on peut écrire en vertu du
théoréme fondamental de ’analyse

By — {t s kexp (— /t:a(t)du) ke K}

. Solutions de I’équation avec second membre - Principe de superposition

Soit z : I — K une solution particuliére de I'équation (£). Alors I'ensemble des
solutions de (&) est
E = {y + z,y solution de (£)}.

. Recherche d’une solution particuliére par la méthode de la « variation de la c

On cherche une solution z : I — K de la forme
2(t) = k(t)e AWM,
= Si on ne se trompe, les « k(t) » se simplifient et on doit obtenir

K(£) = b(t) exp ( /t t a(t)du>

Il reste & primitiver pour obtenir une solution.

. Théoréme de Cauchy linéaire

Soit a,b: I — K continues, ty € I, yo € K. Le probléme de Cauchy

o]
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py v rawu=p0
y(to) = o
admet une unique solution sur I.
5. Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 & coefficients constants
Soit a,b € K et ¢ : I — K continue.
(&) ¥+ ay’ + by = (),
(&) ¥y +ay +by=0.
L’équation caractéristique associé a (£y) est
(EC) 2 +az+b=0.
Soit A = a? — 4b son discriminant.
Résolution dans C
e Si A # 0, soit A\; # Az les solutions de (EC).
Eg = {t = cieM! + coe?t (c1,c2) € C%}
= Vect(t = eMf ¢ et2f).
e Si A =0, soit A la solution de (EC).
EO = {t — (Cl + Cgt)e)\t, (01,02) S Cz}
= Vect(t — eM,t — ter).
Résolution dans R
e Si A >0, soit A1 # g les solutions de (EC).
Eg = {t = cieM! + ce*?t (c1, c2) € R?}
= Vect (t — eMf ¢ s et2t).
e Si A =0, soit A la solution de (£C).
EO = {t — (61 + Cgt)e)\t, (01,02) S Rz}
= Vect(t — eM,t — ter).
e Si A <0, soit A = a = ib une solution de (£C).
Eo = {t + (c1 cos(bt) + co sin(bt))e™, (c1,c2) € R?}
= Vect(t — cos(bt)e®, t — sin(bt)e).

6. Solutions de 1’équation avec second membre - Principe de superposition
Soit z : T — K une solution particuliére de I’équation (£). Alors I'ensemble des
solutions de (£) est

E = {y + z,y solution de (£)}.

7. Seconds membres particuliers

= Second membre c: t — Ae* avec A € K.

e Si A non racine de (£C), on cherche une solution du type t — Be.

e Si )\ racine simple de (£C), on cherche une solution du type t — Bte.
e Si \ racine double de (£C), on cherche une solution du type ¢ ~ t2e*.
= Second membre c: ¢ — Acos(wt) ou ¢: t — Asin(wt)

On suppose ni 4w ni —iw solutions de (£C).

Alors il existe (A, ) tel que t — A cos(wt) + psin(wt) soit solution de (£).

10/11]



PC Résumé de cours d’analyse de PCSI 20252026

8. Théoréme de Cauchy linéaire
Soit a,b,c: 1 — K continues, tg € I, (yo,%4) € K2. Le probléme de Cauchy
y' +alt)y +b(t)y = e(t)
(P) y(to) = yo
y'(to) = o
admet une unique solution sur I.

11/[11]
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