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Exercice 1| Cas des termes générauz décroissants

n
1
1. a) Proposer explicite une minoration de S,, = a l'aide d’une com-
) Prop p n % )
paraison avec une intégrale.
1
b) Montrer finalement que la série de terme général ﬁ diverge.

n(n

2. Soit (un)n>n, une suite décroissante telle que la série E Uy, converge.

n>ng
n
On pose : Vn > ng, S, = Zuk
k=1
t 1 Son — Sp) ?
a) Que vau n_l)IEOO( om n)

b) En déduire lim 2nugy,.
n—+oo

1
3. Vrai ou faux?

Soit (up)n>n, une suite décroissante.
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

c) Montrer que :

a) Si E un converge, alors Un = o\| —
n—-4o0o n
n

b) Siu, =

1
o < ,alors E Un converge.
n—-+4oo n

n

—1)"
c) La série Z (=1 est-elle convergente ?

n>z Vﬁi
d) A-t-on Gy 0 (1) ?

\/ﬁ ’N—>_+OO n
e) Commentaire ? A relier aux questions précédentes...

Solution (Ex.1 — Cas des termes généraux décroissants)

. 1 1
1.a) Soit n > 2. Vt € [n; n+1], () > () car t — (@) est
décroissante comme inverse de la fonction croissante t — t1n(t).
n+1 1
Par croissance de I'intégrale, on a : ———— > / ——dt.
nln(n) n  tin(t)

Lycée Henri POINCARE

En sommant les inégalités précédentes :
n

k+1 1
/ ———dt, et par la relation de Chasles :
k
2

"1
=N - >
Sn Z kln(k) = Z t1n(t)
k=2 k=
n+1 1
Sn 2/ dt.
2 tln(t)

n+1
/2 th}(t)dt = [Inln(®)[J;" = In(In(n + 1)) — In(In(2)) —— +o0, la

b) Comme

1
série de terme général diverge par minoration.
nln(n)
2. a) Comme la série Zun converge, la suite (S,,) converge, vers une limite S.
n>1
Alors : So, — S, ——— S — S =0 car (Say,) est une suite extraite de (S,).
n—-+4o0o
2n
b)Or : Vn > 1, So, —S, = Z Up > Nug, (n termes tous > ug, car u
k=n+1

décroit).

Et comme la serie Z uy, converge, u tend vers 0. Etant de plus décroissante,
n>1

u est une suite positive.

Ainsi : Vn > 1, 0 < nug, < So, — Sp.

Par encadrement, nus, —— 0, donc 2nus, —— 0.
—+00 —+00

n n
c) Vn > 1,0 < ugpi1 < ugy, done 0 < 2nug,y1 < 2nugy,, et par encadrement,

2nu — 0.
2nt+1 n—4o0o

Comme de plus ugp+1 —— 0, (2n+ Dugp — 0.
n——+o00

n—+4o0o
Les deux suites (2nu2n) et ((2n + 1)uQn+1) convergent vers la méme limite.
Ainsi, nu, — 0, autrement dit :

n—4o0o

ea(?)

3. a) Vrai : c’est ce que démontre la question 2.

1 1
b) Faux : la question 1. fournit un contre-exemple car =0 () et

1 o0
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>

n

di )
() iverge
. . 1 L -
4. a) Vrai : comme la suite | — | décroit et tend vers 0, la série converge par
n
application du théoréme de Leibniz.
_1)»
b) n(\f) = (—1)"y/n diverge, donc ne tend pas vers 0, donc on n’a pas
n
(=" 1
= ol|l—|.
\/ﬁ n—+o0o n

n fai 1/771 L oncl = o0 (=D
e det |y = i v ()

c) Sans 'hypothése de décroissance, 3.a) devient faux : une série peut converger

sans que son terme général soit négligeable devant —.

n
En particulier, si une suite est alternée, alors elle n’est pas décroissante,
donc les séries alternées peuvent converger sans que leur terme général soit

1
négligeable devant -

Exercice 2| Comparaison série-intégrale
“+o0o

Soit a € R. Justifier 'existence S(a) = Z

et a l'aide d’une comparaison

n=1 n’ + a?
série-intégrale calculer lim S(a). Que dire de lim S(a)?
a—+00 a——00
Solution (Ex.2 — Comparaison série-intégrale)

Je pose pour tout n >
e Sia=0, S(a) est la somme de la série nulle, qui existe et vaut 0.
a
eSia#0,u, ~ —et Zun converge par équivalence de termes généraux
n—+oo N

positifs et convergence de la série de Riemann de paramétre 2.

Je suppose désormais a > 0
a

———  on
x2 4+ a?’

e Par décroissance de la fonction, continue sur [0; +oof, f: x —

a pour tout n de N*,
n+1 n
[ t@ae< i< [ e
n n—1

Lycée Henri POINCARE

et comme u, = f(n), en sommant pour n de 1 a N,

/1N+1 f(x)dz < gun < /0

N

f(z)dx.

B B 1/a B o
Or /a f(x)dx = /a mdl’ = Arctan <a> — Arctan (E)
Ainsi
N+1 1 N N 0
Arctan ( ) — Arctan <> < Zun < Arctan () — Arctan () )
a a — a a

Puisque toutes les quantités présentes convergent, en passant a la limite lorsque
N tend vers o0,

T 1 T
— — Arct -1 <S < —=.
5 rctan <a> (a) 5
Et par encadrement, puisque Arctan(z) —— 0, lim S(a) = T
z—0 a—+oo 2
e Par linéarité de la somme, pour tout a de R, S(—a) = —S(a) donc S est impaire
) . T

ol



