CH.1 : T.D. SUR LES PRODUITS DE SERIES,
PC appelés « produits de Cauchy » 2025—2026

Exercice 1| Cas des séries a termes positifs

On suppose que les séries E an et g b, sont deux séries & termes positifs et convergentes.

k n n n
On pose, pour tout n de N, cp = Z a;bp_;, Ap = Zak, B, = Zbk et C, = ch.
i=0 k=0 k=0 k=0
On définit par ailleurs des ensembles d’indices :

T, = {(p,q) EN?*|p+qg<n}et Q,={(p,q) € N*|p<netq<n}

1. Justifier que T,, C Q, C Tq, et représenter ces trois ensembles.
2. Exprimer Z apby, Z apby et Z apby & I'aide des somme A, By, C,, et Cay,.
(P,q)€TH (P,9)€Qn (P,a)€T2n

3. Justifier alors que C,, < A,,B,, < Co,, et en déduire que la série Z cn, est convergente et que
+oo +oo +oo
> (L) (20).
n=0 n=0 n=0
+oo
n

4. Application — Soit ¢ € |0; 1[. En prenant a,, = b, = ¢", existence et valeur de la somme Z ng'".

n=1

Solution (Ex.1 — Cas des séries a termes positifs)
On suppose que les séries Z a, et Z b, sont deux séries & termes positifs et convergentes.

n

k n n
On pose, pour tout n de N, L = Z a;b_i, A, = Zak, B, = Zbk et C,, = Z Cp-
i=0 k=0 k=0 k=0
On définit par ailleurs des ensembles d’indices :

T, ={(p,q) EN?*|p+q<n}et Q,={(p,q) € N’[p<netq<n}

Osp 0<p<
n
1. ¢ (0<yqg = SPS donc T,, C Q,
0<g<n
ptgsn
0<p
0<p<n
° SPs = 10<qg donc Q, C Ta,
0<g<n

e En notant O = (0,0), A = (n,0), A’ = (2n,0), B = (0,n), B' = (0,2n) et C = (n,n), T, contient les
points a coorodonnées entiéres du triangle OAB, Q,, contient les points & coorodonnées entiéres du carré
OACB et Ts, contient les points a coorodonnées entiéres du triangle OA’B/,

2. e Premiere méthode pour T,
Par récurrence sur n € N, montrons que Z apby = Cy,.

(r,9)€Tn
D’abord Ty = {(0,0)} donc Z apby = apby = ¢o = Co.
(p,a)€To
Ensuite soit n € N. Supposons Z apbg = Cy,.
(P,q)€Tn
Alors > apbg= > apbgt > apby=Cut > apby = Cp+ a1 = Cnt
(P,0)€Tn+1 (P,a)€Tn (P,@)€Tn1\Tn p.q tels que p+g=n+1

ce qui prouve ’hérédité.
e Seconde méthode
Changons de description de T, : en parcourant les segments d’équation y = k — x pour k € [0; n],

n k
T ={(,k—)0<k<n0<i<klet Y apbg=> > aibpi=Cp
(p,9)€Tn k=0 i=0
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4.

1.

2.

1.

. Z apbq:ZZap q—Zaprq—A B,.

(P,9)€Qn p=0¢=0
e Comme pour T,,, Z apbq = an.
(P,@)€T2n

e Comme les a,b, sont positifs, les inclusions précédentes induisent alors que C,, < A,,B,, < Cay,.

e En notant A et B les sommes des séries de terme général a, et b,, comme les termes généraux sont
positifs, les suites (A,,) et (B,,) sont croissantes et A, B,, < AB pour tout n.

e De méme (C,,) est croissante. Etant majorée par AB, elle est convergente : la série Z ¢y, est convergente.
Notons C sa somme.

e En tant que suite extraite, (Cay,) converge et Coy, -—+—$ C. De I'encadrement précédent, on déduit alors
n—-—+0o0

“+o00 +oo “+o00
A, B, m C. Autrement dit ch = (Z an) (Z bn> .
n=0 n=0 n=0

+oo
Application — Soit ¢ € |0; 1[. En prenant a, = b, = ¢", existence et valeur de la somme Z ng".

n=1

.Ona:c¢c, = quk i =

Les séries E an et E b, sont & termes positifs et convergentes, de somme 1

—4q
(k+1)¢"
00 1 2 —+o0
Le résultat précédent donne : Z(kz +1)¢* = <1> . En décalant 'indice, Z ng" = ﬁ
—q —q
k=0 n=1

Exercice 2| Cas des séries absolument convergentes

On suppose que les séries E an et E b, sont deux séries absolument convergentes.

On pose, pour tout n de N, Cn = Z apbn_.

Montrer, a ’aide de I’exercice précédent, que la série E ¢n, est absolument convergente et que

S () (50)

n=0
+oo
Application — Soit ¢ € | —1; 0]. Que dire de la somme Z ng™?
n=1

Solution (Ex.2 — Cas des séries absolument convergentes)

n
e Par l'inégalité triangulaire, |c,| < Z lak| . |bn—k|- Et par 'exercice précédent, la série de terme général
k=0

n
= Z lag| . |bp—r| converge. Alors par comparaison Z |en| converge. Donc Z ¢y, converge.
k=0
e Notons A,,, B, et C,, les sommes partielles respectives de Z Gn, Z by, et Z Cn- On a :

|AnBp — Cp| = Z apbg| < Z |apbe| < Z |ap] [bg]

(P,0)€EQn\Tn (P,9)€Qn\Tn (P,0)€Qn\Tn
Or Z lap| [by| = ALB!, — C! ou Al Bl et Cl, les sommes partielles respectives de Z lan|, Z |7,
(»,9)€Qn\Tn
et Z . Et toujours par U'exercice précédent, A/ B] — C, ——— 0.

n—)—i—oo

e’} —+o00
D’ou par encadrement A,,B,, — C, m) 0, c’est-a-dire E:Ocn = (220 an> (2] bn) .
n= n= n—=
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2. Application — Pour ¢ € | —1; 0[, les séries géométriques sont absolument convergentes donc le méme
+oo

raisonnement conduit a I’existence de la somme E ng™, qui vaut

n=1

Exercice 3| Et en cas de convergence non absolue ?

(=" -
1. Onpose:VneN, u,=v,= et w, = Zukvn_k.

vn+1 =0
a) Justifier que, pour tout couple de réels (a,b), 4ab < (a+ b)?, puis que

tout k de [0; n].
b) En déduire que la série de terme général w,, diverge.

(1-q)*

1

< our
n+2 \/n—k‘—l—l\/k‘—i—lp

—1) n
2. On pose maintenant : Vn € N,  u, = v, = (=1) et w, = Zukvn_k.

Con+1 Pt
) Détermi tel fout k de [0; ] ! L1
a cterminer « € ue our tou (G} T n =« .
n 1CLAUE P T k+D)(n—k+1) "\k+1 n—k+1

b) Montrer que la série de terme général w,, converge.

Solution (Ex.3 — Et en cas de convergence non absolue ?)
1. a) e (a+b)? —4dab= (a—b)? > 0.

1
e d(n—k+1)(k+1) < (n+2)* donc

< :
n+2  Vn—k+1vVk+1
1

R ( v
b)wn_kzz:o\/k-i-l\/n—kﬁ-i-l_( 2 kzz()\/k+1\/n—k+1

2
|wn| = (n + 1)? donc (wy) ne peut pas tendre vers 0 et la série de terme général w, diverge
n

_1)k+n—k
, et en particulier

(grossiérement).
1 1 1 1
2. a) Pour tout k d ; = '
) Pou tont kde 105 nl. et = s (o o)
" 1 1)1 1 2-1)" {1 _2=D)"
b n: _171 - - k- Hn ’
) w (—1) kzo(k+1)(nk+1) n+2kzo<k+1+nk+l> n+2 kzlkz nt2 "

(H,,) désignant la suite des sommes partielles de la série harmonique.
Montrons que la série alternée des w,, est convergente.
2
D’abord : |w,| ~ —In(n+1) —— 0.
n—-+o0o N n—+00

Ensuite : ) ) . ) ) )
——H,qo—H,4+1 =2 (H — = —
n+3 " ! ( n+1<n—|—3 n—|—2>+(n—|—3)(n+2)> (n+3)(n—|—2)(
Hpi1 4 1) <0 (Jwy|) décroit.

La série alternée des w,, est convergente.

|wny1|—|wn| =
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Augustin CAUCHY (1789—1857)
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