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Compétences évaluées en colle :

Les exercices se placent en dimension 3 ou 4.

I.
1I1.
I11.

IV.

VI.
VII.
VIII.

1.1

1.2

1.3

Savoir montrer qu'une application est linéaire ;

Savoir montrer qu'une application est un endomorphisme ;

Savoir établir la matrice représentant un endomorphisme relativement a une
base donnée ;

Savoir déterminer le rang, le noyau et I'image d’'un endomorphisme en exploi-
tant une matrice représentative ;

Savoir étudier 'injectivité, la surjectivité ou la bijectivité d’un endomorphisme ;
Savoir montrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel ;

Savoir montrer que deux sous-espaces sont en somme directe;

Savoir montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires.

Séries numériques

e Série Géométrique - g q" converge si, et seulement si, |g| < 1.
n>0

“+oo
Dans ce cas, E q" =

n=0

1—¢q

. . 1 . .
e Série de Riemann - E — converge si, et seulement si, a > 1.
n

n>1
n

e Série exponentielle - Z '
n!

n>0

converge pour tout  de R. Sa somme est exp(z).

Divergence grossiére

— 0.

Si E U, converge alors uy,
n—-+o00

nz=ngo

Si u, ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oo, la série E uy, diverge
n=ngo

grossierement.

Série des différences

La série g (unﬂ —un) converge si, et seulement si, la suite (up)n>n,

nzngo
converge.

14

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Critére de D’Alembert

Soit (un)n>n, une suite ne s’annulant pas.

| Un+1 -
o Si || —— Favec £ € [0; 1], alors la série g uy, converge absolu-
Un n—-+0o
n>ng
ment.
. | Un+1 L. . N
e Si|——| —— Lavecl €]1; +oo], alors la série g uy, diverge grossie-
Un, n—+oo
n>ng
rement.

Absolue convergence
Si la série g |up| converge, alors la série E Uy, converge.
n>ng n>no
Dans ce cas, on dit que la série E uy, est absolument convergente.
n>ng
Remarque : lorsqu’elles convergent, les séries de référence du premier point sont
absolument convergente.
Critéres de convergence

e Comparaison - Si Vn > ng,|u,| < v, et E v, converge alors g Un,

n>ng n>ng

converge (absolument).

e Domination, négligeabilité - Si u, = O (vy,) (en particulier si u,, = o (v,)) et
Z v, est absolument convergente alors Z uy, converge (absolument).
n>ng n>ng

e Equivalence - Si uy,

~ v, avec v, de signe constant au voisinage de 400
n—-+00
alors g Uy, €t E v, sont de méme nature.

n>ng n>ng
Théoréme spécial des séries alternées (Leibniz)

Soit (un)n>n, une suite réelle décroissante de limite nulle. Alors :
o Z (—=1)"u, converge, ainsi que Z (—1)"u,,

n>ng n>no
+oo
e Ry = Z (—1)™u, est du signe de (—1)N*'un, 1 (i.e. de son premier terme),
n=N+1

e on a la majoration : |Rnx| < unyi.

Formule de Stirling

n! V2rnnTe™ "

~Y
n—-+o0o
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1.9 Constante vy d’Euler - Hors programme mais utile Idem pour f :]a; b] (a # —o0) — R continue de limite finie en a.
Une intégrale n’est j is f: t i —
3y € R telle que Z (n) +7 + o(1). En conséquence, Z In(n). ne intégrale n’est jamais faussement impropre en —co ou +oco
=1 ko =1 kb nroo 2.5 Absolue convergence, inégalité triangulaire et intégrabilité
1.10 Produit de Cauchy
) . . , \ f(t)| dt existe, alors f t)dt existe, et on a 'inégalité triangulaire :
® Soit Zun et ZU” deux séries numériques. Le produit de Cauchy de ces
>0 >0
n= n= " f dt’ / ‘f |dt
séries est la série an oun:Vn >0, w,= Z UpVp—k = Z Upy.
n=0 k=0 prg=n On dit dans ce cas que f( )dt est absolument convergente ou que f est
. s . 1 a
@ Si les séries ;}u" et Z%U” convergent absolument, alors leur produit de intégrable sur | a; b[. Dans les exemples de référence des points 1 et 2, lorsque
" " +00 +oo0 +o0 que les intégrales convergent, elles convergent absolument et les intégrandes
Cauchy an converge absolument et Z Wy, = <Z un> (Z Un>. sont intégrables.
n20 n=0 n=0 n=0 2.6 Critéres de convergence
. .. .. On considére f,g : [a; b[ — R continues par morceaux, éventuellement b =
2 Intégrales généralisées 1o
2.1 Intégrales de Riemann Les critéres ci-dessous sont valables aussi pour f,g:]a; b] = R en permutant
+o00 les roles de a et de b, avec éventuellement a = —oc.
e Pour a > 0, / = converge si, et seulement si, a > 1. e Comparaion - Version signée
On suppose f < g. Alors
/ — convergent si, et seulement si, @ < 1. b b
2.2 Intégrales de référence en exp et In (i) si /a g(t)dt converge alors /a f(t)dt converge.
oo : . . 1 b b
° / e “'dt existe si, et seulement si, « € ]0; 400}, et vaut — dans ce cas. (i) si f(t)dt diverge alors g(t)dt diverge.
01 a a a
. / In tdt existe ot vaut —1. e Comparaion - Version intégrabilité
0 Si |f| < g et g est intégrable sur [a; b alors f est intégrable sur [a; b].
2.3 Translation de la varl'lable L ' o Domination, négligeabilité -
. f : Ja; b] — R est intégrable en a™ si, et seulement si, ¢ — f(a + t) est Si f = O(g) en b (en particulier si f = o0(g)) et g est intégrable sur [a; B[
intégrable en 0. - ‘
alors f est intégrable sur [a; b[.
e De méme sur [a; b : f intégrable en b~ ssi ¢t — f(b—t) intégrable en 0F. . : o
e Fquivalence - Version signée
2.4 Intégrales faussement impropres

Pour f : [a; b[(b # +00) — R continue telle que %in}; f(t) existe et est finie,
—

b b
/ f(t)dt existe. f est prolongeable par continuité en b et on dit que / f(t)dt
a

a
est faussement impropre.

Mise en garde : « f et g sont de signe constant » n’est pas équivalent
a « f et g sont de méme signe ».

Si f ~genbet sif et g sont de signe constant alors les intégrales

/ f(t)dt et / g(t)dt sont de méme nature.
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e Equivalence - Version intégrabilité oMy 1(K) est un espace de dimension n admettant (Eq,Es,...,E,;) pour

Si f ~ g en b alors f est intégrable sur [a; b[ si, et seulement si, g lest. base canonique avec
2.7 Changement de variable 1 0 0

Soit ¢ : Ja; bl — R (ou éventuellement a = —oo et/ou b = +00) une bijection 0 1 0

C! et strictement monotone. Soit f : gp(] a; b[) — R continue par morceaux. ) ) )

déf. déf. déf.
e(b7) Ex = 10|, E2=|0], , En =110
Alors / u)du et / flp t)dt sont de méme nature, et égales en
e(at)

cas d’existence. En général, on baptise u : Ja; b] — R,t — ¢(t) et on écrit

du 0 0 1

T '(t). Autrement dit, on assimile la nouvelle variable & la fonction .
2.8 Intégration par parties 11

Soit w,v : Ja; b — R (ou éventuellement a = —oo et/ou b = +00) de classe T i

cl. Pour tout X = e Mp1(K), X=21E; + 22E9 + - - + 2, Ep, = Z z;E;

i=1
Si lim u(t)v(t) et lim u(t)v(t) existent et sont finies, alors/ u'v et/ uv’
t—at t—b— a a Tn
sont de méme nature. . .
. ' b . b oM, »(K) est un espace de dimension np admettant (Eivj)lgign,lgjgp pour
En cas d’existence, ona: [ w'v = [w] , — [ w'. base canonique o, pour tout (i, 7), E; ; est la matrice dont tous les coefficients
a a
2.9 Fonction continue positive d’intégrale nulle sont nuls, sauf celui situé i-éme ligne et j-éme colonne qui vaut 1.
P M =
Soit f : I — R continue et intégrable sur 'intervalle I. Si /|f| = 0 alors our tout (mij) € Map(K me b
I
f=0surL oK, [X] est un espace de dimension n —|— 1 admettant (1,X,X2,...,X") pour
base canonique.
3 Rappels d’algébre linéaire 3.2 f:E — F est une application linéaire ssi :
V(u,v) € E2 VA € K, f(Au+v) = Af(u) + f(v).
K désigne R ou C. (u,0) A ) Jw) + ()

3.1 Espaces vectoriels de référence 3.3 Soit f: E — F est une application linéaire. Le noyau de f est :

K" est un espace de dimension n admettant (e, e, ...,

nonique avec
def

en) pour base ca-

€1 = (1,0,0,...,0),
déf.

es (0,1,0,...,0),
“0,0,0,...,1).

Pour tout x = (1, z2,...,2,) € K", x = z1€1 + x9€9 + - -

n
“t+ xpep = g T;€;.
i=1

3/

3.4

3.5

Ker(f) € {u € B/ f(u) = Op}.

Soit f : E — F est une application linéaire. L’image de f est :

Im(f) € {f(u)/u€ B} = {v e F/uc Etq f(u) = v},
Détermination pratique de I’image
f : E — F est une application linéaire avec E de dimension fine n.
Soit B = (e1,...,e,) une base de E.
Alors Im(f) = Vect(f(B)) = Vect(f(e1),...
iLa famille (f(e1),...,

, flen)).

f (en)) n’est pas nécessairement libre !
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3.6 Caractérisation de l’inversibilité d’une matrice 3.12 Trace
Soit M € M,,(K). Il y a équivalence entre : e La trace de A € M,,(K) est la somme de ses coefficients diagonaux : Tr (A) =
n
i. M est inversible. 1. Le systéme MU = 0 admet une Za“'
ii. rg(M) = n. unique solution (U = 01). i=1 .
iii. det (M) 0. v. Ker(M) = {0pq, )} o Tr: M,,(K) - R,A — Tr(A) est une forme linéaire.
’ e V(A,B) € M,(K)2 Tr (AB) = Tr (BA)
3.7 Caractérisation des isomorphismes en dimension finie e B=P AP = Tr (B) = Tr (A)
Soit E et F de dimension finie, f : E — F est une application linéaire. 3.13 Somme directe de deux sous-espaces.
* S% d?mE a d%mF alors f n’es‘f p&Ts un isomorphisme. Soit F et G deux sous-espaces de E. Il y a équivalence entre :
o 5i dimE = dim F alors il y a équivalence entre : i. la somme F + G est directe (notée F & G), ii. FN G = {0},
i. f est un isomorphisme. iv. 1g(f) = dimF (= dimE). wi. Vu € F+G,3I(f,9) eFx G, u=f+yg,
ii. f est injective. v. Mg(f) est inversible. et en dimension finie :
iii. f est surjective. vi. det (f) - det (Mp(f)) #0. iv. dim(F + G) = dim F + dim G,
v. en concaténant une base de F et une base de G on obtient une base de F + G.
3.8 Soit B = (uy,...,uy) et C = (v1,...,vy,) deux bases d’'un espace vectoriel de
dimension n. La matrice de passage de B vers C, notée Pgc, est A
ot 4 Polynémes
Psc = Mzp(C),
autrement dit : les colonnes de Pp ¢ sont formés des coordonnées des vecteurs 4.1 Degré
dPe C dans lfm l.)ases B. ® deg(0) = —o0
3.9 a}ssage reciproque , ] , ) @ deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) avec égalité si (mais pas seulement)
Soit B et C deux bases d’un espace vectoriel de dimension n. La matrice de deg(P) # deg(Q)
assage de Ppc est inversible, et .
passag BC Pes = Pyl @ deg(PQ) < deg(P) + deg(Q)
3.10 Formules de changement de bases ® deg(P 0 Q) = deg(P) deg(Q) si Q non nul
Soit B et C deux bases d'un espace vectoriel E de dimension finie n. 4.2 Formule de Leibniz
n
e Soit x un vecteur de E. Alors : Y\ 5 (k) (n—k)
(PQ)™ = < )P< Q
Me(z) = PesMp(x) ];::0 k
e Soit f un endomorphisme de E. Alors : 4.3 Division euclidienne
Me(f) = PesMs(f)Psc Soit A un polynéme quelconque de K[X] et B un polynéme non nul de K[X].
3.11 Similitude q . R
Alors il existe deux polynémes Q et R tels que
Deux matrices carrées A et B sont dites semblables s’il existe une matrice
inversible P telle que A=BQ+R avec deg(R) < deg(B).
B =P~ !AP.
On a alors A = (Pfl)lePfl, et VneN, B"=P lA"P. 4.4 Formule de Taylor et translation
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deg(P) P(k;) ((I)

@ P(X) = (X - a)k
k=0 )
deg(P)
pk)
@ P(X+a)= Y ]d(“) b
k=0 ’

4.5 Racines et multiplicité
Il y a équivalence entre
@ a est une racine d’ordre de multiplicité p € N* de P

® (X —a)* divise P et (X — a)**! ne divise pas P

P(a) =0
:Pl(a) =0 et PUD(q) £0
.P(“_l)(a) =0

4.6 Théoréme de D’Alembert-Gauf et conséquence

@ Tout polynome non constant de C[X] posséde (au moins) une racine com-
plexe.

@ Tout polynéme de degré au plus n admettant strictement plus de n racines
comptées avec leur multiplicité est nul.

4.7 Polyn6émes réels et racines complexes

@ Si P est un polynome & coefficients réels admettant une racine complexe
a de multiplicité u, alors @ est aussi racine de P, de méme multiplicité .

@ Les racines complexes d’un polynome réel sont deux & deux conjuguées.

4.8 Liens coefficients-racines

d
@ Soit P = > apX* ott d = deg(P) € N* un polynéme scindé de K[X]

k=0
c’est-a-dire pouvant se décomposer en P = ay H(X — ;)P
i=1
d a
ao
Alors Z,uiai:— tHa“’ = (—1)¢
aq

i=1
@ En particulier, les racines « et $ du trinéme X? — sX + p vérifient
a+ 8 =setaf=p.
4.9 Polynémes irréductibles

@ Le polynéme P de K[X] est dit irréductible s’il est non constant et si ses
seuls diviseurs sont les polynémes constants et les polynémes de la forme
AP avec A € K*.

@ Autrement dit, P non constant est irréductible si, et seulement si, P = AB
entraine A ou B est constant.

4.10 Caractérisation des irréductibles de C[X] et de R[X]

@ Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynémes du premier degré
—b
P:aX—i-b:a(X——) avec a # 0.
a
@ Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynémes du premier degré
—b
P:aX+b:a(X——) avec a # 0
a

et les polynémes du second degré sans racines réelles

P=aX?+bX+c avecb®—4dac<D0.

4.11 Décomposition des polyndémes dans K[X]
@ Tout polyndéme de C[X] peut se factoriser

AH

ol les o, sont les racines de P, de multiplicité respective puy,

A est le coefficient dominant de P et Z pr = deg(P).
k=1
@ Tout polynéme de R[X] peut se factoriser

T

P(X) = A[[(X = ap)™ x [JX*+ B8;X + ;)"
k=1 j=1

ol les a;, sont les racines de P, de multiplicité respective py,

62

Zﬂk+2ZM3 = deg(P

dy; < 0 pour tout j de [1; s], A est le coefficient dominant de P et
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4,12 Cas de X" —1

n—1
Xn_IZH(X_e%kﬂ'/n): H (X—w)
k=0 UJEUTL

ou U, = {62“”/", 0<k<<n— 1} est 'ensemble des racines n-iémes de 1.

4.13 Décomposition en éléments simples

@ On appelle fraction rationnelle F = g le quotient de P par Q, défini en
tout point ot Q ne s’annule pas.

@ Les poles de F sont les racines du polyndéme Q.

® On dit que le pole a de F est simple lorsque a est une racine simple de Q.

@ Si Q est scindé a racines simples (donc les poles de F sont tous simples)

n
s’écrit Q = A H(X — ag), alors il existe un polynome E et n scalaires
k=1
(bk)1<k<n tels que

b1 by,
X—a1+.”+X—an

F=E+

ou E s’obtient par division euclidienne de P par Q et chaque b s’appelle
le résidu de ay,.

P
® Dans le cas précédent, on peut montrer que by = /(ak)
Q'(ax)
® On rencontre fréquemment
1 1/a 1/a . 1 1/(2a) 1/(2a)
- = L e — —
X(X+a) X X+a’ X2—a?> X-a X+a

et notamment les cas a = *1.
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