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| EXERCICE 1|
u u
1. ¢ Vn > 2,u, # 0, et : ntll o done || — 0. D’aprés le critére de D’Alembert,
Up | n=too n 41 Up | n—rtoo

E U, converge.

n=0

e v, ~ u,donc par équivalence de termes généraux positifs, E v, converge.

n—-+o0o
n=0
+00
2. eug=u; =0et Vn > 2un—( l,doncZun—;n_z Zk':e'
n?—mn+n-—2 n o=
® U, = :un+———donchn—e+e—2e—O
n! n!
n=0
“+o0o
3. Je remarque que vy < 0, v; < 0 tandis que Vn > 2,v, > 0. En notant P = vy + v; et M = Zvn,
n=2

P+M=0donc M =—-P = —vg —v; = |vg| + |v1|. Ainsi
1 +

oo
Z o, | = Z |vn], et N =1 convient.
n=0 n=2

Remarque : seul N=1 conuient, puisque augmenter N, c’est augmenter strictement le premier membre
et diminuer strictement le second membre.

| EXERCICE 2

Soit x € | —1; 1] et
In

(1 —a2m)(1 —antl)
4. e Pour z =0, w, =0 (Vn > 1) : il s’agit de la série nulle, qui converge.

e Pour z € |—1; 1[\ {0}, 2" —— 0 donc w,, ~ 2™ et (attention au signe) |w,| ~ |z|". Par
n—-+o0o n—-+o0o n—-+00

VneN, w,=

équivalence de termes positifs, et comme Z |z|" converge puisque |z| € [0; 1], Z |w,| converge, donc
n

Z w, converge absolument donc converge. Le critére de D’Alembert s’applique aussi...

" — gt R (2 —1)— (2" —1) R 1 1
. (1= = = = — —
5 - an Z (1 —an)(1 — antl) Z (1 —an)(1 — an+?) Z (anrl —1 an— 1) télescopage

n=1 n=1

I 1 1 xT
im — = )
notoo \ "l —1 1 —1 1—2x

PROBLEME

Partie 1 — Transformation d’Abel

6. Les termes « uivi1 » se télescopent tous et les termes « ugvg » se télescopent pour les indices 1 an —1.
D’ou le résultat.
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7. Prenons pour k > 0, ux = By, vo = 0 et pour k > 1, v = a; dans la formule (1), on obtient

> aiabii+ Y Bi(aki — ax) = Buan — Bovg

ce qui donne la formule voulue, en décalant I'indice dans la premiére somme et faisant passer la seconde
somme & droite, compte-tenu de By = vy = 0.

Partie 2 — Application aux calculs de sommes finies classiques
8. a) Avec ay = k et by = 1, (2) fournit
n n—1 n n 2
+n  nn+1)
k e 2 — 2 f—y 2 701 — n py
Z n deone Zk n—l—ndoqu 5 5
k=1 k=1 k=1 k=1
b) Avec ap = k* — ket by =1, apy1 — ap = 2k et By = k, (2) fournit

n—1 n 3 2
5 n(n+1) 3 o 9 2 3 o n(n+1) o 2n°+3n°+n
E k ——n —n—k2_12k donc3l§_1k‘ =n’—n +T+2n—f

9 +1)(2n+1)
d’ou Zk 6

9. a) Avecap, =Fj, by =1etVk>2, b, =0, apy1 — ar = Fr_1 et By = 1, (2) fournit pour n > 2

1=F,—> Fiydoncy Fp=F,—1doncV¥neN, Y Fp=F,,—1L
o = k=0

b) Avecak:Fk,b1:Oeth>2 bk_Fk g,alorsak+1—ak—Fk 1,B1—Oeth>2 Bk Fk—l

par le calcul précédent, donc (2) fournit pour n > 2, Z FpFp_o = Z Fr1(Fx—1)
k=2
n—1
donc » Fr(Fioy + Froa) + FuFpa =Fp = F, + > Fiy
k=2

dott Y Fp =F,(F, —Fop) = F, +F, -2

et enfin ZF% =F,F,_1 — 2 et comme Fy = F; = 1, on obtient Vn € N*, ZF% = F,F1,
vérifice aussi pour n = 0.

Partie 3 — Critere de Dirichlet et application

10. Puisque (a,) converge, la série de t.g. a,, — a,,1 converge. Comme elle est & termes positifs puisque (a,,)
décroit, cette convergence est absolue.

Puisque (B,,) est bornée, (ap41 — an)B, = O(an, — api1).
n—-+00

Par le critére de domination, la série de t.g. (a,+1 — a,)B,, converge.
Enfin comme (a,) converge vers 0 et (B,,) est bornée, (a,B,) converge vers 0.
Ainsi, le membre de droite de (2) admet une limite finie donc le membre de gauche aussi. Autrement
dit la série de t.g. a,b, converge.
11. a) Lorsque x = 0, il s’agit de la série de Riemann de paramétre p, qui converge si, et seulement si,
p > 1. Dans toute la suite de cette question, on suppose x € |0; 27].
b) Comme z € ]0; 27[, e # 0 et

- i /2 sin(nx/2) 1
inz i ‘ — : < < i 2)| <1etsi 2)>0
nE 1e = le o ) sin(z/2) sin(z/2) car |sin(nz/2)] et sin(z/2)

>
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1 L
c) Comme la suite <—p) est décroissante de limite nulle et la suite (B,,),>1 définie par B,, = Z elh®
e/ n>1 B

inT
» converge.

est bornée, le critére de Dirichlet entraine que la série
n>1
d) Cette série converge absolument si, et seulement si, la série de Riemann de paramétre p converge,
donc si, et seulement si, p > 1.

. sin(n) cos(nzx) | L, o , -
e) Les séries E " et g 5 étant les parties réelles et imaginaires d’une série convergente,
n n
n>1 n>1

elles convergent.

= Si on a un doute, en notant (S,) la suite des sommes partielles de la série complexe précé-

dente, puisque (S,) converge, (S,,) converge, et par linéarité les suites (%) et (T)

convergent, c’est-a-dire les séries partie réelle et partie imaginaire convergent.

Partie 4 — Theéoreme de Leibniz et irrationnalité de e

12. a) Hypothése : (a,) est une suite de réels décroissante et de limite nulle.
b) Soit (a,),>1 une suite de réels décroissante et de limite nulle. Soit pour tout n > 1 b, = (—1)" et

—1 sin est impair
:an.Ona:VnZL B, = ) p , donc |B,| < 1.
Pt 0 si n est pair
La suite (B,,) est bornée. D’aprés le critére de Dirichlet, la série alternée de t.g. a,b, = (—1)"a,
converge.
+o0o
c) Onaalors:Vn>1, |R,|= Z (=) ar| < anss
k=n+1

]]p!_1><2><---></<:><(l<:+1)><...><p_

plq :
13. a) Comme — = (p—1)!q est un entier, et pour tout k € [0; p|, = =
) ) (p—1)lq p [0; #1, 75 IVT I
(k+1) X --- X p est un entier, s est un entier.

p

k) (p — k)! est un entier.

|
Variante du second argument : % = (

+00 k D k +o00 k +oo k
. q_ (1) q (1) (1) (=1)"p!
b) On sait que = =e ! = , donc = — = donc s = —_—
) ; > > >

k! D k! k! k!
k=0 k=0 k=p+1 k=p+1
N o ) (=1)™p! p! 1
La majoration du reste pour la série alternée de t.g. donne |s| < < :
R p+1)! “p+1
c) Ils’agit d’améliorer la conclusion du théoréme de Leibniz car ’énoncé demande un signe strict.
s = pl Z est du signe (strict) de Z o Posons puisque p est impair strictement
k=p+1 ’ k=p+1 '

positif, posons p = 2n — 1 avec n € N*.

2 (e i) - (e wen)

k=p+1 ’ k=2n k=n k=n

V

+o00 k
—1
Z ( k'> est une somme de termes positifs strictement, donc est strictement positive. Donc
k=p+1 '
s> 0.

d) Un raisonnement analogue montre que s < 0 pour p pair.
e) Par la majoration issue de b) et comme finalement s # 0, on a finalement

1
seZ et 0<]s| <

pr1S Y
3
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s est un entier non nul de l'intervalle | —1/2; 1/2[, ce qui est impossible. Donc e est un nombre
irrationnel.

Partie 5 — Formule sommatoire d’Abel et constante d’Euler

14. Soit z € |0; +oo] et N = |z|. Par la transformation d’Abel (2) ou je substitue a, a b, de sorte que
B, = A(n), et on substitue ¢(n) a a,, j’'obtiens

S ) = 3 anp(n) 2 AN)P(N) = S (el + 1) — o)A )

Constatons alors que, puisque sur les intervalles [n; n + 1] A est constante égale & A(n), on a :

(p(n+1) — @(n)) x A(n) = A(n) /" @' (u)du = /” A(u)y' (u)du, ce qui conduit &

De méme : p(N) = ¢(x) — (p(z) — p(N)) = ¢(x) — /ﬂﬁ ¢'(u)du, et comme sur [N; z], A(N) = A(u), on

S anpln) = Al@)ple) - / " )¢ (u)du

1 1 1 1 1 1 1
n+1_ln(1+ﬁ):n+1_ﬁ+0<ﬁ):_erO(ﬁ):O(ﬁ)

Or la série de Riemann de t.g.— est absolument convergent donc la série de t.g. u,,1 — u, converge.
n

15. upi —up =

2
Donc la suite u converge.

1
16. a) Vx>0,x—1< |z] <zdoncl——< m < 1. Ce qui prouve par encadrement que m — 1,
x

X T x—+oo
donc |z| ~ .
T—r—+00
|u] .. 1 o du _
b) e f:ur = est c.p.m. et positive sur | 0; +oo[. De plus, f(u) ~ —et — est divergente.
U u—+0o U 1 U

“+o0o
Par équivalence de fonctions positives, / @du diverge.
1 u
u— |u] 1 2 <L
e Vuec]l; +00[,0 <u—|u] <1donc ———= = O — |. Comme u — 1/u? est intégrable sur
u u

+a>LuJ . .
[1; 400, ?du converge par domination.
1
l=) 1
c) Prenons Vn € N*, q, = 1 de sorte que A(z) = Zl =|z],et ¢ :]0; 400 = Rz +— —.
x

n=1

1 x
Alors (3) conduit exactement a Z - = Lz] + / Mdu.
1

n T u?
1<n<x

n 1 n
d) La formule précédente prise en x = n € N* quelconque donne Z = 1+ / mdu.
k=1 o
" u— [u]
2

du

"d
Retranchons In(n) = / % aux deux membres : Uy =1— /
1 u 1

u

Ty — |ul : o
Comme (u,) et ———du convergent, on obtient en passant a la limite
1 u

2
+oo
7:1—/ 4 Lquu
1

U2
i




