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Exercice 1 Lemme de Riemann-Lebesgue
Soit a < b deux réels. Soit f ∈ C1

(
[ a ; b] ,R

)
1. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que∫ b

a
sin(nt)f(t)dt −−−−−→

n→+∞
0.

2. Que dire de lim
n→+∞

∫ b

a
cos(nt)f(t)dt et lim

n→+∞

∫ b

a
eintf(t)dt ?

Exercice 2 Calcul de l’intégrale de Dirichlet

On suppose établie la convergence de l’intégrale de Dirichlet
∫ +∞

0

sin(t)

t
dt.

1. On pose f :
]
0 ;

π

2

]
−→ R, t 7−→ cos(t)

sin(t)
− 1

t
.

a) Vérifier que f est prolongeable par continuité en 0.
b) On note f̃ le prolongement par continuité obtenu.

Montrer que f̃ ∈ C1
( [

0 ;
π

2

]
,R

)
.

c) En déduire lim
n→+∞

∫ π/2

0
sin(2nt)f̃(t)dt.

2. On pose, pour tout n de N∗,

In =

∫ π/2

0

sin(2nt) cos(t)

sin(t)
dt.

a) Justifier l’existence de l’intégrale définissant In.
b) Montrer que, pour tout n de N∗, In+1 − In = 0.
c) En déduire la valeur de In pour tout n de N∗.

3. a) Montrer que pour tout n ⩾ 1 ∫ π/2

0

sin(2nt)

t
dt = In −

∫ π/2

0
sin(2nt)f̃(t)dt.

b) En déduire lim
n→+∞

∫ π/2

0

sin(2nt)

t
dt.

c) Montrer finalement que
∫ +∞

0

sin(t)

t
dt =

π

2
.

Indications,siçabloquetrop:
Exercice1

1.Justifierquefetf′sontbornéesetl’exploiterpourmajorer∣∣∣∣
∣
∫b

a

sin(nt)f(t)dt∣∣∣∣
∣
.

Exercice2
1.b)Iltraînedansnotrecaisseàoutilsdepremièreannéeunthéorèmesurlalimitedeladérivée...
1.c)Ilyaunexercice1.
2.b)Transformersin(2(n+1)t)−sin(2nt)enunproduit.
2.c)QuevautI1?
3.Synhtèsedesrésultatsprécédent,commesouventpourunedernièrequestion.
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