PC CHAP. 2 : INTEGRALES GENERALISEES 2025-2026
Natures . 1 . . !
:Yte]0; 1[, f(t) = — ent lad d t)dt
Déterminer la nature de 'intégrale de la fonction f sur l'intervalle I : mats ] £ p cnirainefa divergence eJ; f)
1
L f: — I1=T0: 8. Convergente : 1n(1+ ) ~ — assure 'intégrabilité en +oo,
1. f t'_)t2+2t+1'1 [0; +oof g 7 e 12 g 1 o0
1
2. [t In(t) ,I=[1; +o0] eten0: ln(l + —2) =In(t>+1)-2In(t) ~ =2In(t) or J In(t)dt converge ...
\[tS +1 t t—0 0
Remarque : une intégration par parties peut aussi justifier la convergence (et
3. fites 41 I—]O 1] donnerlavaleur)'
t3 4t J‘+ool (1 )d IPP j+oo dt
nll+—|dt = =T...
4 f: M,I:[o;m[ 0 2 =

£3+1
5. fites —— 1=]1; 2]
. . n ) - )
Hw,lz[2;+oo[
7. f:t|—>t_tLtJ

8. f:t|—>1n(1+t—2),1

[=1]0; +o0]

2]0;+oo[

Solution (Ex.1 — Natures)
-1

1
1. Convergente : f (¢t ~ —,ouencoreF:tr—>——;
g O, o7 —

In(t 1

t—too 3/2 1574
1
4>0 t

2. Convergente : f
3. Divergente : f(t)

4. Convergente: ¥t > 1,|f(t)| < PEN

5. Divergente :

it ~ <

. . t .
ey et par translation de la variable j ey est de méme nature que
t— — —

1
., . du .
I'intégrale de Riemann J —, donc divergente.
u
1 _
= O(t_z) en +oo, ou encore : Yt >3, f(t) <e™’;

6. Convergente : f(t)

. 1 o e
7. Divergente: 0 < f(t) < 77 assure I'intégrabilité en +oo,
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Calculs

Montrer l’existence et calculer les intégrales suivantes :

(x+1)( x+2)
dx
(exp(x) +1)(exp(-x) +1)

o
-
3. J 1n1+—dx
=)
J

N
n

Inx

1+Y

6. J sin(x)In(sin x)dx

Solution (Ex.2 — Calculs)

1. f:x !
o (x+1)(x+2)
par équivalence.

oo 1 xX+17t
I:J - dx:[ln”] —In2.
o Xx+1 x+2 x+2lo

continue positive sur [0; +oo[, f(x) ~

- :convergence
X—+00 X

1
2. fixe ) continue positive sur [0; +oo[, f(x) ~ e™ : conver-
e’ e xX—>+oo
gence par équivalence.
juzs JM ! du = !
B I (7E S D R
ol
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1
3. fixm ln(l + —2) continue positive sur ]0; +oo],
X

1

X—ooo X2

VXf(x) = VxIn(1 +x?) Zx/_lnx———>0doncf ,\)_0( !
Vx

convergence par domination en 0 et équivalence en +co.

+00
IPP +00 2
K = [xIn(1+1/x? + ——dx=rm.

[*c n( /x )]O Jo T 2dx="7

4. f : x > exp(—yXx) continue positive sur [0; +oo[, x>f(x) ——— 0 donc f(x) =

X—+00

)enOetf(

1
( ) en +oo : convergence par domination en +co.
+0o
u= 1P _ _
\FJ = [-2ue “]g°°+J 2e7"du = 2.
0

5. fix (1+x)2 continue sur ]0; +oo, Vxf(x) ;:()—)Odoncf(x)zo(%)enOet

1 .
x32f(x) —— 0 donc f(x) = 0(3—) en +oo : convergence par domination en 0
X—+00 x3/2

et en +oo. .
=1/x * 1
M 42 —J- ¥4y =-Mdonc M= 0.
1 (bl + 1)2
6. f:x > sinxIn(sinx)continue sur |0; 77/2], f(x )———> 0 donc intégrale faussement
impropre.
x=cost 1 ! 1 !
R7= —j In(1 —t?)dt = —J In(1-t)+In(1+¢t)dt =ln2-1.
2Jo 2Jo
Une différence entre séries et intégrales
+00
1. Montrer la convergence de I'intégrale J sin(t)dt.
Vr

Indication : On commencera par poser u = t2, puis par faire une intégration par
parties...
2. a) Est-il nécessaire que le terme général de la suite (u,),>,, tende vers 0 pour que
la série Z u, converge?
n=ngp
b) Est-il nécessaire que f, continue par morceaux sur [a; +oo[, admette une limite
+00

nulle en +oo pour que
a

f existe?

Solution (Ex.3 — Une différence entre séries et intégrales)

Lycée Henri PoiNcARE

* sin(u)
o 2Vu

————=du, elle-méme absolument

+00 du
u32"

1. Le changement de variable u = t> conduit a I'intégrale ——du, qui en inté-

* cos(u)

grant par parties est de méme nature que L 3

convergente par comparaison a l'intégrale de Riemann J-
T

2. a) Siune série converge son terme général tend vers 0 :

—Dk—Dk—>Dk—Dk—
n—+oo

=
Clest dans le cours de premiére année.
b) f : t +> sin(t?) est continue sur [\/E, +oo[, n‘admet aucune limite en +oo et
+00
pourtant j f existe...

T

Fonction gamma d’Euler et suite double d’intégrales

Pour tout x de ]0; +oo[, on pose, sous réserve d’existence,

, +0oo
I'(x) def f t*le~tdr.
0

1. Justifier que la fonction I est effectivement définie sur ]0; +oo[.
I s'appelle la fonction gamma d’Euler.

2. a) Montrer que, pour tout x de ]0; +oo[,
[(x+1)=x[(x).
b) Montrer que, pour tout n de IN*,
[(n)=(n-1)!

En quelque sorte, I prolonge la factorielle sur 10; +ool... au décalage d’une unité

pres.
3. On admet que I' est une fonction continue.
Déterminer un équivalent de I'(x) au voisinage de 0.

4. Pour tous p et g de IN, on pose sous réserve d’existence,

1
déf.
e P1n?
Ly = Jo zPIn" zdz.

En utilisant le changement de variable u = —(p + 1)Inz, justifier I'existence de I, ,
et la calculer.

Solution (Ex.4 — Fonction gamma d’Euler et suite double d’intégrales)

ol
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, 1
1. et¥le= O(t_z) en +oo assure la convergence en +oo.

ot le7t ~ t*letx—1>-1assure la convergence en 0 (et aussi la divergence

t—0
six <0...).
2. a) Soit x > 0. Les fonctions t > t* et t > —e~! sont de classe C! sur I'intervalle

]0; +oo[. Comme t*e™" ——— 0 et t*e™" —— 0, par une intégration par parties,
t—+o00 t—0

jobtiens :

roo o 1+co roo
F(x+1)= tYe~'dt = [—t“‘e_t] + xt*le~ldt = xT(x).
) 0 0 0
b) Par récurrence sur n € IN*...

[(x+1)

3. VX>0,I(x) = or I'(x+ 1) —— I'(1) par continuité donc I'(x+1) ~ 1.

x—0 x—0

1
Doul(x) ~ —.

x—0 X
4. Le changement proposé étant une bijection C! strictement décroissante,

0 l
Iprq u-l(p;l)lnzf (eu/(pﬂ))ﬁ( —u ) ( -1 efu/ p+1) )du
oo p+1) \p+1

_ = _( q'
_(pH)qu(qn)_( 1)q(p+1)q+1.

Exercice 5 | [ntégrales d paramétre

a désigne un réel de ]0; +oof.
1. Justifier l'existence et déterminer la valeur de

[ déf T dt
4 0 (12+t2'

j e * Int dr
“ 0 a?+1t2 ’

3. A l'aide du changement de variable u = a?/t, calculer J,.

2. Justifier I'existence de

Solution (Ex.5 - Intégrales a paramétre)

. .. 1
est continue et positive sur [0; +oo[. Comme -, on ob-

1t ——— —-—
a’+t? a2+ 12 treo ¢

tient l’existence par équivalence.

=t 1 (T 1 1
uZt/a adu = — [Arctanu|{® = .

I - -
“ az )y 1+u? a 2a

Lycée Henri PoiNCARE

3/

), nt “int d lence de fonct tives (et
. — nt donc par équivalence de fonctions négatives (et comme
a2 +12 150 a2 pat <4 8
! . U nt .
Intdt existe), ﬁdt existe.
0 0 a4+ t
lnt In O Int
3/2 — 3/2 : : :
t T o —— 0donc s —o(t )etj1 R dt existe par domination.
Donc ]a existe.
=a? O 2lna-lnu (—-a? *®2lna-Inu
3.0 = /tf W(_z)d” :J — > —du=2In(a), T,
too A5+ a*/u® \ u 0 us+a
. nlna
douJ, =In(a)l, = .
2a

Développement asymptotique d'une suite d’intégrales

Pour n dans IN*, on pose :

+o0
I, = j e ™ In(n + x)dx.
0

1. Etablir que, pour tout entier naturel non nul n, I,, existe.

2. A laide d’une intégration par parties, montrer que

I

2 0()

Solution (Ex.6 — Développement asymptotique d’une suite d’intégrales)

L. xglzloo 1/x2
e™In(n+x)= o

2.1, [_

Alors Vx> 0,0 <

Inn

e ™In(n+x)

x3 In(n+x)

x—+o0 ¥

x—+o0 \ x2

Inn

e N +oo
In(n + x)
n 0
—nx
(n + X)

n3’

+00
J‘
0

-nx

<
n2

1

1 1
<Il,<—+ —,donc], _n_n:O(_)
n n

=0x0=0, ainsi
X

1
( ) et on conclut par négligeabilité ...

e " Inn foo ey
———dx=—+ —dx.
n(n+ x) n 0 n(n+x)

oo primit. 1
et e ™dx" " = = donne
0 n

n3

Convergence de l'intégrale de Dirichlet

ol
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L'intégrale de Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) est I'intégrale
D= J‘m Sin(t)dt.
0 t

C’est souvent l'intégrale citée comme exemple d’intégrale convergente mais non

absolument convergente. On parle parfois d’intégrale semi-convergente.

Dans cet exercice, on établit sa convergence de deux facons, et on étudie ensuite sa

«non-absolue convergence ».
1. Pourquoi la convergence de D en 0 est-elle un faux probléme?
La vraie difficulté est donc la convergence en +co.

2. Meéthode citée en 1829 par Dirichlet
On pose, pour tout k de IN,

(k+1)m _: ¢
I :j ) gy,
k

- t
a) Justifier que, pour tout k de IN,
T = (=1)F Tel.

b) En déduire la convergence de la série de terme général I.
¢) Conlure.

3. Meéthode visant a augmenter la puissance du dénominateur

a) Montrer que
]:J'“x’ 1_COStdt
0 t2

converge.
b) Conclure.

4. Non absolue convergence
a) Montrer que, pour tout k de IN,

2
> ———
I (k+1)m

b) Conclure.

s ) .
5. On admet que D = - eton pose, sous réserve d’existence,

+ gin(xt
g:]0;+oo[—>IR,x|—>j &ix)dt.
0

Justifier I'existence et calculer la valeur de g(x) pour x € |0; +oo].

Lycée Henri PoiNcARE

1.

a) Si k est pair,ona:Vte[kr; (k+1)r],

6. Que dire de

00 _:
A:J Smt(t)dt?

(o)

Solution (Ex.7 — Convergence de I'intégrale de Dirichlet)

sin(t)

P 1 donc D en 0 est faussement impropre.
t—

La vraie difficulté est donc la convergence en +co.

. Méthode citée en 1829 par Dirichlet
On pose, pour tout k de IN,

(k+1)1 _: ¢
I :j sinft) gy,
k

T

sin(t)

. >0donc I >0, et I = (=1)F|L.

sin(t)
t

<0doncl; <0, ety =—|l =

Si k est impair, on a : YVt € [k7; (k+ 1)7],
(=1)F |Tel-

b) Etablissons que (|I¢|)x est une suite décroissante de limite nulle. Notons que

(k+l)7’[ Sin t
= [ e,
k

7T
e Pour tout k de N, on a:

(k+2)7 6 (4 k+ D)7 i (4
Lrsr] = k] = J Mdt —J ISL()ldt, effectuons la translation de
(k+1)w f kre t

t — t — 1 dans la premiere intégrale :

(k+1)10 |: F 47T (k+1)70 |: ¢
Tgs1 =Tkl = L Mdt— Wdt et par rt-périodicité de |sin|

. I+ 7t k7t
(k+1)m 1 1 (k+1)m in(t

L= || = j |sin(t)|(— - —)dt - f BT 4, 6 bar positi-
ke t+ 7T t k7 (t+7'()t

vité de I'intégrale.

(k+1)7 | : t 1 (k+1)m 1 b4
o I} = J- [sin( )ldt < — |sin(t)|dt = —J sin(t)dt toujours par
ke t k7t Jir kre Jo

7t-périodicité de |sin|, donc |I;] < o
e

Par encadrement, [, —— 0.

k—+oc0

e Par le théoréme des séries alternées, la série E Iy converge
k

ol
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n (n+1)m

c) On a donc : lim ZIk = lim sin(t)

——dt qui existe et est finie :

appelons-la S.
Reste a passer des multiples de 7 aux réels quelconques. Pour x >
l'entier tel que (n, + 1) < x < (n, + 2)m.

0, notons n,

X
Explicitement n, = —J -1, etny o too

t
o[5S [ s
(ne+1)m t
Enfin :
X in(t X in(t
J sin( )dt < J- Jsin( )Idt < (x —(n,+ 1)7‘() et comme x —
(et & (el L (ny+1)m
x in(t 1
(ny+1)m<m,ona: f sin( )dt <
(ny+1)m t ny+1
Bilan
in(t
Zlk —> Set J sin( )dt —— 0 par encadrement,
(n 1) t X—+00

donc J SH;( )dt S: D converge (et S n'est autre que D.)
0 X—+00

. l-cost 1 .
3. a) lim ——— = = donc [ est faussement impropre en 0.
t—0 t2 2
l-cost 2 N L
0< 5 < o) permet de comparer I a une intégrale convergente en +co.

b) Une intégration par parties permet de conclure, avec en plus I =].

(k+1)m (k+1)7 7
4. a) | = “lein(lg, 1 sin(t)|dt = —— [ sin(t)dt tou-
) k7t ( ) 0

. t (k+1)m k+1)r

jours par 7t-périodicité de |sin|, donc |I;]| > ———.
) p p |sin] |k F+n

NI |0 n—1 n—1 n
L. |sin(t)] 2 2 1
b) A ———dt = I > == -
) mSIL f ;' d k+1)" n,;k

k=0

Or E T 7o teopar divergence de la série harmonique.
n—+00

nr :
. sin
Par comparaison, J [sin(t )|dt — +oo et l'intégrale de Dirichlet n’est pas
0 n—+oo

absolument convergente.

5. Puisque x > 0, le changement de variable u : t > xt est de classe C! bijectif

Lycée Henri PoiNcARE

strictement croissant de ]0; +oo[ sur lui-méme.
+oo
u=xt Sinu
du=D=

gx) = J

0
converge.

=, qu1 prouve au passage la convergence puisque D

6. L'intégrande est paire (a vérifier!), donc A existe (et vaut 2D).

Couple d’intégrales

Soit sous réserve d’existence,
/2 b
I= J In(sinx)dx et ] = J In(sin x)dx.
0 0

1. Montrer que I converge.
/2

2. Montrer que I = j In(cosu)du.

0

3. A l'aide du changement de variable u = 7 — x dans I, montrer que ] existe et vaut
21.

1
4. Montrer que 21 = 5] - gln 2.

5. En déduire la valeur de I, puis celle de J.

Solution (Ex.8 — Couple d’intégrales)

1. Onsait:sinx ~ x.A-t-onlnsinx ~ Inx?

x—0 x—0
Insinx In(¥3x) 1H(Smx) :
= e +1 1, donc Insinx ~ Inx.
Inx Inx Inx x—0 x—0
1
Or Inxdx existe (en utilisant la primitive x + xInx — x par exemple). Der-

0
nier détail : Insinx et Inx sont négatives au voisinage de 0. On passe a 'absolue
convergence : |Insinx| ~ —Inx, donc par le critere des équivalents, I est absolu-
x—0

ment convergente, donc existe.

u=Z_x (0 7i/2
2.1 =2 J Insin(rt/2 —u) x (=1)du :j Incosudu.
0

/2
U=T1—X 77/2 . B .
3. 1 = Insin(rt—u) x (-1)du = Insinudu.
T /2

T /2 T
Par Chasles : J = J Insinxdx = f Insinxdx + j Insinxdx =1+1
0 0 /2

/2 /2 77/2
4. 21 :J In sinxdx+J Incosxdx :j In(sinxcos x)dx =
0 0 0

ol
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/2 . " /2 /2
J In( sin(2x) )dx = J. Insin(2x)dx — j In2dx
0 2 0 0

Et en posant u = 2x dans la premiére intégrale,
o 1 T 1. =«

2= (Insinx)x(=)du—=In2==]J - =1In2.
0 2 2 22

In2
5. 3.dans4.dorme2I=I—glrl2donc1:—7-(2lr1 .

Lycée Henri POINCARE 6/@ ol



