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CVU sur R? Sur les segments ?

.1 .
xzsm(—) si x € R
= nx .

Soit pour tout n € IN*, f,(x) =
0 six=0

1. Etudier la convergence uniforme de (f;,) sur R.
2. Soit a € ]0; +oo[. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur [—a; a).

3. Y a-t-il convergence uniforme sur tout segment du type [a; floua <p?

Solution (Ex.1 - CVU sur IR? Sur les segments?)
1. e f,(0)=0—0.

n—-+oo
— 0.

e Pour x =0, f,(x) —— 0 car sin(u)
n—+oo u—0

cs

Donc f, — 0.
Fa(x) =0 x * £, — 0 n'est pas bornée, il 1

[ ] X)— - —> +00 - nes as bornee, 11 n a pas
n X—400 NX X—+00 11 X—+00 n p Y p

convergence uniforme.

~ JR— ~

2. De:VueRR,|sinu| <|u| (IAF par exemple), on tire :
a

Vx&l-a; allfa(x)l < —, donc lfy = Olloo,

donc ||f,, = O]l

<

a
—a;a] = E:

col-a;a] T ore 0:il y a convergence uniforme sur [—a; a].

3. Soit a = max(|a|, /3|) de sorte que [a; f] C[—a; 4.
Alors, par définition d’un « sup », ||f, — O”oo,[a';/)’] <|fu-— Ollm’[_a;a],
donc par encadrement ||f, - 0]|, (03 Bl T 0 :1il y a convergence uniforme sur
R n—+oo

tout segment.

CVU de fonctions de classe 1

Soit, pour tout n de IN*, f,, : R — R définie par f,(x) = Vx2+ 1/n.
1. Montrer que chaque f, est C!.

2. Montrer la suite (f,) converge uniformément sur R vers une fonction f que 'on
précisera.

3. f est-elle de classe C'?

Solution (Ex.2 - CVU de fonctions de classe 1)

1. Par opérations algébriques élémentaires, les fonctions f, sont de classe C! car /-
est C! sur RY.
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2. Pour x € R fixé, f,(x) —— Va2 = |x|, donc (f,) converge simplement sur R vers
n—+00

f avec f(x) = |x|.

En multipliant par la quantité conjuguée : Vn e IN*, Vx € R,

NP 1/n 11
) = VxZ+1/n+Vx? : nV1/n : Vn

1
Donc Vn € IN%, - < —
Iy~ o < 7=

Ainsi la suite (f,,) converge uniformément vers la fonction f =|.|...

etllfp = fllo ——20-

3. ..qui n’est pas de classe C! car || n’est pas dérivable en 0.

Exercice 3 | Convergence uniforme?

1
Soit, pour tout nde IN¥, f,, : [0; 400 > R, x

(1 +X)1+l/n'

1. Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers une fonction f
que l'on précisera.

2. a) Etablir, pour tout @ € ]0; 1] et tout x e R*, (1 +x)* <1+ ax.
b) La convergence de (f,) vers f est-elle uniforme?

Solution (Ex.3 — Convergence uniforme?)
1

. it x > 0.
1. Soit x > 0 L+ 07V e T3

1
T+x
2. a) Soita>0.Soitg: R* > R,x > 1+ax—(1+x)% ¢'(x) = 0((1 —(1 +x)“_1) >0 car
a—1<0. g est croissante et nulle en 0, donc positive sur R*.
I-(1+x)"  (1+x0)VY"-1 1

< =X
(1+x)1+1/” (1+x)1+1/n n

, la suite (f,) converge simplement vers f :

b) Soit n € IN* et x € R*. |f,(x)— f(x)] <

1
(1 +X)1+l/n

Donc : Yn € IN¥, Il _f||oo,1R+ <

et par encadrement ||f, — f||., g+ — 0:la convergence est uniforme sur R*.
’ n—+oo

Quand intégrale et limite permutent ... ou pas

Soit a un paramétre réel quelconque et, pour tout n de IN*,
fn:[0; +oo[ > R, x > n%xe™ "~

1
<-.
n

I |-

’
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1. Déterminer pour quelles valeurs de a la suite de fonctions (f,) converge unifor-

mément.
2. Justifier 'existence et déterminer la valeur de
1
lim xVne "™ dx.
n—-+oo 0
3. Justifier 'existence et déterminer la valeur de

lim n?xe ™ dx.
n—+oo 0

Solution (Ex.4 - Quand intégrale et limite permutent ... ou pas)

1. fngf:[0;+oo[—>IR,xr—>x
Par étude de f, = f, Ifn = fllo = (fu = f)(1/n) = n" G

I1'y a donc convergence uniforme si, et seulement si, a < 1.

2. a =1/2 doncily a convergence uniforme sur le segment [0; 1] et le théoréme de

permutation s’applique :

1 1
lim x(l + \/ﬁe*”x)dx = J xdx = 1
O 2

N
n+ooo

3. a=2etiln’y a pas convergence uniforme.
Un calcul explicite par intégration par parties donne :

1
’ 3 3
J x(l + nze_”")dx =——ne """ — —.
o 2

n—+co 2

Quelques limites d’intégrales

Justifier I’existence et déterminer les limites des suites suivantes :

1
6 t
1. Vne N, U, dgf'f cos —dt
1 3n
+o00
déf. dt
2. Vn>3, w, = J- o
" 0 Vth+t"

det. (T4
3. ¥neN, v, :'J tan” tdt
0

Solution (Ex.5 - Quelques limites d’intégrales)
Justifier I'existence et déterminer les limites des suites suivantes :

1. Les u, existent car les intégrandes sont continues sur le segment [—1; 1].

t
Soit, pour tout n, f, : t > cos — Tk qui est continue.

(fu) converge simplement vers f : ¢ 1.
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Par convergence uniforme :
Par 'inégalité des accroissements finis appliquée a cos avec |cos’| < 1,on a:

t 1
Vie[-1; 1] 3——0',donc||fn—f||oo£§.

cu
Par encadrement : ||f, — f|l —= Oet f, — f.

1
Alors : hm U, = lim J‘ fn(t)dtzj f(t)dt:f 1dt =
n—+ n—+eo ) 4 ] ]

Par le theoreme de convergence dominée :
Pour tout n, est dominée par la fonction constante f, intégrable. Par le théoréeme
de convergence dominée, la permutation intégrale/limite est licite :

1 1 1
lim u, = lim f fn(t)dt:j f(t)dt:j 1dt =2
n—-+o0o n—+oo ) 4 1 1

t
cos§—1 <1x

. Les v, existent car les intégrandes sont continues sur le segment [0; 77/4].

Pour tout n, f,, : t = tan” t est continue et dominée par la fonction constante inté-
grable sur [0; /4] @ : t +— 1. De plus (f,) converge simplement vers la fonction

0 site[0;1]
1

continue par morceaux f : t > . Par le théoreme de convergence

dominée, la permutation intégrale/limite est licite :
/4 /4
lim v, = lim fa(t)dt = J f(t)dt=—

n—+o0 n—+co J 0 4

La convergence n’est pas uniforme [0,10/4] ...
En effet, soit : Vn e IN*, ¢, = Arctan(Z’l/”) (obtenu en résolvant tan” t = 1/2).

Alors:VnelN*, t,e]0; /4] car 27" €]0; 1] et f,(t) - f(t) = 1/2.
Donc:VneIN*, ||f,—fllo =1/2... et (|Ify — fll,) ne tend pas vers 0.
w, dif.f .
0  Vt'+tT"
e Existence
fn 1105 +oo[ = R,t > V" + 17" est continue sur ]0; +oo[ et prolongeable par

continuité en 0 en posant f,(0)

)

+00
. n
de Riemann J 2 converge car - >1, J fn converge.
1 1

=0car t"+ 1" — +o0. Donc f fn existe.

t—0

~ . Par équivalence de fonctions positives, sachant que 'intégrale
oo 112 q p q g

Donc w,, existe pour tout n > 3.
e Limite simple des f,

Sit>1,t"+t™" ~ " —— 400 donc f,(t) —— 0.
f—+00 f—+00 f—+00
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Sit<1,t"+t7" — +oo donc f,(t) —— 0.

t—+00 t—+00
Sit=1, f,(t) =

Donc la suite (f,

Vﬁ'.'HIz

converge simplement vers la fonction continue par morceaux
0 sit=1

f:]0; +oo[ > R, t > . .
1/V2 sit=1

e Domination
Vi > 1, t"+t7" > t" donc |f,(t)| < 72,
Vi< 1, t"+t7" >t donc |f,(t)] < 72,
32 sit<l
32 sit>1
@ est continue et intégrable sur ]0; +oo[ (faussement impropre sur ]0; 1] et
comme intégrale de Riemann sur [1; +oo[ car n/2 > 1).
e Par le théoréme de convergence dominée
+0o0
[re
0

+o0 +o0
Ja :J' lim f,
0 0

n—+oo
Exercice 6 | Bon sang mais c’est bien siir!

Soit a € ]0; +oo].

Soit: @ :]0; oo > R, t >

lim w, = lim
n—+oo n—+oo

1 .
nx +sin(nx
1. On pose, pour tout nde IN*, I, = f —()dx.
o nla+x)
) nx + sin(nx
Soit, pour tout n€ IN*, f,,: [0; 1] > R, x ¥
n(a+ x)
a) Montrer que la suite (f,) converge uniformément vers une fonction f a préci-
ser.
b) En déduire lim I,,.
n—-+o0
+00 .
n+tsin(n/t)
2. On pose, pour tout n de IN¥, J,, = _—
pose, p Jn Jl n(at3 +12)
n+tsin(n/t)
Soit, pour tout n € IN*, ¢, : [1; +oo] > R, x > ———————.
P &l [ n(at3 +t2)

a) Montrer que pour tout n de IN* J, existe.
b) Montrer que la suite (g,) converge simplement vers une fonction g a préciser.
+00

L g(1)dt.

d) Déterminer trois constantes «, f et y telles que

Vi>1, g(t) P

c) Monter que lim ],

n—-+oo

)4
at+1°

+
2t
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e) En déduire la valeur exacte de lim ], (sans intégrale).
n—-+oo

3. Observer les résultats des questions 1) et 2), puis justifier cette observation.

Solution (Ex.6 — Bon sang mais c’est bien siir!)
x

1. a) fn(O):OmOetpourxe]O; 1],fn(x)m P

cS
donc f, — f:[0; 1] > R x> 5
sin(nx 1 1
Ve (05 110 - £ = B0 L donc lfy - flly < -

n(x+a) ~ na
cu
Par encadrement, ||f, - f|l., —— 0, et f, — f.
n—+oo
b) Par convergence uniforme de fonctions continues sur un segment, le théoréme

de permutation s’applique et :

1
nlirpmln:L f(x)dx:[x—aln(|x+a|)]é:1—a1n(1+a)+alna:1+a1n(ﬁ)
2
2. a) g, est continue sur [1; +oo[, ], est impropre en +oo et gn(t)t oo 3
—+00 (

Par équivalence de fonctions positives au voisinage de +co et intégrabilité de
t—1/t3 (3> 1), ], existe.

b) Pour tout t > 1, tsin(n/t) = o(n) donc n + tsin(n/t) ~ n et g,(t) ——
n—-+oo n—-+o0
1
at3 + 12
Donc N [1; 400 > R, t >
:[1; +o0 , —_— .
SEES at3 + 12
c) e Pour tout n € IN*, g, est continue.
cs
g, —g.
e ¢ est continue.
e De l'inégalité : Vx € IR, |sin x| < |x| (IAF par exemple), on tire :
2
VnelN* ,Vte[l; +oo|, NS || —%,
(15 ool a0 < | st < o
2 o
or t > — est intégrable sur [1; +ool.
Par le théoréme de convergence dominée, = pour tout 7, J,, existe, mais ¢a on
nous l’a déja fait remarquer;
= ]im ], existe;
n—-+oo
+00
T f glt)
1 a a’
d) Vi>1, )= —-——+—.
) 8 t2 t at+1

( N]
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1 at+ 171+ a
e) lim ]n:[——+aln ] :1+a1n(—).
n—+00 t a 1 a+1
3. Il se pourrait bien que le changement x = 1/t donne I,, =], ce qui expliquerait
TOUT!
CVU d’une suite fonction d'une autre
Soit a € ]0; +oo[. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies et positives sur R, et
convergeant uniformément vers une fonction f.
déf. [
On pose : VnelN, = —.
p ng ﬂ+fn
Montrer que (g,) converge uniformément sur R vers une fonction g a préciser.
Solution (Ex.7 — CVU d’une suite fonction d’une autre)
Soit a € ]0; +oo[. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies et positives sur R, et
convergeant uniformément vers une fonction f.
déf. fa
On pose : VnelN, = .
p gn 0+fn
: fn(x) f(x) cs
1. Soitx e R. g,(x) = car f, — f.
gn( ) a+fn(X) N—>+00 a+f(x) fl’l f
Posons : g aéf f .
a+f
VnelN,VxeRR,
fn(¥) S (x) afn(x)—af(x)
18n(x) = g ()| = |+ = -
a+ fu(x) a+f()] [(a+ f(x)(a+f(x)
a x)—f(x
12,() — ()] < |fn(x ) f(x)l < |/ (x) = f (x)] par positivité.
a
1
DOnC :VHGIN’ “gﬂ_g”oo— _”ff’l_f”oo
a
cu cu
Comme f, — f, par encadrement ||g, — gll., — 0, autrement dit g, — g.
2. e Puisque pour tout n, f, est C!, g, = J]:nf est aussi C! par les théorémes habi-
a n
tuels. os
e (i) Pour tout #, f, est cl (ii) f, — f;
(iii) (f,)) converge uniformément
donc par le théoréme de régularité, f est C' et f' = lim f,.
n—-+oo
f . ol af’
Et comme ¢ = ———, ¢ est aussi C' avec ¢’ =
8078 & = la+f)
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