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Exercice 1 | Puissances par deux méthodes bien différentes

Soit
4 -3 1
M=|2 -1 1
2 -3 3

1. Premiére méthode
a) Calculer M? et en déduire un polyndme P de degré 2 annulateur de M.
b) Soit n un entier naturel. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par P.
¢) En déduire une expression de M" en fonction de n, I3 et M.

2. Seconde méthode
a) Justifier que M est semblable a

2 00
A=10 2 1|
0 0 2

b) Calculer, pour tout n de IN, A".
c) En déduire 'existence d'une matrice B de M;3(IR) telles que, pour tout n de IN,

M" = 2"+ n2"!B.
d) Expliciter B et donner une expression de M" en fonction de n, I3 et M.

Solution (Ex.1 - Puissances par deux méthodes bien différentes)

1. a) M? = 4M — 415 donc P = X? — 4X + 4 convient.
b) Le reste cherché étant de degré au plus 1, notons-le a,X +b,. On a
X"=QP+a,X+10, (?)
P = (X - 2)? admet 2 comme racine double. (¥) évaluée en X = 2 fournit
2" =2a,+b,
En dérivant (¥) et en évaluant a nouveau en X = 2
n2"t=q,
Le reste cherché est donc n2" ' X + (2" = n2") = n2" X + (1 — n)2"
¢) (9) évaluée en X =M fournit M" = n2" " 'M + (1 — n)2"15
2. a) Analyse — En notant f I'endomorphisme canoniquement associé a M. On cherche trois vecteurs formant une
base et vérifiant

f(u)=2u
fv)=2v
fw)=v+2w

Donc u et v sont dans Ker(f — 2id). En observant M — 213, Ker(f —2id) = Vect((1,1,1),(1,0,-2)) par exemple.
De plus v = (f — 2id)(w) donc v doit étre choisi dans Im(f — 2id). En observant M — 213, Im(f - 2id) =
Vect((1,1,1)) donc nous n’avons pas le choix pour v : il doit étre colinéaire a (1,1, 1).
Prenons u =(1,0,-2)etv =(1,1,1).

1 X

Notons V =1 [et W=y |les colonnes représentant v et w dans la base canonique.

1 z
Comme f(w) =v+2w & MW =V +2W &= (M - 2I5)W =V qui correspond au systéeme matriciellement
noté
2 =3 1|1
2 =3 1|1
2 =3 1|1
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dont une solution est par exemple (x,v,z) =(0,0,1).

Synthése — On pose C = (u,v,w) = ((1,0,—2), (1,1,1),(0,0, 1)).

Il reste a s’assurer que C est une base, par exemple en calculant le rang ou le déterminant de P = Mpz(C) =
1 1 0
0 1 0| Onadet(P)=1=0, gagné!

-2 1 1

Par les calculs précédents, f(u) =2u, f(v)=2v et f(w) =2w+v, donc M¢(f) =A.
b) Premiére méthode — Aprés avoir calculé A% et A® pour se faire une idée, par récurrence on montre que A” =

2n 0
0 27 pon-lf
0 0 21

0 0 0

Seconde méthode — En écrivant A = 2I3+NouN=|0 0 1|vérifie N> =03, on peut appliquer la formule du

0 0 0
bindme de Newton puisque (2I3)N = 2N = N(2I3),

n

A" = Z(:)Nk(ZIg,)”k = 2"I3+n2""'N + 03, ce qui correspond a la premiére méthode.
k=0

c) A" =2M3+n2"1(A-2I3) et, par la formule de changement de base, M" = PA"P~! = 2"1;+n2" ' P(A-213)P~!.

d) La formule précédente étant valable pour n =1, M = 215+ B donc B =M - 2I5. Donc

M" = 215+ n2" N (M = 215) = 2"(1 — n)I5 + n2""'M

Diagonalisabilité d'une matrice triangulaire par blocs

Soit (A, B) € M,,(K)? telles que AB = BA. On pose

M

€ M2n(H<)-

1. Calculer M pour tout k de IN.
2. Soit P € C[X]. Expliciter P(M) a I'aide de P, P’, A et B.

3. En déduire que M est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable et B est nulle.

Solution (Ex.2 — Diagonalisabilité d'une matrice triangulaire par blocs)
1. Apres avoir calculer M? et M3, on conjecture que

.| AF| kAR
Yk eN, M~ = € M, (K).
0| Af
et on le démontre par récurrence sur k € IN.
d
2. SoitP= ) XFeq[X].
k=0
d d
cpA* ckkA1B
< kZ ‘ ; ‘ P(A) | P(a)B
P(M)= ) ceMF = | =0 =L _
k=0 0 ZCkAk 0 ‘ P(A)
k=0
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3. e Supposons M diagonalisable. Alors il existe un polynéme P scindé a racines simples tel que P(M) = 0,,. Donc
P(A) =0, et A est diagonalisable.
De plus P’(A)B = 0.Attention : pour affirmer que B est nulle, il faut étre siir que P’(A) est inversible.
En notant A; pour i € [[1; n]] les valeurs propres de A, répétées autant de fois que leur multiplpicité, A est
semblable a diag(};,1 < i< n)doncP’(A) est semblable a diag(P’(A;),1 <i < n).Orles A; sont toutes des racines
de P, donc simples, donc aucune des valeurs propres P’(A;) de P’(A) n’est nulle. Donc P’(A) est inversible. Donc
B est nulle.
e Réciproquement, si A est diagonalisable et B nulle, il existe un polyndome scindé a racines simples P tel que
P(A) = 0.

P(A) ‘ P’(A)B ‘

0 P(A) 0 ‘ 0
Donc M est diagonalisable.

XaB = X

Soit A et B deux matrices de M,,(KK). On souhaite démontrer que AB et BA ont le méme polyndme caractéristique.

Alors P(M) = =0,,.

1. Dans cette question uniquement, on suppose A inversible. Justifier que x5p = xpa-

2. On revient au cas général et on pose

BA -B 0 -B I, 0
M= ,N: etP: .
0 0 0 AB AT,

Vérifier que PN = MP et conclure.

Solution (Ex.3 — xap = XgA)
1. Ona:BA = (A7'A)BA = A"!(AB)A donc AB et BA sont semblables et on par conséquent le méme polynome
caractéristique.

0
2. PN= = MP, et det(P) = 1 donc P est inversible, donc N = P~!MP. Donc M et N sont semblables et ont
0 0

le méme polyndme caractéristique.
Par le calcul du déterminant par blocs des matrices triangulaires :

Al,-BA -B ) ) )
xm(A) = = xBa(A)A" et de méme xn(A) = A" xap(A).
0 AL,
Ainsi xpm(X) = xn(X) = X" xpa(X) = X" xpa (X).
Donc en effectuant la division euclidienne par X",
xm(X) =X xpa(X) + 0 =X"xpa(X) + 0
et par unicité du quotient (et du reste ici nul) on a xga = xpa-
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