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DEVOIR SURVEILLE N°3

22 novembre 2025

Les deux exercices sont indépendants — Durée : 4 heures

Les calculatrices et téléphones sont interdits.

Polyndmes de Hilbert

Soit n un nombre entier au moins égal a 2. On note E I'espace vectoriel R[X]
des polyndmes a coefficients réels et E, le sous-espace vectoriel de E formé

des polyndémes de degré inférieur ou égal a n.

On note par ailleurs A et 7 les applications définies sur E par

VPeE, A(P)=P(X+1)-P(X) et T(P)=P(X+1).

1. Justifier que A et 7 sont des endomorphismes de E.

Partie A — Quelques propriétés de A et 7T

2. a) Rappeler, pour k entier naturel, le développement de (X + 1)¥ par la for-
mule du bindme de Newton et en déduire que pour tout polynéme non
constant P de E,

deg(A(P)) = deg(P) - 1.

b) Que dire de deg(A(P)) si P est un polyndéme constant?
c) Justifier que E,, est stable par A.

3. On note A, I'endomorphisme induit par A sur E,; :

A, B, —

E,

P +— P(X+1)-P(X)

a) Justifier que A, est nilpotent d’indice n+ 1, c’est-a-dire que

n+1

(M) =0 et (a,)" =o.
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b) Déterminer le noyau, I'image et le rang de A,,.

4. a) Quel lien existe entre le degré d’un polyndme et celui de son image par
72
b) Expliciter 7¥(P) pour tout entier naturel k et tout polynome P.
c) Justifier que 7 est un automorphisme de E et expliciter 7~!(P) pour tout
polynome P.

d) Justifier que E,, est stable par 7.

5. On note 7, 'endomorphisme induit par 7 sur E,, :

T,: E, E,

P +— P(X+1)

Que dire du noyau, de I'image et du rang de 7,,?

Partie B — Lorsque n vaut trois

On suppose n = 3, uniquement pour cette partie.

C désigne la base canonique de E;, définie par C = (1,X,X2,X3).

Soit F le sous-espace de E engendré par la famille B = (X, X%, X3,X%), et 6
I'application linéaire définie par

o: F —

Ej

P +— P(X+1)-P(X)

Autrement dit, o est la restriction de A a F.

6. Ecrire la matrice D = Mp(0), matrice représentant 6 en prenant respecti-

vement B et C comme bases de F et de E;.
7. Justifier que o est un isomorphisme.

8. On note 7 I'isomorphisme réciproque de o.
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Autrement dit, 7t = 57! et pour tout polyndme P de Ej;, 7(P) est 'unique

polynome Q de F vérifiant P(X) = Q(X+ 1) - Q(X).

On pose Hy = 1, et pour i dans [ 1; 3], H; = =/ (H).

a) Si P est un polyndme de degré d € [0; 3] de Ej3, quel est le degré de
7(P)?

b) En déduire que H = (Hy, H;, H,, H3) est une base de Ej.

¢) Sans chercher a calculer les éléments de H, déterminer la matrice repré-
sentant A3 dans la base H.

9. a) Déterminer la matrice Il représentant 7 relativement aux bases C et 5.
b) Calculer explicitement Hy, H; et Hj.

¢) Donner une expression factorisée des polyndmes H, et Hj.
Partie C - Intervention des polynomes de Hilbert
Pour k entier naturel, on définit le k—eéme polyndme de Hilbert Hy par

k-1
Ho=1 et sik>1, Hy= XX=-1)(X=2)...(X=k+1) :%I_[(X—i).
T =0

k!

10. a) Justifier que la famille (Hy )<<, €st une base de E,,.
b) Montrer que, pour k entier naturel non nul, A(Hy) = Hy_;.
¢) En déduire A’(Hy).
11. a) Justifier que A/(Hy)(0) = Ojk ou 0 désigne le symbole de Kronecker,

égala 1sii=ketvalant 0 sinon.
n

b) Soit P un polyndme de E,,. On suppose que P s’écrit P = Zaka dans la
k=0
base (Hk)OskSn de E,.

Montrer que pour tout k de [0; n]], ax = AX(P)(0).

n
VPeE, P= ZN(P)(O)H,—.
=0

Ainsion a établi: |[(9)
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Partie D — Application aux calculs de sommes

Pour tout polynome P de E et tout m entier naturel, on cherche a calculer

m
Sp(m) =P(0)+ P(1) ++++P(m) = ) P(i)
i=0
On se donne donc un polynéme quelconque P de E.
12. Que vaut Sp(m) si P est le polyndme nul?

Dans la suite de cette partie, on suppose P non nul et on note n son degré.

13. a) Justifier qu’il existe un unique polynome Q de E,,; tel que

Q(X+1)-Q(X)=P(X) et Q(0)=0.

n
b) On écrit P = ZaiHi ou les (a;)o<i<n sont les coordonnées de P dans la
i=0
base de Hilbert (Hy)o<k<, de E,,.
n

Justifier que Q = ZaiHiH-
i=0
c) Montrer enfin que

-3

14. Application au calcul de ) i

m
i=0
On pose P = X3.

a) Calculer pour i dans [1; 3] la valeur du polyndéme A’(P) en 0.
b) En déduire I'unique polynéme Q de degré 4 nul en 0 et vérifiant

QX +1)-Q(X) =X

m
c) Donner alors une expression explicite en fonction de m de E i,
i=0
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Partie E — Polyndmes vérifiant P(Z) Cc Z

On s’intéresse au probléme (P) suivant :
(P) : « Quels sont les polynomes P de E,, vérifant P(Z)C Z? »
ou P(Z)c Zsignifie: VYmeZ, P(m)eZ.
15. a) Justifier que si P est un polynome de E,, a coefficients entiers, alors P est
une solution de (P).
b) Justifier que P = %X(X + 1) est une solution de (P).
P est-il a coefficients entiers?

16. On souhaite établir que, pour tout polyndme P de E,, les trois conditions

suivantes sont équivalentes :
OP2Z)cZ;

@ Viel0;n], A(P)0)eZ;

@ les coordonnées de P dans la base de Hilbert (Hy )<<, sont toutes en-

tiéres.

a) Justifier que les conditions @ et ® sont équivalentes.

b) On suppose que P vérifie la condition @.
Justifier que A(P) vérifie aussi la condition @ puis que P vérifie la condi-
tion @.

c) Soit k dans [[0; n]] et m un entier relatif. Montrer que Hy(m) est un entier
relatif. On pourra distinguer lescas m >k, 0 <Km<k—-1et m<-1.

d) En déduire que, si P vérifie la condition ®, alors P vérifie la condition @.

Solution (Ex.1 - Polyndmes de Hilbert)

1. Aucun souci.

k
2.a) (X+1)k= Z(k)x’ = XK kx4

[ 1
i=0
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Onaalors: Yk e IN*, A(XK)=kX1+... et deg(AXK) =k -1.

d
Et par linéarité, on écrivant P = Zaka avecay #0:
k=0
A(P) = aydX%1+Q avec deg(Q) < d-2,donc deg(A(P)) =d-1 =deg(P)-1.

Et si P est constant, P(X + 1) = P(X) et deg(A(P)) = deg(0) = —oo.
b) Soit P € E,. Comme A € L(E), A(P) € E. Et comme deg(P) < n, deg(A(P)) <
n—1,donc P €eE, et E, est stable par A.
3. a) Puisque chaque application de A diminue le dégré d’une unité,
deg((A,)"(X") =n—n=0=—oco0 donc (A,)"(X") =0 donc (A,)" = 0.
Pour la méme raison, si P € E,,, deg((A,)""'(P)) < n—(n+1) < -1 donc
(Ap)"H(P) = 0, et (A,)"™! = Oge,)
b) e Si deg(P) > 1, deg(A,(P)) > 0 donc A,(P) = 0. Mais si P est constant,
A, (P) = 0. Donc Ker(A,) = Ry[X].
e par le théoréme du rang, rg(A,,) = dim(E,)-dim(Ker(A,)) =n+1-1 =n.
e Toujours en raison des degrés, si P € E,, alors A, (P) c R,_{[X]. Donc
Im(A,) C R,_1[X], et par égalité des dimensions, Im(A,) = R, [X].
4. a) Pour tout polyndme P, deg(7 (P)) = deg(P).
b) Yk € N, 75{P) = P(X +k).
c¢) Et sila formule précédente avait encore un sens pour k =-17
Posons U : P+ P(X —1). Alors clairement
ToUP)=T(PX=-1))=PX)etUoT (P)=UPX+1))=P(X).
Donc 7T est bijectif et & =7 ~! : 7 est un automorphisme de E et 7~!(P) =
P(X—1) pour tout polynéme P.
d) Par conservation du degré lorsqu’on applique 7, E,, est stable par 7.
5. Toujours par conservation du degré, Ker(7,) = {0}, donc 7 est injectif. Et
comme E, est de dimension finie, I'endomorphisme 7, est un automor-

phisme. Donc Im(7) =E, et rg(7,,) =n+1.
6. 0(X)=1,0(X?)=2X+1,0(X3) =3X?+3X+ 1, 0(X*¥) =4X3 + 6X> +4X +1,

ol
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0 0 3 6

0 0 0 4

7. dim(Im(0)) = rg(o) = rg(D) = 4 = dim(E3) donc o est surjectif. Comme
dim(F) = dim(E3), 0 est un isomorphisme.
8. a) Puisque P = o(nt(P)), deg(P) = deg(m(P)) — 1 donc deg(rt(P)) = deg(P) + 1.
b) deg(Hy) = 0, deg(H;) = deg(n(Hp)) = 0+ 1 =1, deg(H,) = deg(n(H,)) =
1+1=2etdeg(Hs) =deg(rr(H;)) =2+1 =3, donc H est une famille de
quatre polynomes échelonnée en degré de E; = R3[X], donc est une base
de E3.
c) A(Hp) =0, et pour tout i de [1; 3], A(H;) =o(r(H;_1)) = H;_;.

01 0 0

0 01 0

Donc My (A3) = , magnifique matrice nilpotente d’ordre 4

0 0 0 1

0 00O

comme prévu par la question 3.

9.a) Comme 7t = 6~!, la matrice représentant 7 est I'inverse de la matrice

représentant 6 dans les bases idoines.
12 -6 2 0

110 6 -6 3
12

H:D_lz
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1
0
b) H; = n(Hy) donc en notant Vy = la colonne représentant Hy dans C
0
0
et W celle représentant Hy; dans B, on a:
1 0
0 1
W, =TIV, = donc Hy = X, et Vi = M¢(Hy) =| | Avec les mémes
0 0
0 0
notations
-1/2 0
1/2 -1/2
W, =TIV, = donc H, = -X/2+X?/2, et V, = Mp(H,) = .
0 1/2
0 0
1/3
-1/2
W3 =TIV, = donc Hz = X/3 - X?/2 + X3/6.
1/6
0

Variante : On peut chercher H; = aX car de degré 1 dans F tel que H; (X +
1)-H;(X)=1,i.e.aX+a—aX =1,donca=1et Hy =X. Et on recommence
avec H, = aX + bX? vérifiant Hy(X + 1) —H,(X) = X, etc.

X(X-1) X2 -3X2+2X | X(X?-3X+2)  X(X-1)(X-2)

> B

H, =
¢) Hy 6 6 6

oLl
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10. a) La famille (Hg )<<, est une famille échelonnée en degré, de 0 a n, de E,

donc est une base de E,,.
X+ DX(X=1)...(X=k+2) X(X-1)(X=2)...(X=k+1)

b) A(Hy) = k! k!
X(X=1)...(X—k+2 X(X=1)...(X—k+2
Ay = XE=D k!( 2 (X4 1) =Xkt 1)) = 2X=D k!( 2
X(X=1)...(X=(k=1)+1
Ay = 2B D gy
¢) On a alors immédiatement A?(Hy) = Hy_,, A3(Hy) = Hj_3, jusqu’a
AF(H,) = Hy.

Comme A(Hg) = A(1) = 0, AF*1(Hy) = 0, et finalement
A'(Hg) = Hy_; pour i < k et A'(Hg) = 0 pour i > k.
11. a) e Pour i < k, A/(H;)(0) = Hi_;(0) = 0 car 0 est une racine de H; des que
j>0.
e Pour i = k, A/(H;)(0) = Ho(0) = 1
e Pour i > k, A'(H;)(0) = 0 puisque A’ (Hy) = 0.
e Bilan : A/(H;)(0) = 0; 4.
b) Par linéarité, pour tout i de [[0' n] :

ZakA Hk Zakb,k—a,

12. Sp(m)=0si P est le polyndme nul?

13. a) e Considérons A,,; : E,;; — E,;;. On sait que Im(A,,,) = E,, donc
comme P € E,, P possede un antécédent R dans E,,; vérifiant A, (R) =
P, c’est-a-dire R(X + 1) — R(X) = P(X).
e Posons Q(X) = R(X) —R(0). On a toujours Q(X + 1) - Q(X) = P(X), avec
cette fois-ci Q(0) = 0.
e Supposons que Q; de E,,; vérifient les conditions requises. Alors
Ap1(Q—-Qq) = 0 donc Q= Q; € Ker(A,41) done Q - Q; € Ry[X] donc
Q-Q; =cte. Or Q(0)—=Q;(0) =0donc Q =Q;.
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Conclusion : il existe un unique polynéme Q de E,,; tel que

QX+1)-Q(X)=P(X) et Q(0)=0.

n
b) Prenons Q; = Za,-HiH.
i= 0

Comme (H;,0<i<n+1)estune base deE, 1, Q1 €E 1.

De plus A(Q) = ZaA it1) ZO(H =P,donc Q;(X+1)-Q;(X) =
P(X). -

Enfin Q4 (0 ZH’“ = 0 car 0 est racine de tous les H; tels que i < 1.

Par unicité, Ql est le polyndme Q cherché.

c) Par télescopage :
m m
Y Pi)=) (Qi+1)-Q() =Q(m+1)-Q(0) =Q(m+1)
= i=0

14. a) A°(P)(0) =P(0) =0,

A(P) = 3X? +3X + 1 (calculé en 6.) et A(P)(0) =1,
A*(P)=3(2X+1)+3x1=6X+6et A>(P)(0)=6,
A3(P) =6 et A3(P)(0) = 6.

b) Alors P =H; + 6H, + 6H3, et Q = H, + 6H3 + 6Hy. Ainsi :

Q:X(X—l)+X(X_1)(X_2)+X(X—l)(X—Z)(X—3)
:X(X4_1)[2+4(X—2)+(X—2)(X—3)]:M[XZ—X]
XX -1)?

a 4

R m?(m+1)?

c) 213:ZP(1):Q(m+1):T.
i=0 i=0

15.a) SiP= Zaka avec ay € Z pour tout k, alors : Vme Z,P(m

k=0
Z : P est une solution du probleme P.

Zakm €

ol
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b) Soit me Z.
Si m est un entier pair, écrivons-le m = 2p avec p entier. Alors P(m) =
W:p(2p+l)ez.
Si m est un entier impair, écrivons-le m = 2p — 1 avec p entier. Alors
P(m) = (2[)_—21)(213) =2p-1)peZ.

1 1 .
Donc P est une solution du probléeme P et P = EXZ + EX n'est pas a
coefficients entiers.

16. a) @==® puisque les A(P)(0) pour € [0; n] sont exactement les coordon-
nées de P dans la base de Hilbert.
b) VzeZ, A(P)(z)=P(z+1)-P(z)eZcarP(z+1)€e Z,P(z) € Z (P vérifiant
@).
Par récurrence immeédiate sur la propriété A; :« A/(P) vérifie ® », on a :
V e[[0; n]], A(P)(0) € Z, 0 étant un entier, si! Donc P vérifie @.
c)eVmeZ, Hym)=1eZ.

e Pour k € [[1) n]]) Hk(m) _ M(M—l)(m—2)(m—k+ 1)

k!
Doncsi me[[0; k—1]], Hi(m) =0 (m est une racine de Hy).
m! m
Etsimz>k Hy(m)= —— = .
tsimzk, He(m) Y (k)elN

(_1)k—m(1 -m)(2—-m)...k—1—-m) _

!
- (_1)’<(k_ 1k_ m) ez

Et enfin si m < 0, Hyg(m) =
p(k=1—m)!
kl(=m—1)!

(=1)

n
d) @ siginifie que P = Zaka avec ay € Z pour tout k de [[0; n].
k=0

n
Alors par la question précédente, Yme Z, P(m)= Zaka(m) eZ.
k=0

Donc P vérifie la condition @.

Exercice 2
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L'objectif de cet exercice est de déterminer la valeur de l'intégrale
1
In(x+1
0 x
Dans tout 'exercice, I désigne I'intervalle [0; 1].

Questions préliminaires

17. Justifier que J existe.

18. Justifier que

1 ’
]:_j ln(,\)dx
o Xx+1

(-1
k2

19. a) Justifier que la série de terme général (pour k dans IN*) converge.

702

+00
1
b) On admet que ;ﬁ =< Montrer que

i(_l)k ~ 2
> = -
= k 12

Partie A — Etude d’une suite de fonctions

Pour tout n de IN*, on consideére la fonction

x"In(x) six>0

gl —Rx+—
0 six=0
20. Justifier que, pour tout n de IN*, g, est continue et bornée sur I.

21. a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (g,).

b) Enoncer précisément le théoréme de convergence dominée et justifier, a

6/10 ol



PC DEVOIR SURVEILLE N°3

22 novembre 2025

1
I’aide de ce théoréeme et sans calculer explicitement J gn(x)dx, que
0

1
lim gn(x)dx = 0.
0

n—+o0o

22. Montrer que la convergence de la suite de fonctions (g,) est uniforme et

retrouver la limite précédente en énongant précisément le théoréeme em-
ployé.

23. Retrouver la limite précédente en calculant explicitement les intégrales

fol gal)dx.

Partie B — Calcul de I’'intégrale ] par une premiere méthode

On pose, pour tout n de IN* et tout x de I,

n

fal0) =) (=1)F gy ().

k=1
Autrement dit, pour tout x de [, la suite numérique (f,(x)) est la série de
terme général (—1)F*1g.(x).
24. Justifier que, pour tout x fixé dans I, la suite numérique (f,(x)) converge.
On notera £(x) sa limite.
25. a) Toujours pour x fixé dans I, justifier que |f,(x) = €(x)| < |gns1 (X))
b) En déduire la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,).

1
¢) Que peut-on en déduire quant a lim j fn(x)dx?
0

n—+oo
1 —(=x)"
l+x
b) Retrouver la conclusion de la question précédente grace au théoreme de

26. a) Justifier que, pour tout x de ]0; 1], f,(x) = xIn(x)

convergence dominée.

Lycée Henri PoiNcARE
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27. a) Déduire des questions précédentes que

1 L) k+1
xIn(x) . (-1)
L x+1 dv = 1; k*

1

b) Rappeler la valeur de J In(x)dx et en déduire la valeur de J.
0

Partie C — Calcul de I’intégrale J par une seconde méthode

28. a) Justifier que pour tout réel t de I et tout entier n de IN*

n—1
ok L=(=1)"
Z(—u =

k=0

b) En déduire, pour tout réel x de I et tout entier n de IN*

n-1 ko k+1 X ogn
(=1)*x 1 t
———— =lIn(x+1)+(-1)"" dt.
— k+1 neer1)+(-1) o 1+t
On pose, pour tout n de IN¥,
)k—lxk—l

n
-1
h,:10; 1] — R, x —> Z(T
k=1
29. Montrer que la suite de fonctions (h,) converge simplement vers la fonction

h définie sur ]0; 1] par
In(x+1)

h(x) = "

30. a) Montrer que h est bornée sur |0; 1]. Il n'est pas nécessaire d’étudier les

variations de h pour cela...

b) En déduire une fonction ¢ intégrable sur ]0; 1] telle que pour tout n de

ol
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IN* et tout x de ]0; 1],

()] < @(x)
¢) En déduire que
=1

Solution (Ex.2-)

In(x+1)
17. x+— —=

X
In(x+1)
X

est continue sur ]0; 1] et prolongeable par continuité en 0

car 0 1, donc ] existe (elle est faussement imprope).
X—

18. Les fonctions u : x — In(x + 1) et v : x —> In(x) sont de classe C! sur ]0; 1]

_Ll

19. a) Par absolue convergence ou par le théoréme des séries alternées.

0 Sy e Y b T AT ] T A

k2
k pair k impair k pair k pair k pair

avec u(x)v(x) — 0 car u(x)v(x) ~ xIn(x) — 0.
x—0 x—0 x—0

In(x)
x+1

dx.

1
Par intégration par parties, ] = [u(x)v(x)](l) —J u'(x)v(x)dx =
0

12'
20. g, est continue comme prodult de fonctions continues sur ]0; 1] et conti-
nue en 0 car g,(x) 7 0 = g,(0) par croissances comparées usuelles.
X—

g, étant continue sur le segment I, elle est bornée.

21. a) ‘V”GIN*:gn(O)Zgn(l)zodoncgn( )——+——>0€tg”( )——+——>0
—+00 n—+oo
.VXE]O;I[, X”ﬁOdoanH( )7)0

. cvs
Conclusion : g, — 0.

Lycée Henri PoiNcARE
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b) Toutes les fonctions g, sont continues sur ]0; 1] ainsi que leur limite
simple 0, et
YnelN,Vxe]0; 1], [g.(x)]<

In € L'(]0; 1],R). Donc le théoréme de convergence dominée s’applique

1 1
gn( x)dx = J 0dx = 0.
0

[In(x)| puisque |x"| < 1, or d’apres le cours

et lim
n—-+oo

22. Pour tout n de IN*, I’étude de la fonction g, montre que ||g,l|., = —-
ne

.. avu
Donc par encadrement ||g, —0]|,, — 0. Ainsi g, — 0 sur le segment
—+00

oo =

[0; 1]. Comme les fonctions g, sont toutes continues, le théoreme d’inter-
1

version sur un segment s’applique : lim n(x)dx = J- 0dx = 0.
n—+o0 0
Piad!
23. Comme 3 In(x) 5 0, I'intégration par parties avec les fonctions x +—
n xX—

+1

et In de classe C! sur ]0;
1

1 n
ln(X)] —J Y e = - !
0 o n+1 (n+

1] fournit :

xn+1

, et effectivement
n+1

1)

x)dx —— 0.
n—+o00

n+
Partie B — Calcul de I'intégrale ] par une premiére méthode

24, ¢Six=0oux=1, f,(x) =
0.

e Soit x € ]0; 1[. La suite (|gx(x))s; = (xk |ln(x)|)k>1

0 pour tout n donc f,(0 )—> Oet fy(l) ——
n—-+00 n—+00

est décroissante de li-

mite nulle. Par le théoréme de Leibniz, la série de terme général (-1 )k“gk(x)
converge.
25. a) f,(x)—¢(x) étant le reste d’ordre n de la série précédente le théoreme de
Leibniz assure, toujours pour x fixé dans |0; 1[, |f,(x < a1 (%))
Et pour x € {0, 1}, fu(x) = €(x) = 0 = guy1 (x )
b) Par la question précédente, Vx eI, |[f,(x < a1 (%))
ol
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: . U xIn(x)
Or (cf. 22) de ||gn+1llee = ——=—- Donc f, — € est une fonction bornée et . dx
(n+1)e 0 Xx+1
érifie ||f, =l < ———. P d t 1l =l —=>0. ! —_
vérifie || f, — ||, CESIE ar encadrement, ||f, — |, o b) j In(x)dx = —1, et par linéarité,
On en déduit la convergence uniforme de la suite de fonctlons (f,) ver la 0
. Un(x) P(x+1-x)In(x) !
fonction . ] = —j 1 dx = —J de = —J In(x)dx +
. 0 0 0
c¢) Comme les fonctions sont continues sur le segment [0,1] et la 00 00
| . . " , " o jl Xln(x)dx =1+ i ST = i ()™ et par la question pré-
suite (f,) converge uniformément vers ¢, hm J fn(x)dx existe et vaut g0 x+1 — k2 = k2
1 liminaire 5
J‘ £(x)dx. J = ™
0 5

26. a) Comme somme des termes d’une suite géométrique de raison —x = 1,

n—1
1-(=x)"
. —_— — k o
pour tout x de ]0; 1], f,(x) = xIn(x) é( x)* = xIn(x) oy
b) e Les fonctions f, sont c.p.m. sur ]0; 1] pour tout n de IN*;
evs xIn(x
o f,—(:]0; 1] > R,x l+(x);

e lestcp.m.sur|0; 1];

e Par la question précédente,

Y
Vne N Yxel0;1], |fu(x)] < xIn( )|M<

-21n(x)
or —2In € L1(]0; 1],R) d’aprés le cours et par linéarité.

Le théoreme de convergence dominée sapplique : lim j fn(x)dx

n—+o0

1

existe et vaut J ¢(x)dx.
0

27.a) Pour tout n de IN*, par linéarité, l'intégrale de g, ayant été cal-

YR nguk)dx -
k=1

1
culé a la fin de la partie A : ‘J‘ fn(x)dx
0

n

1
) (0 k-_l-l :Z

k=1 k=2

k+1

too ( 1)k+1 1
En passant a la limite lorsque n tend vers +oo, Z e j {(x)dx =
k=2 0

Lycée Henri PoiNcARE

Partie C — Calcul de I’intégrale J par une seconde méthode

=
—

1—(-t)" : , :
28.a) Y (-1)ftk = % car il s’agit de la somme des n premiers termes
k=0
d’une suite géométrique de raison —t = 1.

b) En intégrant la relation précédente sur le segment [0; x], on obtient

-1
(_l)kxk+1 |
—— =1In(x+1 -1)"™
k+1 n(e+1)+(=1) o 1+t

=

X tﬂ

dt.

k=0
29. Par la question précédente, pour x € |0; 1],

hy(x) = In(x+1) (1 J;X g

X X 1+t

-1 n+1 X tn 1 X 1 n+1 n 1
(=1) J dt<—j t”dt<—><x < al < -
X o 1+t x Jo x n+l1 n+l

Or

S

(_1)n+1 X th
Alors par le théoréme des gendarmes, J dt 0.
bl 0 1+t n—-+c0
In(x+1
Ainsi f, (x) N .
n—+0o00 X

30. a) h est continue sur ]0; 1] et prolongeable par continiuité en 0 car

h(x) —0> 1. En notant & le prolongement par continuité de h sur le seg-
X—

ment I, 7 est continue sur le segment I, donc bornée, et il existe une

ol
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constante M telle que: Vxel, |ﬂ(¥)| <M.
Alors : Vxe€]0; 1], |h(x)| = |E(x)| < M. Donc h est bornée sur ]0; 1].
b) Pour tout n de IN* et tout x de ]0; 1],
(_1)n+1 X ooyn
[
X o 1+t
1
|h(x)| <M+ |=
*Jo

_1\n+l1 X n
()] = 1n(x+1)+( 1) J t dr
0
En définissant ¢ par ¢ : ]0; 1] — R,x +—> M+ 1, @ est intégrable sur

< |h(x)|+
X X 1+t ()]

x 1
1dt <M+;xx<M+1.

10; 1] et majore |h,| pour tout n de IN*.
c) La suite (h,) vérifie toutes les conditions du théoréme de convergence

dominée, avec pour limite simple h.

1 1
Donc lim hy,(x)dx = J h(x)dx =].
0 0

n—+oo

! n k-1 1 n k-1
-1 1
Or par linéaritéj h,(x)dx = E %J 1y = z ( k)2 ‘
¢ k=1 0 k=1
D’ou par la question préliminaire :

Lycée Henri POINCARE 10/10 ol



