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1.1 Majorant et minorant d’une partie de R
Soit P C R.

M € R est un majorant de P si Vo € P,x < M.
m € R est un minorant de P si Vx € P,m < z.

@ U, ={wrlk €[0; k—1]} et VYn>1, Zwkzo

1.8 Formulaire trigonométrique
1.2 Maximum et minimum d’une partie de R & d

Soit P c R. @ cos(a+b) = cos(a) cos(b)—sin(a) sin(b), sin(a+b) = sin(a) cos(b)+cos(a) sin(b)
.9 .2

(i) M € R est le maximum de P si M € P et V& € P,z < M. On note alors @ cos(2a) = cos?(a) —sin®(a) = 1 — 2sin*(a) = 2 cos?(a) — 1,

M = max(P). sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

(ii) m € R est le minimum de P si m € P et Vo € P,m < z. On note alors ® cos(a) cos(b) = ;(cos(a—l—b) + cos(a — b))

m = min(P).
1z Toute partie méme non vide de P n’admet pas nécessairement un maximum et/ou sin(a) sin(b) = B (cos(a —b) — cos(a + b))

(a)
ini . 1
R sin(a) cos(b) = = (sin(a + b) + sin(a — b))
1.3 Borne supérieure et borne inférieure d’une partie non vide de R 2

(i) Toute partie P non wvide et majorée de R admet une borne supérieure notée ® tan(a +b) = tan(a) + tan(b) , tan(2aq) = 2tan(2a)
sup(P) : c’est le plus petit de ses majorants. 1 — tan(a) tan(b) 1 — tan?(a)
Caractérisation : M =sup(P) <= Ve <M, JyeP, z <y <M. cos(p) = a
.. . . . . L. , . o 5 5 R \/0{2 + b2
(ii) Toute partie P non vide et majorée de R admet une borne supérieure notée ® acos(t) + bsin(t) = va* +b?cos(t — p) ot § b
i i j sin(p) = ———
sup(P) : c’est le plus petit de ses majorants. () JaZ 12

risation - . <M. ) . ‘
Caractérisation : M = sup(P) Vo <M, 3yeP, z<y<M 1.9 Equation du second degré a coefficients réels

1.4 Partie entiére d’un réel Soit (a, b, c) ER*xR%2et (E): ax?+bx+c=0.
Soit = € R. La partie entiére de z, notée |z, est définie par : def.
lz] €Z et quad|z| <z < |z]+1 Soit A '="b% — 4ac.
1.5 Segments et intervalles de R @ SiA>0,alors z = M, racines réelles distinctes.
(i) Soit (a,b) € R? avec a < b. Le segment [a; b] est défini par B 2a
[a; b def {zeR, a<z<b={1-t)a+tbte[0; 1]} ®SiA:O,alorsx:%,racineréelledouble.
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1.10 Equation du second degré a coefficients complexes
Soit (a,b,c) € R* x R? et (E): az?+bz+c=0.

Soit A € 12— 4ac et § tel que 62 = A

@ SiA;ﬁOalorsz:_

® SiA<O0,alors x = , racines complexes conjuguées.

, racines distinctes.

@ Si A =0, alors z = ;—:, racine double.

1.11 Trouver deux nombres connaissant leur somme et leur produit

at+b=S
ab="P

1.12 Coefficients binomiaux, formule du binéme

a et b sont les solutions de

22 —-S2+P=0.

n
@ ( ) est le nombre de fagons de choisir p éléments distincts parmi n sans tenir
p

compte de 'ordre. C’est aussi le nombre de parties & p éléments d’un ensemble
a néléments.

o ;) {g

* (o)

si0<p<n,

sip>n.

( " >, relation de Pascal : (n + 1)
n—2p p+1

000

2 Suites et sommes de référence

2.1 Suites arithmétiques

@ La suite (U )n>n, est arithmétique de raison r € R si, et seulement si,
Vn > no,
On notera que la raison r est indépendante de l'indice n.

Up4l — Up =T

@ Soit (un)n>n, une suite arithmétique de raison r € R.

o Vn >mng, Up = Un, + (n—ng)r;
n
n—ng+ 1)(up, +u
o Vn > nyg, Zukz( 2)( = "),
k:no
I (nombre de termes) x (premier terme + dernier terme)

alias :

2

2.2 Suites géométriques
@ La suite (un)n>n, est géométrique de raison q € R si, et seulement si,
Vn > nyg, Upt1 = QUn.
On notera que la raison ¢ est indépendante de 'indice n.

@ Soit (un)n>n, une suite géométrique de raison ¢ € R.
L4 Vn Z nO) u’ﬂ = qn_nou’ﬂo 7
" 1— qn7n0+1 )
U si 1
oVnZno, Zuk: o 1—q q#

k=ng (n—mno+ Dupsig=1
1— raisonnombre de termes
alias : (premier terme) x ,
1 —raison
$ign(tn,) X (00) sig>1
. . U sig=1
e Siu,, #0, alors lim wu, =< " ] 1
n—+oo 0 si —1<g<1
n’existe pas sinon

2.3 Suites arithmético-géométriques

@ La suite (un)n>n, €st arithmético-géométrique si, et seulement si,
da # 1,3b # 0,Vn > ng, Upy1 = AUy + b (R)
On notera que les paramétres a et b sont indépendants de I'indice n.
@ Comme a # 1, il existe un unique réel ¢ tel que (€) : {=al+b.
(R) — (€) donne : Vn > ny,
La suite (u,, — £) est géométrique de raison a, de premier terme wu,, — ¢, et on
a:

Unt1 — £ = alu, —£).

Vn > ny, Up = a7 (Upy — £) + L.
® Deux interprétations pour ¢. D’une part, la suite (£),,>n, est I'unique suite
constante vérifiant la relation de récurrence (R). D’autre part (lorsque uy,, # ),

la suite u converge si, et seulement si, a € | —1; 1[. Et alors lim w, =¢.
n—-+oo

2.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

® La suite (up)n>n, vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 si, et
seulement si,
da € K, 3b € K*,Vn > ny, Unto = QUpt1 + buy, (R).
On notera que les paramétres a et b sont indépendants de 'indice n.
@ Théoréme dans R, i.e. quand (a, b, up,, un,+1) € R*.
Soit (€) I’équation caractéristique associée a la relation (R) :
€) 2?2 —az —b=0.

o Premier cas : (€) posséde deux racines réelles distinctes r1 et rs.
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Alors : 3!(a, B) € R?, Vn > nyg, Uy = ary + pri. @ La suite u € RY est majorée si, et seulement si,
e Deuzieme cas : (£) posséde une unique racine réelle 7. MeR, VneN, wu, <M
Alors : A(a, B) € R2?, Yn > ng, Uy = (a + Bn)rm. @ La suite u € RN est bornée si, et seulement si, elle est a la fois minorée et majorée.
e Troisieme cas : (£) ne posséde pas de racine réelle mais deux racines com- 3.2 Définition de la convergence d’une suite
plexes conjuguées re’” et re~*’. La suite (u,) € KN converge vers le scalaire £ si, et seulement si,
Alors : 3!(a, B) € R2, Vn > ny, uy, = (acos(nf) + Bsin(nd))r™. Ve>0, INeN, Vn>N, |u,—{ <e.
® Théoréme dans C, i.e. quand (a,b, uy,, Un,+1) € CL. On écrit alors :  u,, —— £.
Soit (€) I’équation caractéristique associée a la relation (R) : noee
(€) 22 —ar—b=0. 3.3 Corollaire immédiat pour K =R

e Premier cas : (£) posséde deux racines complexes distinctes 1 et ro. A savoir justifier.

Up, —> ? si, et seulement si,

Alors : 3!(a, B) € C?, Yn > ng, Up, = ary + Bry. n—s+o0
e Deuzieme cas : (£) posséde une unique racine complexe 7. V(a,b) eR*tga<l<b, INeN, Vn>N, a<u,<b
Alors : 3!(a, B) € C?, Vn > ng, u, = (a+ pn)r™. 3.4 Unicité de la limite
2.5 Sommes finies de référence Siuy, — et uy, — ¢ alors £ = /¢,
nn+1) 2 D@+ N~ s (n+ D)) R
@ Zk = ) Zk 5 ) Zk = (2> ; 3.5 Limites infinies

La suite (u,) € RY diverge vers +oo si, et seulement si,
VMeR, INeN, Vn>N, wu,>M.

<Z; ai) = X;a? + Z a;a; = Za +2 Z a;Qj On écrit alors :  u, —— +o00.
= i=

1<i,j<n,i#j 1<i<j<n n—-+00
2.6 Gestion des sommes doubles La suite (u,) € RY diverge vers —oco si, et seulement si,
Cas d’indices indépendants YMeR, INeN, ¥n=>N, wu, <M
n m On écrit alors :  u, —+> —00.
n—-+0oo
g = U 5 = Wi
Z Z " ) Z ) m Z <Z w) 3.6 Théoréme de convergence monotone
=1 \j=1 1<i<m,1,<j<n j=1 \i=1 . N . K
Cas d’indices dependants Soit (u,) € R une suite croissante.
m m u est convergente si, et seulement si, u est majorée.
Z Zuw = Z U5 = Z Zui,j u diverge vers 400 si, et seulement si, u n’est pas majorée.
=1 \j=1 lsj<ism J=L \i=j On notera que, pour une suite u croissante, « hrf Up » a toUujours un sens.
n—-+0oo
) N 3N . . 3.7 Suites extraites
3 Théorémes de premiére année sur les suites ) N .
Soit (u,) € KV une suite.
3.1 Suite bornée, minorée, majorée ® Soit ¢ : N — N une application strictement croissante.
Notez que dans les définitions suivantes, les réels B, m et M sont indépendants de La suite (ug,(n)) est appelée suite extraite de la suite u. La fonction ¢ est appelée
Vindice (muet) n et ne dépendent que de la suite u considérée. fonction extractrice.
® La suite u € KN est bornée si, et seulement si, @ Les exemples les plus fréquents de suites extraites de u sont les suites (un41),
BeR, VneN, |u,|<B. (u2n) et (Uzni1)-
@ La suite u € RY est minorée si, et seulement si, ® La suite u converge vers le scalaire ¢ si, et seulement si, toute suite extraite de
dneR, VneN, m<u,. u converge vers £.
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3.8

3.9

4.1

4.2

4.3

44

@ La suite u converge vers le scalaire £ si, et seulement si, les deux suites extraites
de (ugy,) et (uzp41) convergent vers £.

On utilise fréguemment @ ou @ pour justifier qu’une suite diverge.

Théoréme des suites adjacentes

o Deux suites u et v de RN sont dites adjacentes si
@ T'une croit,

@ l'autre décroit,

® la suite v — u converge vers 0.

e Si les suites u et v sont adjacentes, alors elles sont convergentes, vers une méme
limite.

De plus, si u croit, v décroit et £ = lim wu, = lim wv,, alors
n—+oo n——+4oo
V(m,n) € N2, wu,, </l < v,

Caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction
Soit f:1—Ketacl ie aestun point de I ou une borne de I, éventuellement
égale & —oo ou +o00.

Alors f tend vers £ en a si, et seulement si, pour toute suite u € IY de limite a, la
suite (f(un)) tend vers £.

Théorémes d’analyse de premiére année

Théoréme de Rolle

Soit a <bet f:[a; b] = R, continue sur [a; b et dérivable sur a; b].
Si f(a) = f(b), alors : Ic € ]a; b, f'(c)=0.

Théoréme des accroissements finis

Soit a < bet f:[a; b] = R, continue sur [a; b] et dérivable sur | a; b|.

RV (G}

Inégalité des accroissements finis dans R
Soit a < bet f:]a; b] = R, continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b|.

Alors : Jec € ]a; b,

® On suppose qu’il existe (m,M) € R? tels que : Vz € ]a; b[,m < f'(z) <
M.
Alors : m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).
@ On suppose qu’il existe M € R tels que :
Alors : |f(b) — f(a)] < M|b— a.

Ve €la; b, |f (x)] <M.

Inégalité des accroissements finis dans C
Soit a < bet f:]a; b] = C, continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b|.

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

On suppose qu’il existe M € R tels que : Vz €]a; b[,|f'(z)] <M.
Alors : |f(b) — f(a)] < M|b—a.
Théoréme de la limite de la dérivée
Soit I un intervalle de R et a € 1.
Soit f :I — R continue sur I et dérivable sur I'\ {a}.
f@) - f(x)

Si f/(x) admet une limite ¢ (finie ou infinie) en a, alors tend vers ¢

quand z tend vers a.

En particulier, si ¢ est finie, alors f est dérivable en a et f'(a) = /.
Théoréme fondamental de 1’analyse

Soit I un intervalle de R, a € L.

Soit f : I — R une fonction continue.

Alors F: I - R,z — / f(t)dt est la primitive de f s’annulant en a.

Formule de Taylor avec reste intégral
Soit f: I — R de classe C"*1.

Y(a,b) € 12, f(b) = znj ! (k)'(“) (b—a)* + / U FOD()de
k=0 ) @

k n!

Inégalité de Taylor-Lagrange
Soit I un intervalle de R, a € 1.

Soit f : I — R de classe C"T!. On suppose qu’il exsite une constante M telle que
vz €1, |f(”+1)‘ < M. Alors

F™(a) M. |z — a|"t*
_ _ f _ .= )| g == "
va el |f(@) - f(a) - (@)@~ a) + | < S
Formule de Taylor-Young
Soit I un intervalle de R, a € 1.
Soit f: I — R de classe C"*!. Alors :

(n)
Vel f(@) = f(@) + F @ - a) 4 D0 of(a - a))

f"(a)

Vhtga+hel, fla+h)=fla)+ f'(a)h+ -+
Sommes de Riemann
Soit f:[a; b] = R. Soit f:[a; b = R.

n!
h— n—1 b
aZf(cH—k )etSn

no n
Si f est continue sur [a; b], alors :

/:f(t)dt et Sn—>/abf(t)dt.

n—-+oo

B+ o(hn)

b—a
n

a

Soit : Vn € N*,

Sn =

)

b—a —

8, ————
n—-+oo
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4.11 Convexité

5)

1.

. Recherche

@ f est convexe sur I si
V(z,y) € 2YA €05 1], f(Az + (1= Ny) < Af(@) + (1= A)f(y).
@ Si f est convexe, alors Cy est située au-dessus de ses tangentes et en dessous
de ses cordes.
® Si f est deux fois dérivable, alors f est convexe si, et seulement si, f” > 0.

Equations différentielles

Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1
Soit a,b : I — K continues.
(€) ¥+ alt)y = b(t),
(&) ¥’ + a(t)y = 0.
Résolution de l’équation homogéne
L’ensemble des solutions de (&) est
Eo = {t = ke ™) k € K} = Vect(t - e=4®)
ou A désigne une primitive de a sur I.
1= Si on ne sait pas expliciter A (i.e primitiver a), on peut écrire en vertu du théoréme
fondamental de ’analyse

Eo = {05 ko - /t:a@)du) ek}

. Solutions de I’équation avec second membre - Principe de superposition

Soit z : I — K une solution particuliére de 'équation (€). Alors I'ensemble des
solutions de (&) est

E = {y + z,y solution de (£)}.
d’une solution
« variation de la constante »

particuliére par la méthode de Ila

On cherche une solution 2z : I — K de la forme
2(t) = k(t)e 2®),
1= Si on ne se trompe, les « k(t) » se simplifient et on doit obtenir

k' (t) = b(t) exp ( /t t a(t)du)

Il reste & primitiver pour obtenir une solution.

. Théoréme de Cauchy linéaire

Soit a,b: I — K continues, tg € 1, yo € K. Le probléme de Cauchy
y' +a(t)y = b(t)
(P)

y(to) = vo
admet une unique solution sur I.

5. Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 a coefficients constants
Soit a,b € K et ¢: I — K continue.
(&) y" +ay + by = c(t),
(o) ¥ +ay’ + by = 0.
L’équation caractéristique associé a (&) est
(EC) 22 +az+b=0.
Soit A = a? — 4b son discriminant.
Résolution dans C
e Si A # 0, soit A\; # Az les solutions de (EC).
Eg = {t = c1eM? + coe?t (c1,¢c2) € C?}
= Vect(t — eMf ¢ — et2t).
e Si A =0, soit A la solution de (£C).
EO = {t — (Cl + CQt)e)\t, (Cl, CQ) € (CQ}
= Vect (t — M, t > tet).
Résolution dans R
e Si A >0, soit A\; # Az les solutions de (EC).
Eo = {t — Cle/\lt + 626)\2t7 (Cl, CQ) € R2}
= Vect(t — eM? ¢ — et2t).
e Si A =0, soit A la solution de (£C).
Eo = {t — (Cl + Cgt)e)\t, (Cl, CQ) € RZ}
= Vect(t — e M, t > tet).
e Si A <0, soit A = a £ ib une solution de (EC).
Eo = {t = (c1 cos(bt) + cosin(bt))e, (c1,c2) € R?}
= Vect(t > cos(bt)e®, t — sin(bt)e™).

6. Solutions de I’équation avec second membre - Principe de superposition
Soit z : I — K une solution particuliére de I’équation (£). Alors Iensemble des
solutions de () est

E = {y + z,y solution de (£)}.

7. Seconds membres particuliers

= Second membre c: t — Ae? avec A € K.

e Si A non racine de (£C), on cherche une solution du type ¢ — Be*.

e Si A racine simple de (£C), on cherche une solution du type t + Bte*,
e Si A racine double de (£C), on cherche une solution du type ¢ s t2e*.
1w Second membre ¢ : t — Acos(wt) ou c:t+— Asin(wt)

On suppose ni 4w ni —iw solutions de (EC).

Alors il existe (A, ) tel que t — A cos(wt) + psin(wt) soit solution de ().

8. Théoréme de Cauchy linéaire
Soit a,b,c: 1 — K continues, to € I, (yo,9)) € K2. Le probléme de Cauchy
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y" +a(t)y +b(t)y = c(t)
(P) y(to) = vo
y'(to) = o
admet une unique solution sur I.
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