
PC Variables aléatoires, parties I & II 2025–2026

1 Variables aléatoires discrètes

1.1 Variable aléatoire réelle
Une variable aléatoire discrète X sur l’espace probabilisable (Ω,T ) est une fonction
définie sur Ω telle que l’univers image X(Ω) soit fini ou dénombrable et telle que

pour tout x de X(Ω), l’image réciproque X−1({x}) déf.= {ω ∈ Ω,X(ω) = x} soit un
élément de T (c’est-à-dire un événement).

Pour toute partie U ⊂ X(Ω), l’ensemble X−1(U) déf.= {ω ∈Ω,X(ω) ∈ U} est un événe-
ment.
L’événement X−1(U) est noté [X ∈U] ou (X ∈U) ou {X ∈U}.
Si par exemple U = ]−∞ ; a], X−1(U) se notera plus simplement [X ⩽ a].

1.2 Système complet engendré par une VARD

En notant X(Ω) = {xn/n ∈ I} où I ⊂N, la famille
(
[X = xn]

)
n∈I

est un système com-

plet d’événements. En particulier,
∑

x∈X(Ω)

P([X = x]) =
∑
n∈I

P([X = xn]) = 1.

1.3 Loi conjointe, lois marginales, lois conditionnelles
Loi conjointe de X et Y ou du couple (X,Y) :

donnée des P(X = x,Y = y) = P([X = x] ∩ [Y = y]) = P
(
(X,Y) = (x,y)

)
pour tout

(x,y) ∈ X(Ω)×Y(Ω).
Lois marginales :
ce sont simplement les lois de X et de Y.
Loi conditionnelle de Y sachant [X = x] :
donnée des P[X=x](Y = y) pour tout y ∈ Y(Ω).
Relations entre ces lois : par la formule des probabiltés totales,

P(X = x) =
∑

y∈Y(Ω)

P(X = x,Y = y), P(Y = y) =
∑

x∈X(Ω)

P(X = x,Y = y),

et, par la formule des probabilités composées,
P(X = x,Y = y) = P(X = x)P[X=x](Y = y) = P(Y = y)P[Y=y](X = x)

1.4 VAD indépendantes
Dire que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes signifie
∀(x,y) ∈ X(Ω)×Y(Ω), P(X = x,Y = y) = P([X = x]∩ [Y = y]) = P(X = x)×P(Y = y).

1.5 Propriétés d’indépendance
Si X et Y sont indépendantes, alors, pour toutes parties A de X(Ω) et B de Y(Ω),

P([X ∈ A]∩ [Y ∈ B]) = P(X ∈ A)×P(Y ∈ B).
Si X et Y sont indépendantes, alors, pour toutes fonctions f et g telles que f (X) et
g(Y) soient bien définies, les variables aléatoires f (X) et g(Y) sont indépendantes.

1.6 Variables aléatoires mutuellement indépendantes
Les VAD (Xn)n∈I sont (mutuellement) indépendantes si pour tout J ⊂ I fini et toute
famille de parties (Aj )j∈J telles que Aj ⊂ Xj (Ω) pour tout j,

P

(
∩
j∈J

[Xj ∈ Aj ]
)

=
∏
j∈J
P

(
Xj ∈ Aj

)
1.7 Suite de VA i.i.d

Lorsqu’on a une suite de variables aléatoires toutes de même loi et mutuellement
indépendantes, on parle de suite de V.A. « i.i.d. », acronyme de « indépendantes
identiquement distribuées ».

1.8 Espérance
On note {xn;n ∈N} l’univers image de la variable aléatoire X. Dire que la variable
aléatoire X est d’espérance finie signifie que la série de terme général xnP(X = xn)
est absolument convergente. Si tel est le cas, l’espérance de la variable aléatoire X
est la somme de cette série, notée E(X).
Dans la pratique, en probabilités et uniquement en probabilités (donc pas en analyse),
on est autorisé à écrire

E(|X|) =
∑
i∈I
|xi |P(X = xi) = . . .

sans avoir au préalable justifier la convergence de la série, sachant qu’en cas de
divergence, il s’agira d’une divergence vers +∞. Il faudra penser à l’issue du calcul
à observer que la somme est finie, ou pas.

1.9 Espérance par anti-répartition

Dans le cas où X est à valeurs dansN,E(X) est finie si, et seulement si,
∑
n≥1

P(X ⩾ n)

converge, et dans ce cas :E(X) =
+∞∑
n=1

P(X ⩾ n).

1.10 Transfert
Soit f une fonction définie sur l’univers image X(Ω) = {xn;n ∈ N}. La variable
aléatoire f (X) est d’espérance finie si, et seulement si, la série de terme général
f (xn)P(X = xn) converge absolument. Si c’est le cas, on obtient alors

E(f (X)) =
+∞∑
n=0

f (xn)P(X = xn).

En particulier,

E(X2) =
+∞∑
n=0

x2
nP(X = xn).

1.11 Transfert pour un couple
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De même, en cas de convergence absolue, alias de sommabilité de la famille double
(f (x,y)P(X = x,Y = y))x∈X(Ω),y∈Y(Ω)

E(f (X,Y)) =
∑

x∈X(Ω),y∈Y(Ω)

f (x,y)P(X = x,Y = y)

où la somme est la somme d’une série double.
En particulier,

E(XY) =
∑

x∈X(Ω),y∈Y(Ω)

xyP(X = x,Y = y)

1.12 Linéarité de l’espérance, positivité, croissance
Si E(X) existe, alors E(aX + b) existe et vaut aE(X) + b.

Si ∀i ∈ ⟦1; n⟧ ,E(Xi) existent, alors E
( n∑
i=1

λiXi

)
existe et vaut

n∑
i=1

λiE(Xi).

Si ∀ω ∈Ω,0 ≤ X(ω) et E(X) existe, alors 0 ≤ E(X).
Si ∀ω ∈Ω,X(ω) ≤ Y(ω) et E(X) et E(Y) existent, alors E(X) ≤ E(Y).

1.13 Espérance du produit de VARD indépendantes
Si X et Y sont indépendantes et possèdent une espérance, alors XY possède une
espérance et E(XY) = E(X)E(Y).

1.14 Moments d’ordre 2
Si X2 est d’espérance finie, alors X l’est aussi.
Si X2 et Y2 sont d’espérance finie, alors XY l’est aussi.

1.15 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Si X2 et Y2 sont d’espérance finie, alors XY l’est aussi, et

E(XY)2 ⩽ E(X2)E(Y2)
avec égalité si, et seulement si, ∃λ ∈R,P(Y = λX) = 1.

1.16 Variance, écart-type
Si X2 est d’espérance finie, alors (X−E(X))2 aussi et

V (X) = E
(
(X−E(X))2

)
et σ (X) =

√
V (X)

En particulier, comme V (X) = E
(
(X−E(X))2

)
, V (X) ⩾ 0.

1.17 Transformation affine, formule de König-Huygens
∀(a,b) ∈R,V (aX + b) = a2

V (X) dès que V (X) existe.

V (X) = E(X2)−
(
E(X)

)2
dès que E(X2) existe.

1.18 Interprétation de la nullité de la variance
V (X) = 0⇒ P(X = E(X)) = 1 : X presque-sûrement égale à E(X), donc constante.

1.19 Covariance
Sous réserve d’existence (en particulier dès que X2 et Y2 possèdent une espérance) :

Cov(X,Y) déf.= E
(
(X−E(X))(Y−E(Y))

)
.

1.20 Formule de König-Huygens
Sous réserve d’existence (en particulier dès que X2 et Y2 possèdent une espérance) :
Cov(X,Y) = E(XY)−E(X)E(Y).

1.21 Bilinéarité et symétrie de la covariance
Sous réserve d’existence :
Cov(X,Y) = Cov(Y,X), Cov(X,X) = V (X),
Cov(aX + b,cY + d) = acCov(X,Y).

Cov
( m∑
i=1

λiXi ,
n∑

j=1

µjYj

)
=

∑
(i,j)∈[[1,m]]×[[1,n]]

λiµjCov(Xi ,Yj )

1.22 Variance d’une somme
Sous réserve d’existence : V (X + Y) = V (X) +V (Y) + 2Cov(X,Y),

et formule polaire : Cov(X,Y) =
1
2

(
V (X + Y)−V (X)−V (Y)

)
.

1.23 Cas où les variables aléatoires sont deux à deux indépendantes
Si X1, . . . ,Xn sont n VARD deux à deux indépendantes,
∀i , j,Cov(Xi ,Xj ) = 0,

V

( n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V (Xi).

1.24 Série génératrice
La série génératrice d’une variable aléatoire X à valeurs dans N est la série entière∑
n≥0

P(X = n)tn. Son rayon de convergence vaut au moins 1.

1.25 Fonction génératrice
La fonction génératrice de X est alors la fonction

GX : t 7→
+∞∑
n=0

P(X = n)tn = E(tX).

1.26 Caractérisation de la loi
Si GX = GY sur [0 ; 1], alors X et Y suivent la même loi.

1.27 Lien avec les moments
L’existence de E(X) équivaut à la dérivabilité de GX en 1. Dans ce cas,

E(X) = G′X(1).
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☞ On pourra remarquer qu’en itérant le procédé, on peut montrer que l’existence
de V (X) équivaut à l’existence de G′′X(1), et dans ce cas, G′′X(1) = E(X(X− 1)) donc

V (X) =
(
G′′X(1) + G′X(1)

)
−
(
G′X(1)

)2
.

1.28 Fonction génératrice d’une somme de VARD indépendantes
Pour X et Y sont indépendantes, la fonction génératrice GX+Y vaut GXGY.
Cette propriété permet de justifier rapidement les stabilités suivantes.

1.29 Décompositions en somme et stabilités remarquables (hors programme)
• Si X ∼ B(n,p), X peut être vue comme la somme de n variables (Xi)1≤i≤n indé-
pendantes, indicatrices de l’événement « la i-ème épreuve est un succès », toutes de
loi de Bernoulli B(p).
• Si X1, X2, . . . , Xk sont k variables indépendantes de loi binomiale respectivement
B(n1,p), B(n2,p), . . . , B(nk ,p) (le même paramètre p pour toutes), alors X1 + X2 +
· · ·+ Xk suit B(n1 +n2 + · · ·+nk ,p).
• Si X1, X2, . . . , Xk sont k variables indépendantes de loi de Poisson respectivement
P (λ1), P (λ2), . . . , P (λk), alors X1 + X2 + · · ·+ Xk suit P (λ1 +λ2 + · · ·+λk ,p).

1.30 Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev
Inégalité de Andreï Andreïevitch Markov : soit X positive possédant une espé-
rance, alors

∀α > 0, P(X ≥ α) ≤ E(X)
α

Inégalité de Jules Irénée Bienaymé–Pafnouti Tchebychev : soit X possédant un
moment d’ordre 2 (i.e. E(X2) existe), alors

∀ε > 0, P(
∣∣∣X−E(X)

∣∣∣ ≥ ε) ≤ V (X)
ε2

1.31 Loi faible des grands nombres
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi. On sup-
pose que (X1)2 est d’espérance finie. On note m = E(X1) et Sn = X1 + · · ·+ Xn. Alors,

pour tout ε > 0, lim
n→+∞

P

(∣∣∣∣∣Snn −m
∣∣∣∣∣ ⩾ ε

)
= 0.

Interprétation : la moyenne expérimentale est probablement proche de la
moyenne théorique.

1.32 Minimum de deux géométrique indépendantes (hors programme)
Si X ∼ G(p) et Y ∼ G(q) sont indépendantes, alors min(X,Y) ∼ G(p+q−pq). En effet,
on dispose de deux pièces, l’une amenant pile avec la probabilité p, l’autre avec
la probabilité q. On répète des lancers simultanés des deux pièces, et on note Z le
rang du premier succès S : « obtenir un pile sur l’une (au moins) des deux pièces ».
On a clairement Z = min(X,Y) mais aussi Z ∼ G

(
P(S)

)
... et P(S) = p+ q − pq.

L
oi
s
d
is
cr
èt
es

u
su

el
le
s

N
om

Pa
ra

m
èt

re
(s

)
L

og
o

Su
p

p
or

t
L

oi
:∀

k
∈

X
(Ω

)E
sp

ér
an

ce
V

ar
ia

nc
e

Fo
nc

ti
on

gé
né

ra
tr

ic
e

Pa
rt

ic
u

la
ri

té

X
(Ω

)=
P

(X
=
k)

=
E

(X
)=

V
(X

)=
G

X
:t
7→

U
ni

fo
rm

e
{x

1
,.
..
,x

n
}
U
( {x 1,

..
.,
x n
}) {x 1,

..
.,
x n
}

1 n
Pa

s
de

fo
rm

ul
e

gé
né

ra
le

(☞
dé

fin
it

io
ns

)
Si

tu
at

io
n

d
’

éq
u

ip
ro

ba
bi

li
té

U
ni

fo
rm

e
{1
,.
..
,n
}

U
( ⟦1;

n
⟧
) ⟦

1
;
n
⟧

1 n

n
+

1
2

n
2
−

1
12

        t n
×

1
−
tn

1
−
t

si
t
,

1

1
si
t

=
1

Si
tu

at
io

n
d

’

éq
u

ip
ro

ba
bi

li
té

B
er

no
u

ll
i

p
∈

]0
;

1 [
B

(p
)

{0
,1
}

    p
si
k

=
1

1
−
p

si
k

=
0

p
p

(1
−
p

)
(1
−
p

)+
p
t

X
in

d
ic

at
ri

ce

d
e

l’é
vé

ne
m

en
t

[X
=

1]
,

ap
p

el
é

su
cc

ès

B
in

om
ia

le
n
∈
N
∗ ,
p
∈

]0
;

1 [
B

(n
,p

)
⟦

0
;
n
⟧

( n k

) p
k
(1
−
p

)n
−k

n
p

n
p

(1
−
p

)
( (1
−
p

)+
p
t) n

N
om

br
e

d
e

su
cc

ès
en

n

ép
re

u
ve

s
d

e

B
er

no
u

ll
i

in
d

ép
en

d
an

te
s

G
éo

m
ét

ri
qu

e
p
∈

]0
;

1 [
G(
p

)
N
∗

(1
−
p

)k
−1

p
1 p

1
−
p

p
2

p
t

1
−

(1
−
p

)t

R
an

g
du

1e
r

su
cc

ès
d

an
s

u
n

sc
hé

m
a

d
e

B
er

no
u

ll
i

Po
is

so
n

λ
∈

]0
;

+
∞

[
P

(λ
)

N
e−

λ
λ
k k!

λ
λ

eλ
(t
−1

)

A
p

p
ro

xi
m

at
io

n

d
e
B

(n
,λ
/n

)

qu
an

d
n

d
ev

ie
nt

gr
an

d

3/3


	Variables aléatoires discrètes

