PC Programme des colles du 24 novembre 2025 au 12 décembre

2025-2026

Les exercices de colle porteront sur la réduction des endomorphismes et la
diagonalisation des matrices carrées.

e La semaine du 24 novembre : les questions de cours proteront uniquement
sur le chapitre Déterminants, paragraphe 1 ci-dessous. Mais mieux vaut connaitre
tout son cours pour résoudre les exercices de réduction.

e Les semaines des ler et 8 décembre : les questions de cours portent sur
les deux chapitres ci-dessous.
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1 Déterminants

1.1 Reégles de calcul
Soit A = (Cq]...|Cp) € Mp(K) et A € K.

® La permutation de deux colonnes de A change det (A) en —det (A).

@ La famille (Cl, e
pas det (A).

@ L’ajout a C; d’une combinaison linéaire des autres colonnes de A ne mo-
difie pas det (A).

@ Le déterminant est linéaire par rapport a chacune des colonnes (il est donc
n—linéaire).

® det (AT) = det (A), donc les régles précédentes sont valables en tra-
vaillant sur les lignes comme sur les colonnes.

® En particulier det (AA) = A"det (A).

,Cp) est liée si, et seulement si, det (A) = 0. ne modifie

1.2 Mineurs et développement
e Le déterminant mineur d’indice (¢,7) du déterminant de A noté M; ;, est le
déterminant obtenu en supprimant la i-éme et la j-éme colonne de A ;
e Développement suivant la j-éme colonne ou la -éme ligne
n

det (A) =) (1) ay ; My,
k=1

n

det (A) =) (1) Fa; 1M
k=1
1.3 Matrices triangulaires, diagonales
Leur déterminant est le produit de leurs coefficients diagonaux.

1.4 Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

Ay ox LL. %

Si A= ou Aq,...,A; sont i matrices carrées,
*
0 ... 0 A,

alors det (A) =det (A1) ...det (A).
1.5 Propriétés théoriques
A et B désignent deux matrices carrées de méme ordre.
@ det (AT) =det (A);
@ det (AB) = det (A) det (B);
1
® A € GL,(K) <= det (A) # 0, et dans ce cas : det (A™!) = dct (A) ;

@ Invariance par similitude :
VP € GL,(K),det (P7TAP) = det (A);
® Conséquence : pour f € L(E) (avec dimE < 400), det (f) = det (Mp(f))
pour n’importe quelle base B de E.

® f e GL(E) < det(f) #£0.

1.6 Déterminant tridiagonal - (A savoir refaire

a b 0 ... 0
c a
D,(a,b,c)=|0 . “-. . 0| (oun>3),
a b
0 0 ¢ a .
avec Do(a,b,c) =1, Di(a,b,c) = |al; = a, Da(a,b,c) = o =a? — be
c a
2
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se calcule en développant par rapport a premiére colonne, puis la premiére e Le sous-espace propre de M associé a la valeur propre A de M est
ligne : on obtient la relation de récurrence linéaire d’ordre deux : Ey =SEP(M,\) = {U € M,,1(K)/MU = AU} = Ker(M — AlL,).
Vn €N, Dnya(a,b,¢) = aDnii(a, b, ¢) — beDy(a, b, c). 2.3 Le polynéme caractéristique de I’endomorphisme f € L(E) est le poly-
1.7 Déterminant de Vandermonde nome x ¢(X) = det (Xidg — f).
Soit (ay,...,a,) € K" e On a, pour E de dimension n, x¢(X) = X*—Tr (f) X" 1+ -+ (=1)"det (f).
Le déterminant de Vandermonde des points (a;)1<i<n est 2.4 Le polynoéme caractéristique de la matrice M € M,,(K) est le polynéme
1 a CL% a?*l XM(X) = det (XIn — M)
L w2 - e On a, pour M € M, (K), xm(X) = X* — Tr (M) X" ! 4 ... + (=1)"det (M).
2 2 25 C ticulier d trices triangulai
B PR , . . as particulier des matrices triangulaires
V(ar, ..., an) = det (((ai ))) =1 a3 a3 az e Les valeurs propres d’une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure) T =
(tij) € Mu(K) sont ses coefficients diagonaux :
Sp(T) = {tiﬂ'/i € [[1; n]]}
1 a, a2 an~t n
Ona: e Son polynome caractéristique est alors x(X) = H (X — t”)
V(ar) =1, et =1
(a1) » b n -1 2.6 Caractérisation des valeurs propres d’'un endomorphisme
Vn > 2, V(ay,...,ay) = H (a; —a;) = H H(a] a;) Il y a équivalence entre :
1<i<j<n j=2i=1 e )\ € Sp(f)
e Ker(f — X\idg) # {0}
2 Reéduction des endomorphismes, diagonalisation des o rg(f — Nidg) < dim(E)
matrices carrées ® x#(A) =0 (X est une racine du polynome caractéristique de f).
2.7 Caractérisation des valeurs propres d’une matrice d’ordre n
2.1 e )\ € K est une valeur propre de ’endomorphisme f € L(E) ssi P
Il y a équivalence entre :
Ju € E,u # 0 tel que f(u) = Au.
. . e \ e Sp(M)
e u € E est un vecteur propre de ’endomorphisme f € L(E) ssi M — L. rest as i bl
u#0et 3N € K tel que f(u) = Au. ¢ AT Aln TLESL pas IMVErsibie
e Le spectre de f noté Sp(f) est I'ensemble des ses valeurs propres. o 1g(M - Alp) <n . lone o A
e Le sous-espace propre de f associé & la valeur propre A de f est * XM ()\) ._-0 (A est une racine du polyndme caractéristique de M).
E) = SEP(f,\) = {u € E/f(u) = Au} = Ker(f — Midg). 2.8 Multiplicité d’une valeur propre
2.2 o \ € K est une valeur propre de la matrice M € M,,(K) ssi On appelle multiplicité de la valeur propre A notée p(A) ordre de multiplicité
. n

JU € M,,1(K), U # 0 tel que MU = AU.
o U € M,,1(K) est un vecteur propre de la matrice (parfois appelée colonne
propre) M € M,,(K) ssi
U #0 et 39X € K tel que MU = \U.
e Le spectre de M noté Sp(M) est ’ensemble des ses valeurs propres.

2

2.9

de A en tant que racine du polynéme caractéristique.

Polynoémes et éléments propres
@ Soit ¢ € L(E) et (A, u) € K x E tels que ¢(u) = Au. Alors :
(i) VE € N, ¢F(u) = N\ru,

(ii) VP € K[X], P(p)(u) =P(N)u. [Remarque: P(¢) € L(E), P(A) € K]
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@ Soit M € M, (K) et (A, U) € K x M,, 1(K) tels que MU = AU. Alors : 2.16 Théoréme général de diagonalisabilité version endomorphisme
(i) Vk € N, MFU = AU, Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
(ii) VP € K[X], P(M)U =P(A)U. |Remarque: P(M) € M, (K), P()) € K] Soit f un endomorphisme de E. Il y a équivalence entre :
2.10 Polynémes annulateurs et valeurs propres e [ est diagonalisable;
@ Soit P € K[X] un polynéme annulateur de ¢ € L(E). Alors les valeurs propres e il existe une base de E formée de vecteurs propres de f;
de ¢ sont parmi les racines de P. e les sous-espaces propres de f sont supplémentaires dans E ;
@ Soit P € K[X] un polynéme annulateur de M € M,,(K). Alors les valeurs o Z dim(Ey) = dim(E) ;
propres de M sont parmi les racines de P. AeSp(f)
2.11 Théoréme de Cayley-Hamilton ® Xy est scindé sur K et : VA € Sp(f), dimEx = pu(A);
@ Soit ¢ € L(E). Alors x,(¢) = 0. e il existe un polynoéme scindé a racines simple annulateur de f.
@ Soit A € M, (K). Alors xa(A) = 0,. 2.17 Théoréme général de diagonalisabilité version matrice
2.12 A propos des sous-espace propre version endomorphisme Soit M une matrice de M, (K). Il y a équivalence entre :
e Des SEP associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe. e M est diagonalisable ;
e Si A € Sp(f), alors dim SEP(f, \) = dimE — rg(f — Aidg). e il existe une base de M,, ;(K) formée de vecteurs propres de M ;
e Si A € Sp(f), alors 1 < dim SEP(f,\) < u()). e les sous-espaces propres de M sont supplémentaires dans M,, 1(K) ;
2.13 A propos des sous-espace propre version matrice ° Z dim(Ey) = n;
e Des SEP associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe. /\ESP(N? e K ot : VA € SofM). dim E N
e Si A € Sp(M), alors dim SEP(M, \) = dimE — rg(M — AL,). * ’fM e_’st sende IS‘“A o d,G\ p(M), dim 1A = l)t’ el
e Si A€ Sp(M), alors 1 < dim SEP(M, \) < (). e il existe un polynome scindé a racines simple annulateur de M.
] . el 2.18 Trigonalisabilté
2.14 Diagonalisabilité . . i ) o .
) ) ) . o . .. . e Un endomorphisme d’un espace de dimension finie E est dit trigonalisable
e En dimension finie, un endomorphisme est dit diagonalisable s’il existe 1 s . i . .
. ) j s’il existe une base de E dans laquelle la matrice le représentant est triangulaire.
une base formée de vecteur propre (car la matrice le représentant dans cette . j ) . . ]
base est alors diagonale) e Une matrice carrée est dite trigonalisable si elle est semblable a une
' trice tri laire.
e Une matrice carrée est dite diagonalisable si elle est semblable a une HHatiee MHatstiate
matrice diagonale. 2.19 Théoréme de trigonalisabilité
2.15 Condition suffisante de diagonalisabilité e Un endomorphisme d’un espace de dimension finie, respectivement une ma-

e Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

Soit f un endomorphisme de E. Si Card(Sp(F)) = dim(E), alors f est diago-
nalisable et ses n sous-espaces propres sont de dimension 1.

e Soit M € M,,(K). Si Card(Sp(M)) = n, alors M est diagonalisable et ses n
sous-espaces propres sont de dimension 1.

e Si x7 (resp. xm) est scindé a racines simples, alors f (resp. M) est diagona-
lisable et ses n sous-espaces propres sont de dimension 1.

2.20

trice carrée, est trigonalisable si, et seulement si, son polynéme caractéristique
est scindé.

e Si K = C, endomorphisme d’un espace de dimension finie, respectivement
toute matrice carrée, est trigonalisable.
Cas des matrices symétriques réelles

Toute matrice symétrique réelle S est diagonalisable dans M, (R). En particu-
lier, toutes ses valeurs propres sont réelles et g est scindé sur R.
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