PC CH. 8 : SERIES DE FONCTIONS 2025-2026
Exercice 1 |CVN sur les segments 4. Montrer que E fn converge uniformément si, et seulement si a, —— 0.
n—+oo

Etudier la convergence normale sur [0; +oo[, puis sur [0; a] (ot a > 0) de :

n!

n>0

Solution (Ex.1 - CVN sur les segments)

1.

—X

déf. x"e
Soit : h,(x) = —— (120, x€[0; +oo])
Par croissance comparée : Yx € [0; +oo[, hy,(x) — 0.
n—+oo

+0o

Soit x € R. Par convergence de la série exponentielle, Zh ) existe et vaute*e™ =
n=0

1. Donc Zhn converge simplement vers la fonction constante h: x - 1.

n>0
Evaluons |7l
xnfl e X
Vxe[0; +oo, hy(x)= — (n—=x) : hy est croissante sur [0; n] et décroissante
n! e
sur [n; +oo[, avec h,(0) = lim h,(x) =0, donc ||h,|| = ha(n) =
X—+00 Yl'
Par I’équivalent de Stirling : ||h,]|s donc puisque Z diverge, par

H—> 00 \/_ = \/ﬁ

le critére des équivalents pour ces termes généraux positifs, } [yl diverge et il
n=0

n’y a pas convergence normale sur [0; +ool.

Cependant, il y a convergence normale sur tout segment [0; a] car dés que n >

ns—a
@, [|hallo,f0;a) = hn(a) = ——, qui est le terme général d'une série exponentielle
convergente.

Exercice 2 | Série de fonctions dépendant d’une suite numérique

Soit ny € N, (a,

)n=n, une suite positive décroissante, et (f,)n>p, la suite de fonctions

définies par : Vxe[0; 1], fn(x) =a,x"(1 —x).
1. Montrer que an converge simplement sur [0; 1].
n>0
2. Etudier le mode de convergence dans le cas ny = 1 et a, = 1/n, puis dans le cas
ng=2eta,=1/In(n).
3. Montrer que Z fn converge normalement si, et seulement si, Zan/n converge.

n=ng n>0
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Solution (Ex.2 — Série de fonctions dépendant d’une suite numérique)

Soit (a,
définie par :

1.

Jnen une suite de réels positifs, décroissante et (f,),en la suite de fonctions
Yxe[0; 1], fu(x) = a,x"(1 - x).

0 (Vn) donc an(x) converge.
n>0
e Pour x € [0; 1[, 0 < f,(x) < agx™ donc an

n>0

e Pour x =1, f,(x) =

converge par comparalson ala

série géométrique de raison x € [0; 1[.
Donc la série de fonctions } fn converge simplement.
n=0

. Soit ¢, :[0; 1] > R, x > x"(1 —x). Alors :

:gn(l) =0;
(05 1],g4(x) = ¥

® 3,(0)

e Vxe 1(n - , et ainsi

. n
(n+1)x), donc g, est maximale en x = I
n

()= e =i ()
S v 1) e )™ ne1 w1l

18l
Dl(ll) -l 1 on tire [|g,|
enin n+1 n—>+oonn+1 n—+oco on tre fign ® poto en
1 1
e Pour a, = ~,ona: I1falloo p oo o2’ donc Z”f?’l”oo converge normalement (par

n=0
équivalence au terme général de la série de Riemann). Donc elle converge aussi
uniformément.

1 filloo , donc Z{llfnll00 diverge. En effet, c’est
n>0

une série de Bertrand dont on établit la divergence par le théoréme de comparaison

série/intégrale :
+00
[ otnar
2

1
oPoura,,:l—,ona:
nn

n—+co enlnn

est continue, positive et décroissante donc Zgo(n) et
nx2

¢ "~ i

A—+o0

A
sont de méme nature. Or f e(H)dt = ln(lnA) —1n(1n2) — +00...
2

Donc > fn ne converge pas normalement.

n>0
Cependant, pour tout x € [0; 1] :
+00
IRn(x)] = Z a,x"(1—x) < anxN (1 Zk <ang N <ans
n=N+1
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et pour x =1, Rn(x) =0, Solution (Ex.3 — Une intégrale somme de série)
1
donc |Rnlleo < ang1 < NI donc || Rnllso NI 0. L oe'-1 ol donc f(u) Y lLeR.
H(N ) +00
Ainsi, Zf,, converge uniformément sur [0; 1]. 2. a) Vu e[0; 1], f(u) = i yn-1
n>0 ’ S N = n!
1 * . -1 ; .
3. Léquivalent [[full  ~ ps % justifie, par le critére des équivalents pour les b) e Pour t%gt nde N, f :u = u"""/nl est continue sur [0; 1].
termes généraux positifs que an converge normalement si, et seulement si, ¢ Zl,fn — fsur [0; 1].
nz
n20 e f est continue sur [0; 1]
Zan/n converge. 1 1
n>0 ZJ. |fo(u)|du = Z ] converge car ¥n>1,0< — < — et la série ex-
. . n.n! = n!
4. e Le raisonnement de la fin de 2. montre que n>1 >
YN>0, |Rnlleo <ans1, ponentielle Z—‘ converge.
donc an converge uniformément si (a,) converge vers 0. =
>0 Par le théoréme d’interversion,
. . , 1 +oo A1
e Réciproquement, supposons que an converge uniformément, donc que J Fu)du = ZJ fo(u)du, ie
= " ,i.e.
n>0 0 n=1-0
Ifullg ——0 o o
Comme (a,) est décroissante minorée par 0, elle converge vers un réel £ € [0; +oo], j (exp( ) - 1)d’f = Z !
etVneN,a, >¢. 0 n=1 '
Soit N e IN.
= mHarmoni uement
Ona:VYxe[0; 1[,Ry(x Z £x"(1—x) > xN*, donc Ryl = €xN*L _ i o )
) n=N+1 On pose : Ve]-1; +oo], S(x):Z(—— )
En faisant tendre x vers 1 : ||Ry|o = ¢ —\n n+x
Ainsi: YNEN, ||Rylleo > ¢ 1. Montrer que S est définie, continue et croissante sur |—1; +oo[.
e éduit ¢ < =0...
Comme [Ryll, N—+00 0,0n en déduit £<0, donc £=0 2. Calculer S(x+1)—S(x) et en déduire un équivalent de S(x) en —1.
Une intégrale somme de série 3. a) Montrer que : Yn €N, S(n) = ZE
Pour tout u de ]0; 1], on pose: f(u) = %, b) En déduire un équivalent de S(x) lorsque x — +oo.
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Solution (Ex.4— Harmoniquement)
O t 11051 R1 1 t obtenu. P .
nne ? encore f : ] = Rle prolongement o enu’ , o 1. Montrer que S est définie et continue sur |-1; +oo|.
2. a) Exprimer, pour tout u de [0; 1], f(u) sous forme d’une somme d’une série de Surtout ne pas séparer la série en deux séries divergentes!!!
fonctions. I £ )déf 1 . )
1 u +09 e Jenote: f,(x) = —— pourn> x>-1.
. e’ -1 1 n "~
b) Montrer finalement que J du = Z = noontx dt 1 1] 1]
o ¥ o T VneN, Vxe]-1; +oof, |fu(x)] = R i B i
n n+x|  n(n+x) no+eo n2
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Par convergence de la série de Riemann de parametre 2, an(x) converge simple-

n>1
ment sur |-1; +oo[.
S est définie sur |-1; +oo.
e Soitaetbtelsque -1 <a<0etl<b.Soit neN"
|x] b b b

b

sup donc Z—
xe[a; b] n(n+x) = n(n+a)
converge équivalence, et par comparaison Z”fﬂ“oo,[a; p) converge.

nx1

La convergence est normale, donc uniforme, sur [a; b]. Comme chaque f, est conti-
nue sur [a; b], S est continue sur [a; b]. Et comme ceci est valable pour tout a et b
tels que -1 <a<0<1<b,S est continue sur |—1; +ool.

||fn||oo,[a; b] =

< or ~ =
n(n+a)’ n(n+a) n—o+eo n2

1
e Chaque f, est croissante (f,,(x) = (n+ ) > 0...), donc par sommation S est crois-
n+x
sante.
N
2. e Soit x > —1. Je note Sn(x) = an(x).
n=1
N N N N
1 1 1 1 1 1
Sn(x+1)=-Sy(x)=) — =) ——— > — = - .
N 1) = SN () Z«n Z4rz+1+x Z«11+Z«n+x 1+x N+1+x
n=1 n=1 n=1 n=1
1
Passons a la limite lorsque N — +o0 : S(x+ 1) —S(x) = T
1
e Dans S(x) =S(x+1)— Tov faisons tendre x vers —17 : lirr} S(x+1) =5(0) par
b x—-1t
1 -1
tinuité, or S(0) = 0. Donc S(x+ 1) = ),d S(x+1)- ~ .
continuité, or S(0) onc S(x+1) O(x+1 onc S(x+1) T 7 o1 221
-1
Ainsi: S ~ .
st () x—-1x+1
1 1
. = i , 1)- =— 1)= ... d’ou
3.a)S(0)=0et:YneN,S(n+1)—-S(n) n+1doncS(n+ ) S(n)+n+1 d’ou

n
VneN, S(n)= Z%
k=1
b) Culture nécessaire : S(n) > In(n).
n—+oo
Par croissance de S : S(|x]) < S(x) <
donc S(|x]) < S(x) <S(|x])+

S(lx)) _ S(x)
Inx In

S(lx]+1)

1
[x]+1
S(Lx]) 1
1

donc nx T (Inx)(lx]+1)

<

<
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1
* Inx)([x]+1) roteo
G, o) _S(lx)) Inlx]
Inx  In|x] Inx
eln|x]= 1n(x+ (Lx] —x)) = ln(x(l +
|_xJ—x)

X

0 sans souci,

s(lx)
In|x] x>+

[x]—x
)

Inx car ln(l +

1 (culture!)

—— 0 car
X—+00

~

X—+00

Inlx] = Inx + ln(l + I_xe—x)
lx]—x
—> 0.
X X—+00

Ouf! On a bien:

S(x)

nx x—+oo

S(Lx])
1

1, donc par encadrement
nx x—+oo

S(x) In(x).

L,

~

X—+00

Exercice 5| Etude d'une fonction définie par une somme

+00

Soit, sous réserve d’existence, f(x) = Ze_x‘ﬁ.
n=0
. Quel est le domaine de définition D de f ? Etudier la continuité de f sur D.

. Montrer que f est décroissante.

[ NS

3. Déterminer la limite de f en +oo.

+0o0

e Vidy,

I

+00
. a) Montrer que : Yx € D, J e Vids < f(x)<1 +J
0 0
b) En posant u = vt dans I'intégrale précédente, déterminer un équivalent simple

de f(x) quand x tend vers 0%.

Solution (Ex.5— Etude d’une fonction définie par une somme)

1. Quel est le domaine de définition D de f? Etudier la continuité de f sur D.

eSix<0,e™V —  too et la série diverge grossierement. De méme si x = 0 car
n—-+oo

alors eV — 51 20.
n—+o00
4
Six>0,alors lim n2e™ V"= lim = 0 par croissance comparée (car e¥ > 1).
n—+00 m—+oo (eX)™M

Donc e™¥V7 = 0(1/112) et la série converge par comparaison a la série de Riemann.

D=1]0; +oo].
e Soita € ]0; +ool.
+0o
Vxela; +oo[, |e""\/;7 <e V" or par ce qui précéde f(a) = Ze*“\m converge. Donc
n=0
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la série converge normalement donc uniformément sur [a; +oo[. Comme chaque

f est continue sur [a; +oo[, f est continue sur [a; +ool.
Ceci étant valable pour tout a € |0; +oo[, f est continue sur D.

2. Chaque f, est décroissante sur D, donc par sommation f est décroissante sur D :

six<y, f(x)=f(y) =
>0

3. La convergence de an est normale donc uniforme sur [1; +oo, et

> 1, ful

Par le theoreme de la double limite,

— Z\grpmfn =1+ io =1
=

4. a) Soit x € D.

Par décroissance de t > e V! sur [0; +oo],

k+1
e Vidgr < e Vk <

x)—— 1.

X) = O tandis que fo(x
X—>+00

e Vidy,
k-1

k
En sommant de k = 0 a N la minoration et en passant a N — +oc0 :

+00

e Vidt < f(x)

0
En sommant de k =1 a N la majoration et en passant a N — +oo :

+00
f(x)—e’ < j e Vidy,
0

+00 +00
Ainsi: VxeD, J e Vidr < f(x) <1 +j e Vidr.
0

_ +00 00
b) Orj+ 7\\fdtu \[J\ ue X4dy IPP Lle u _EJ\+ efxuduzi
0 x |, xJo X2
On déduit alors de a)
x? x?
1<—f(x)<—+1,
LS TCES
donc par encadrement %f(x) - 1 donc
X—
2
f(x) 0 X2

Non dérivable en 0

X
On pose, pour tout x de [0; +oo[ et tout n de IN¥,

fn(x) =
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n(1+n2x2)’

+0o
. Montrer que S: x> an(x) est définie sur [0; +ool.
n=1
. La convergence de la série des f, est-elle uniforme ? normale?

—

W oN

Justifier que S est continue [0; +oo[ et de classe C! sur ]0; +ool.

S(x)=S(0) _ [+  du
x ZL u(l+u?)

b) En déduire que S n’est pas dérivable en 0.

i~

. a) Montrer que, pour tout x >0,

Solution (Ex.6 — Non dérivable en 0)

X
On pose, pour tout x de [0; +oo[ et tout n de IN¥,

fa(x) =

+00
1. Montrer que S: x an(x) est définie sur [0; +oo].
n=1

¥n>1,f,(0) =0 donc S(0) existe.

=00, %

série de Riemann de paramétre 3.

2. DeVxeR, 0<(l-n|x|)?=1+n’x

D’ou <
il < 5,

sur R.

n(1 +n2x?2)

2_2n|x| on tire 2n|x| < 1+n?x? puis |f,(x

assure la convergence simple de S(x) par équivalence a la

1

X< 55

1 . .
=5, ce qui assure la convergence normale, donc uniforme de E fn

n>1

3. e La convergence uniforme et la continuité de chaque f, assure la continuité de S

sur R.

e Les f, sont de classe C! sur R* et :
2.2

1-n"x
VxeR, f/(x)= ———
fa¥) n(1+n2x2)2
Soit a > 0 et x tel que |x| > a. Alors
1+n%x? 1 1 1
[fr ()]l <

< <
n(1+n2x2)2 = n(1+n2x2) = n(1 +n2a?) ~
Donc ||f,|

n3a?

<
00,]—00; alUla; +oo[ = n3a2

. Ceci assure la convergence normale donc uni-

forme sur tout |—co; a]U[a; +oo[ ot a > 0. Donc que S est de classe C! sur IR*.

4. a) Soit x> 0.

S(x)-S(0) 1
X Z« n(1 +n2x?)

Par comparaison a une intégrale :

ol
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S(x)—S(0) oo 1
X ZJ; t(1+t2x2)dt

Par le changement u = tx!
S(x)—S(0) S J*“’ du
x “ )y u(l+u?)
b) En déduire que S n’est pas dérivable en 0.

1 1 L . . 1
——+ ~ —,paréquivalence de fonctions positives avec u — — non
u(l+u?) u—0u u

+00 du

intégrable sur |0; 1], ———— — 400 : Sn'est pas dérivable en 0.
g ] ] \J; M(1+M2) X—>0 o p v

Comme

Exercice 7 | Une permutation série/intégrale

+00
1. Justifier I'existence et calculer la valeur de: 1= J te~'dt.
0

On pose, pour tout n de IN, fn:10; 400 > R, x - erxp(— (2n+ 1)x).

2. a) Montrer que la série ), f, converge simplement vers une fonction f que l'on
exprimera a l'aide de la fonction sh.

+00 t +00 2
b) Mont : ——dt = —_—
) Montrer que L e Zo ETEST
too 2 +00 2
TC t TC
3. On admet E — = —. Mont : —dt = —.
n aamet que L 712 3 ontrer que JO Sh(t) 7

Solution (Ex.7 — Une permutation série/intégrale)

1. Une IPP permet de montrer l’existence et de donner la valeur: I =1.

+00 +00 x
_ X —2x\? _ € ey,
2. a) Zexp(—(2n+ I)x) =e Z(e ) = { e comme somme de série géomé-
n=0 n=0
trique.
+0o 1 1
;exp (-(2n+1)x) = pr e h()’ donc an converge avec :

X

400
\/XG]O; +(>O[, an(x): sh(x)'
n=0 ’

+00 +00 - +00
b) J Ifu(t)]dt = 2J e~ (21t 44 4\7(2:n+1)t ;J‘ ve—"dy = ;
0 0 (27’1"1‘1)2 0 (21’1-‘1—1)2
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+0oo 1 +0oo
[fu(t)|dt  ~ 52 et la série de terme général J |fn()| dt converge.
. 0

0 n—+oo
On peut appliquer le théoreme d’intégration terme a terme puisqu’il s’agit d’une
série de fonctions c.p.m. intégrables convergeant simplement vers une fonction

c.p.m.:
+00 ¢ +00 2
| =y .
o sh() — (2n+1)2
+00 +0o +0o +00 2 2
1 1 1 3 3 m 1
C -y L I L U B
OmmeZ(anV ;nz %(2;4)2 4;;12 1776 "8
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