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Question préliminaire

) ) ] ) a b d —=b ad — be 0
Puisque det (M) = e # 0, la matrice M est inversible. De plus, = =
c d —c a 0 ad — be

i 1({d —b

ely. On en déduit que M~ = =
€C\—c a
A — Récurrences linéaires d’ordre 2
. xn-‘rl O 1 Tn 0 1
A.1 Soit n € N. Alors X,,11 = = =AX,,ou A =
Tn42 —ap —aq Tnt1 —ap —a

A.2 Le polynéme caractéristique de A est ya(X) = X% — Tr(A)X + det (A) = X2 + ;X + ag. Ainsi,
AESp(A) <= M+ ayA+a9=0.

x
A.3 a) Quand on cherche les matrices Q telles que AQ = QD, avec on obtient Q = Y , avec (z,y) €
)\1.77 )\2y

C2.
Le déterminant vaut zy(\s — A1), donc Q est inversible si, et seulement si, (z,y) € (C*)2.

o0
b)Par suite, pour tout n € N, A" = QD"Q ! = Q ! Q.
Ay

A.4 a) On a Tr(A) = —a; = 2\, det (A) = ap = N\

b) Quand on cherche les matrices Q telles que AQ = QD, avec on obtient Q) = Y , avec (z,y) €
A x+ Ay
C2.
Le déterminant vaut 22, donc Q est inversible si, et seulement si, € C*.
) 1 10
La matrice A est alors semblable & T = , en prenant par exemple Q =
0 A Al
c)Comme T = A, +E; 5 et Ef , = 0, on obtient par la formule du binoéme et parce que I et E » commutent
A n )\n—l
™ =
0 A"
o A" n)\n—l
Ainsi, A" = Q QL
0 A"

A.5 On travaille dans C donc A posséde au moins une valeur propre, ya ayant au moins une racine, et au
plus deux, ya étant de degré 2.

— Si A admet deux valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable puisqu’elle a autant de .
— Si A admet une valeur propre double A, alors A n’est pas diagonalisable, car sinon elle serait semblable
a My, donc égale & P~ A\ILP = Ay, ce qui est faux.

A.6 — Exemples



0 1
Exemple 1. ap = 2, ap = —37 A= s /\1 = 17 )\2 =2.
-2 3

11
Avec Q = , on obtient Vn € N, x, = (2 —2")xo + (2" — 1)x1..
1 2

0 1
Exemple 2. ag=4,a,=—-4, A= , A=2.
—4 4

10
Avec Q = ,on obtient Vn € N, 1z, = —(n — 1)2"x¢ + n2" ;..
2 1

B — Vers un ordre supérieur a petits pas

X -1 0
B.1 En développant suivant la derniére ligne, on obtient yo(X) = [0 X  —1 |=X3+ayX?*+a;X+aq.
ap a1 a9+ X
Ainsi, yp = P.
az, + Byn
B.2 Soient (z,y) € S(C)? et (a,8) € C% Pour tout n € N, ®(ax + By)n = | azpir + Bynia | =

Wnto + BYnt2
a®(x), + P(y),. Ainsi, ® est linéaire.

Si ®(z) =0, alors x,, = T,,41 = Tp12 = 0 pour tout n, donc x = 0. Ainsi, ¢ est injective.
0
Soit Y € S(C3) défini par Yo = | 1 et :Vn>1, Y,=

o o O

0

Alors Y ¢ Im(®) : en effet, si Y = ®(X) alors z; = 1 d’aprés Y, mais x; = 0 d’aprés Y, ce qui est absurde.
Donc ® n’est pas surjective.

B.3

a) Soit z € Rp.

Tpi1 0 1 0 Ty
Pour tout n € N, Xy i1 = | 2,00 | = 0 0 1 Tpe1 | = AX,. Ainsi, X, = A"X,.
Tn+3 —ap —a1 —dag Tn+2

b) Réciproquement, si (X,,) vérifie X,, = A"X,,, elle vérifie X,,;; = AX,, alors (z,) vérifie z,,3 =
—Q9Tpi9 — A1 Tpy1 — GoTy, donc € Rp et X = ().

B.4 On a ®(Rp) = {(A"Xo)nen | Xo € C3}. Ainsi, ®(Rp) = Vect((A"e;), (A"es), (A"€s)). Cette famille
est libre, donc dim(Rp) = 3.



C — Exemples (quasi) numériques

C.1 — Exemple 1

o O
—

a) A=

N |—
(@]
VY]
[\ — ()

. 141 1—1 ) . .
Son polynoéme caractéristique est ya = (X —1) (X - ) (X - ) , scindé a racines simples, donc

A est diagonalisable.

b) En calculant successivement X, = A"X, avec Xy = (1,0,0)T, on obtient X; = (0,0,1/2)T, X, =
(0,1/2, )%, X3 = (1/2,1,5/4)T, X4 = (1,5/4,5/4)T et X5 = (5/4,5/4,9/8)T. On peut conjecturer numé-

1

riquement la convergence vers | 1

1
1 0 2
c) LamatriceQ= |1 1 1 | estinversible car son déterminant vaut —1 # 0, et on évite d’inverser Q
110
10 0
SURTOUT EN TEMPS LIMITE mais on vérifie AQ = QT, donc Q 'AQ =T,ouT = | 0 : —3
03 3

d) On évite les fractions en écrivant T =

Par produit de matrices diagonales par blocs, T* =

0 —2 -2 =2
Or B? = , B3 = et B = —41,.
2 0 2 =2
En particulier B%* = (—4)*1, et g~ U0 pinadement -
n particulier = ( 5 € 31 =7 L inalement :
1 0 0

T = |0 (—1/4)P 0 ,
0 0 (—1/4)P
1 0 0
TWH =10 (—1/4p/2 —(-1/4)7/2 |,
0 (=1/4)/2 (—1/4)7/2



1 0 0
T2 = [0 —(=1/4)7/2 ,
0 0 (—1/4)r/2
1 0 0
T4p+3 — 0 _(_1/4)1)/4 _(_1/4)17/4 ,

0 (=1/4)r/4 —(=1/4)7/4
En particulier les 4 sous-suites précédentes convergent vers la méme limite, donc (T") converge vers
100

000
000

100
e) Ainsi, pour tout Xg, X,, = A"Xy = QT"Q X, donc Y,, = T"Y, donc (Y,,) doncvergevers | 0 0 0 | Yo.

000

1 00 Ty — 2551 + 2.172
Donc (X,,) = (QY,,) converge vers Q | 0 0 0| .Q 'Xo = | g — 221 + 224
0 00 Tg — 221 + 229

Donc la suite (x,) converge vers xg — 221 + 2x5.

C.2 Le polyndéme caractéristique est x4 = —(X = 1)(X2 = X + 1) = —(X — 1)(X + €™/3)(X + e7"/3). En
ne considérant que la premiére composante de la suite (X,,), on voit que la suite (x,,) est une combinaison
linéaire des trois suites (1), (e™™/3) et e=™/3) et donc aussi des suites (1), (cos(n7/3)) et (sin(nm/3)). On
en déduit que Rp C Vect((1), (cos(nm/3)), (sin(nm/3)). Mais dim(Rp) = 3 et finalement

Ainsi, Rp = Vect((1), (cos(nm/3)), (sin(nm/3))
En particulier toute suite de Rp est 6-périodique.
C.3

0 1 0
a) P=X3—(A+2u)X2+ (N +2 )X — Ap? donc A= | 0 0 1

A2 —p? =22 A+ 2

b) La valeur propre u est double et dim(E,) = dim(ker(A — ul3)) = 1, donc A n’est pas diagonalisable.

A0 0

c) Onobtient T" =] 0 p* nu" ' | .Laconvergence de (X,,) équivaut a celle de (A™), (1) et (nu™1).
0 O u"

eVXy, X,—=0 <= (\p)el-1; 1.

o VXy, (X,)converge <= (A\,p)€]—1; 1] x]—1; 1].



