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Solution (Ex.1 - Etude d’une fonction définie comme somme d’une série entiére)

1. Récurrence forte avec P, : « Yk €[[0; n],0<a, <1 ».
Puisque ay = 1, P, est vraie.

Si P, est vraie, alors pour k € [[0; n], sont n+ 1 nombres de ]0; 1], leur somme est dans

ax
: n—k+2
10; n+1]eta,,; €]0; 1], ce qui prouve Py, 1.

2. a, n_):mO( ) et RC(Z )—1donc RC(Zanx”)>1.
3.a) n-1k2 n_:roo%et RC(Z%x”): 1 donc RC(Zn)fz)zl

b) La série diverge pour x = 1 (série harmonique) et converge pour x = —1 (application du théoréme
de Leibniz) donc I'ensemble réel de définition est [—1; 1[ (raisonnement qui prouve a lui seul que
le rayon est 1).

c) e La propriété du produit de Cauchy assure que le rayon de convergence est au moins le minimum

des deux rayons, donc au moins 1.
n

1
eVnelN, wn:;akm:(rz+l)an+1.
- +00 +00 +00 Xn
T 2\ — n_ n_
d) Vxe]-1;1[, f'(x)= Z(n+l)an+1x = anx —f(x)Z’n_i_2
n=0 n=0 n=0
fil) 7 !
4. Vx €[0,1], f(x) > 0 car somme de termes strictement positifs, et = a3 Comme
) T L n+2)
i XNl
f(0) =1, en prenant les primitives nullesen O on a In(f(x))= ) ——
o (n+1)(n+2)
5. Dabordf )=1Pour xe]0; 1],
X1 Tyl X yntl
1
= —In(1- In(1 - =(—-1|In(1 - 1
nZo'(nJrl n+2) Zn+1 Zn+2 n(l-x)+ (n( X+ %) (x )n( X)+ 1, donc
f( x) = e(1 —x)1 =/,
6. —-1; 1[ donc Zz ( )—

n>0

Solution (Ex.2 — Etude d’une symétrie sur les coefficients des polyndmes)
7. 5(1) = X%, s(X™) = X" et 5(X?") = 1.

2n
8. On vérifie que l'application s est un endomorphisme de E par exemple a l'aide de S(Zaka
k=0
2n
ZQZH—ka-
k=0

9. Diagonalisation dans le casoun=1.
a) D’apres 7., s(1) = X?, 5(X) = X et 5(X?) = 1 donc M est bien a matrice de I'endomorphisme s dans la
base canonique (1,X,X2) de E.
M est symétrique réelle donc diagonalisable.
b) xm = (X—-1)2(X+1) donc Sp(M) = {~1,1}, E_; = Vect(X? - 1) et E; = Vect(X? + 1, X).

-1 0 0
¢) Mpce—ixeex(s)=[0 1 0}
0 0 1



PC DEevoOIR SURVEILLE NO5 - Tyre CCINP ©14/02/2026 ©

2n 2n 2n 2n
10. a) SOS(Zaka =5 Z(’ZZH—kX Z —(2n—k) Xk = Zaka donc sos = idg. Donc s est un symétrie,
k=0 k=0 k= k=0
donc diagonalisable avec Sp(s) C {- 1 1}. s n’étant ni idg ni —idg, Sp(s) = {-1,1}.
b) Pour k € [0; n], s Ak donc Ay € E;.
Pour ke[[n+1; Zn]] =—-A; donc Ay € E_;.

Or (A, 0 <k <n)est échelonnée donc est une famille libre de E;, donc dim(E;) > n+ 1.

De méme (A, n+1 < k < 2n) est échelonnée donc est une famille libre de E_;, donc dim(E_;) > n.
Comme E=E_;®E;, dim(E_;) +dim(E;) =dim(E) = 2n+ 1, on a nécessairement dim(E;) =n+1 et
dim(E_1)=n, et (A, 0 <k <n)et (A, n+1<k<2n)en sont des bases respectives.

n

c) Dans la base (A, 0 < k < 2n), s est représentée par D = . Alors Tr(s) = Tr(D) =1 et

0 In+1

det(s) = det(D) = (-1)".
11. a) On peut invoquer la formule de Taylor pour les polyndmes (1ere année) ou la série de Taylor car P
est somme d’une série entiére (2nde année). Ou juste le prouver par dérivations successives :

= Zk(k—1)...(k—i+1>akxk—f donc PD(0) = i(i—1)...1xa; x0° = ila.

2n

b) Avec la question précédente, Zaka | Zkak Zakbk-
=0
On retrouve l'expression du prodults scalalre canomque de R?"*!, avec la méme démonstration

qu’il s’agit d’une produit scalaire et du fait que la base canonique est orthonormale.
On peut aussi raisonner avec la définition initial de ce produit scalaire...

2n 2n

12. a) zaka Za,f
2n 2n 2n 2n 2n
b) S[Z&kak Zaz,q_ka = Z“%n—k = Zai = Zaka donc s est une isométrie vecto-
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
rielle.

c) s est la symétrie d’axe E; et de direction E_;.
Soit P € E; et Q € E_;. Comme s est une isométrie
(P | Q) = (s(P) | s(Q)) = (P | —Q) = —(P | Q) donc (P | Q) =0etP L Q.DoncE; L E_|etsestune
symétrie orthogonale.

2n 2n
13. a) Observons que pour tout polynéme Q = Zaka, (Q | Pl) = Zak =Q(1).
k=0 k=0
QeHeQ(l)=0e (Q|Py)=0e Qe (Vect(P)' Qe At
1 1
b) Prenons Q = P, = Py. Alors (Q) est une B.O.N. de A donc
TR
Q(1
m(Q)=(Q1Q1)Qi = 5—(QIPi )Py = %Pl.
¢) d(Q H)=min|lQ— P|| = IIQ pr(Q)ll or puisque H = A+, Q = py(Q)+7(Q), donc d(Q, H) = [In(Q)ll =
Q) - QD
2n+ Van+1
Solution (Ex.3 — Urne de Polya)
n+1
14. VnelN*, () BxC ﬂ By donc par croissance de la probabilité, p,;1 < p,.
k=1 k=1

2
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Comme (p,,) est décroissante et minorée par 0, (p,) converge.

n +00
La suite ( N Bk) étant décroissante, la continuité monotone assure que IP( N Bk) = lim P
k=1 nelN* k=1 n—+co

c’est-a-dire P(E) = lim p,,.

n—+oo

L

k
15. Sil’évenement () B;est réalisé, décrire la composition de I’'urne contient Sy boules blanche et la boule
i=1
(k] B;|= Sk ar équiprobabilité
i1 1] = 1+Sk p q p °

rouge juste avant d’effectuer le (k + 1)-ieme tirage. Donc P(Bk+1

16. Les (B,) ne sont évidemment pas indépendants mais la formule des probabilités composées assure

que :
n n—1 k n—1 k
P :IP(km Bk)=1P<Bl>1PBI (B2) Py, g, (B3)-. Py, .o, , (B Bi)| [P|Ben ﬂ ] ]_[ oS
=1 k=1 =1 k=0

. 1
puisque [P (B;) = 5 =7 +OSO'

n

17. VneIN*, S, =1+ Zuk > 1+ n puisque Yk € IN,uy > 1. Par comparaison S,, —— +o0.

n—-+oo
k=1

Sk Sk Sk
~ —=1d |
1+ Sy k—+00 Si one n(1+8k)

S -1 -1
K ~ . Par équivalence de termes

18. ~
k—+oc0 1+Sk k—>+oo 1+Sk k—+o0 Sk

généraux de signe constant, les séries E ln( ) E — sont de méme nature, et de méme

1+ Sk
1

nature que ZS_ par linéarité.
k

19. Rappelons que (p,) converge et que P(E) = lim p,,.

n—+oo

Notons que Ztln(1 +kS ) étant une série a terme général négatif, elle diverge si, et seulement si, elle
k

diverge vers —co
n—1

S
Ona:ln(p,) = Zln( 7 +kSk ) Donc
k=0

1
P(E)=0< p, — = 0eln(p,) — 0o ln( 1 ikSk) diverge & ZS_k diverge.

n—+00

1
20. YneN,S, =n+1 donc ZS_ diverge donc IP(E) = 0.

n

nn+1 n? 1 2
( ) ~ —.Alors — ~ — etla série

21. Prenons : Vn € N, u, =n, de sorte que S, = 1+ > i D S 1teo 2

1
ZS— converge. Alors IP(E) = 0.
n

Solution (Ex.4— Etude d’un endomorphisme matriciel)
22. Lalinéarité provient directement de la distributivité du produit.

23. VM€ M, (C), @5 o pp(M) = @4 (BM) = ABM = (M) donc @ o g = @ap-

24. o Si A est inversible, pa 0 a-1 = Pap-1 = @ = idy () et de méme pa-1 0 Pp = id () donc @, est
un isomorphisme de M, (C), d’isomorphisme réciproque @-1.
e Si g, est un isomorphisme, [,, posseéde un unique antécédent B € M, (C) vérifiant ¢a(B) =1,. Alors
AB =1, donc A est inversible, d’inverse B.
Dans cette partie, on considére une matrice A € M, (C). Nous allons étudier les propriétés liant les
éléments propres de la matrice A et ceux de 'endomorphisme ¢, .

3
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25. YM e M, (C), QDQ(M) = AKM = @,k (M). Une récurrence convaincra les plus réservées.

d
26. Soit P = Zaka et M € M,,(C).

k=0
d d d

P(pa)(M) = ZakQOIE,(M) = Zak@Ak(M) = ZakAkM = P(A)M = ¢p(a)(M). Ainsi P(pa) = @p(a).-
k=0 k=0 k=0
27. Machin est diagonalisable si, et seulement si, il existe un polyndme annulateur de machin scindé a
racines simples, machin étant soit une matrice soit un endomorphisme.
e Supposons A est diagonalisable, et soit P un polyndome annulateur de A scindé a racines simples.
Alors P(¢a) = @pa) = @o, = 0z(m,(c)) : P est aussi annulateur de ¢4, qui est par conséquent diagona-
lisable.
e Supposons @, est diagonalisable, et soit P un polyndme annulateur de ¢, scindé a racines simples.
Alors @p(a) = P(@a) = 0r(m, ()
Ainsi : YM € M,,(C),P(A)M = 0,,. En prenant M = (P(A))", on a:
IP(A)|]* = Tr(P(A) (P(A))T) =Tr(0,) =0, ce qui prouve que P(A) = 0,,, donc que A est diagonalisable.
28. Le théoreme de Cayley-Hamilton assure que x4 est annulateur de A, donc par 26. xA(@a) = @o, =
Oz, (@)
On en déduit que les valeurs propres de ¢, sont parmi les racines de x4, or les racines de x sont
les valeurs propres de A : Sp(¢g,) C Sp(A).
Réciproquement, soit A € Sp(A). Soit alors U € M, 1(C) \ {0} tel que AU = AU, et soit M € M, (C) la
matrice dont les n colonnes sont égales a U. Alors AM = AM, donc ¢, (M) = AM avec M = 0,,. Ainsi
A €Sp(@a).
Finalement Sp(¢a) = Sp(A).
29. Soit M € #,(C). Notons Cy,...,C, les colonnes de M, de sorte que 1’'on peut écrire par blocs : M =
(Cy---Cy).
MeE)(pa) Pa(M) =AM
AM =AM
AX(Cp-Cp) = (ACy - AC)
(AxCy--AxC,)=(ACy---AC))
Vke [[1;n]],A><Ck = ACy
Vke[l;n],CreE,(A)

prontt

30. Notons Ay, ..., /\p les valeurs propres (deux a deux distinctes), de A, et rq,..., o leurs ordres de multi-
plicité respectifs.
p p
Puisque A est diagonalisable, Tr(A) = ) r Ay et det(A) =[] )L]r(k.
k=1

k=1 =
D’apres Q27., la diagonalisabilité de A garantit celle de ¢4, si bien que la trace de @, est la somme

de ses valeurs propres (comptées avec leur multiplicité) et le déterminant de ¢, est le produit de ses
valeurs propres (comptées avec leur multiplicité).

Dans les deux phrases précédentes, la trigonalisabilité suffisait, et celle-ci est acquise, puisqu’on travaille
dans des C-espaces vectoriels.

De plus, d'apres Q28., Sp(pa) = {Ay,..., Ay} et, d’apres la remarque qui suit la question Q29., pour
tout k € [1;p]], les espaces E,, (pa) et E), (A)" sont isomorphes, donc dim(E), (p,)) = dim(E/\k (A)”) =
ndim(E,, (A)). Puisque A est diagonalisable, pour tout k € [1;p]], dim(E,, (A)) = ri, et donc dim(E , (p,)) =
nry.

p p p p "
Par conséquent, Tr(pa) = Y nrdp=n Y Ay =nTr(A) et det(pa) = 1 Azrk = ( I1 /\Z‘) =det(A)".
k=1 k=1 k=1 k=1

44



