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Exercice 1

Soit o € ]2 +o0].
1. Soit ¢ € N*. A I’aide d’une comparaison avec une intégrale, montrer que
+oo 1 _ 1
o X _ a—1

WSt (a=1)g

2. En déduire que la famille < est sommable.
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Solution (Ex.1 — )
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1. Vn 2 g+ 1,Vt € [n—1; n], —, doncg/ dt, donc (Rie-
ta n n—1
=1 oo g 1
mann et o > 1) g/ —dt = ————.
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Comme g D1 existe et est finie (Riemann et a — 1 > 1),
a—1)q
q=1

par la comparaison de termes généraux positifs de la question 1.,

o
1
E g — est finie. Cette finitude prouve la sommabilité de la famille
n
q n=q+1

)
<<P+ D/ (pgye)?

Le but de I'exercice est d’établir pour tout z réel tel que |z| < 1 Iégalité

. T 2n-1 T n
( ) Zl_x2n—1_21_l.2n'
n=1 n=1

Soit x tel que |z| < 1.

1. Justifier la finitude du membre de gauche de (E) et montrer que

+oo In—1 +o00 +o0
D = .
— 7 = T
1 — g2n—1
n=1 n=1p=1

2. Justifier la sommabilité de la famille (xp(znfl))(mp)e(N*)Q.
3. En déduire l'égalité (E).

Solution (Ex.2 — )
2n—1
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généraux de signe constant (celui de z...) et convergence de la série géomé-
trique de raison 2 € [0; 1[, le premier membre de (E) est finie.

: par équivalence de termes

oo (1) 221 T el
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Comme ‘1‘ ‘ < 1, Zx = {1 donc 21 =
p:l n=1
+00 00
S8 e,
n=1p=1
2. [2PCn=D| < l2P?"~D et la question montre que (]:L’\p(%_l)) est som-
n7p

mable, donc la famille (xp(Q”_l))(njp)e(N*)z est sommable.

3. Permutons les sommes par le théoréme de Fubini :
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Exercice 3

On admet que la comparaison série-intégrale de ’exercice 1 permet de montrer

“+o0o
que, pour « > 1, le reste R,, = Z Ta vérifie
k=n+1
1
R, ~

n—+oo (v — 1)71"_1.
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Montrer que, lorsque cela a un sens,
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Solution (Ex.3 — )
Par I’équivalent, Z R,, converge si, et seulement si, & > 2. Prenons a > 2.

n
Les termes généraux étant positifs on peut écrire :

400 400 +oo k—1
Z Ry = Z Z Z ka Z Z Z ka
n=0 k= n+1 os<n<k k=1n= 0

Exercice 4

Soit (ap)nen+ une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que la série Z an

n
converge.

+00 +0o0o
Montrer que Z k (Z (a"+1)> existe et calculer sa valeur en fonction de
n(n

k=1 n=~k
+oo
E an,.
n=0

Solution (Ex 4—- )

400 < ka +o00 n
SE(Sony) © Xy - Sy
= n(n —|— 1) G n(n+1) == n(n —|— 1)

+oo a n 1 “+o00
— k|l = = an, la finitude de cette derniére somme

et la positivité des termes généraux assurant ’exsitence et 1’égalité.

Exercice 5

On pose, pour tout n > 2, ((n

+oo 1
Z o (fonction « zéta » de Riemann). On

k=1
pourra utiliser la majoration de ’exercice 1.

Montrer que

Solution (Ex.5 — )

D’aprés l'exercice 1., ((n
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3 par télescopage.

Exercice 6

Justifier rigoureusement I’équivalent de R,, fourni en début de 'exercice 3.

Solution (Ex.6 — )
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On raffine le raisonnement de I'exercice 1 en minorant — par / —dt
n n
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Alors / —dt < Z — < / —dt,
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Or le minorant et le majorant sont équivalents lorsque ¢ tend vers 4+oco, donc
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