PC CH. 18 : ESPACES VECTORIELS NORMES (II) 20252026

Une fonction lipschitzienne

Soit (E,||.|]) un espace vectoriel normé. Soit a € E. Soit f : E — E définie

par : f(x) = |z|| a.
Montrer que f est lipschitzienne. f est-elle continue ?

Solution (Ex.1 — Une fonction lipschitzienne)

V(z,y) € B2 [|f(2) = F)Il = |zl a = |yl all = [|(|=]] = [lylDall = |l|=]| -
[yl | < lall

Or pour toute norme | llz|| = ||yl | < ||z = yl|, donc

V(z,y) € B, ||f(z) — f(W)ll < llall[|z — yll et f est ||a]| ~lipschitzienne.
Question de cours : toute fonction lipschitzienne est continue...

Exemple d’application lipschitzienne
Soit (a,b) € [0; +o0[*2 et
f:R%2 = R2% (2,9) — (ax, by).
1. Montrer que f est lipschitzienne lorsque R? est muni de la norme |.||,.

2. En est-il de méme pour ||.||, 7 Et pour ||.|| 7

Solution (Ex.2 — FEzemple d’application lipschitzienne)
1. Soit (z,y) € R? et (2/,y') € R%

f(z,y) = f )y = || (al@ = 2),b(y —y))||, = alz —2'| + bly — /|
Soit k = max(a, b).

f(y) = F(@' )]y < k(le —2'[ + [y = ') <Kz, y) — @9y
f est k-lipschitzienne lorsque R? est muni de la norme |[.||; .

2. Oui, grace a l’équivalence des normes de l'exercice Comparaison des normes
usuelles :
1f (@) — £l < 1 @y) — F@ )l < k@) - @)l <
ky/n||(z,y) = (2,55,
f(z,y) = & 9| < MIF(2y) = FE Y0 < ke, y) — (@90l <
kn|l(z,y) = («",9) -

Exercice 3| Quverts ou fermés

Etudier si les ensembles suivants sont ouverts ou fermés :
A={(z,y) eR*0 < |y+1| <1}, B = {(z,y) e R?,0 < 2? +2y* < 1},

C={(z,y) eR?,-1<2>+y* <0}, D={Me M,(R),MeGL,(R)}.

Solution (Ex.3 — Ouverts ou fermés)
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o f:(z,y) — |y + 1] est continue sur R? et A est l'intersection des ouverts
Ao E {(ey) € B2/ f(2,y) > 0} et Ay S {(2,) € R?/f(a,y) < 10} done
A est un ouvert de R%.

o Vn >2,M, ¥ (1/n,1/n) € B mais nll)rj{loo M,, = (0,0) € B donc B n’est
pas fermé.

M = (1,0) € B mais Vr > 0,B(M,r) ¢ B car (1 + r/2,0) € B donc B n’est
pas ouvert.

e C est vide donc C est ouvert ET fermé.

e det : M, (R) — R est continue (polynoéme des coefficients de la matrice)
donc {M € M, (R)/det (M) = 0} est fermé et son complémentaire D est

ouvert.

Exercice 4| Un ouvert et un fermé dans un espace de fonctions

Soit E = C([0,1],R) muni de la norme ||.|[ .
On se propose de démontrer que
U={f€eE/Nze[0;1],f(z) >0} et F={feE/Nze[0; 1], f(z) >0}
sont respectivement un ouvert et un fermé de E.
1. Premiére méthode pour U —
a) Soit f € E. Justifier : Ja € [0; 1],Vx € [0; 1], f(z) > f(a).
b) Soit f € U et a défini comme précédemment. On pose m = f(a). Mon-
trer que B(f,m) n’est pas vide et que B(f,m) C U.
c) Qu’a-t-on démontré ?
2. Seconde méthode pour U —

On définit la fonction ¢ par : p:E=>R f— r{l&n ]{f(:z)}
z€[0; 1

a) Justifier que @ est correctement définie.
b) Montrer que ¢ est continue sur E.
c) Justifier que U est un ouvert de E.

3. Premiére méthode pour F —
a) Soit (fy) une suite de fonctions de F convergente, de limite f. Montrer
que f € F.
b) Conclure.
4. Seconde méthode pour F —
Utiliser la seconde méthode de 1’étude de U.

Solution (Ex.4 — Un ouvert et un fermé dans un espace de fonctions)

1. a) f est continue sur le segment [0; 1] donc elle est bornée et atteint ses
bornes, notamment sa borne inférieure : 3a € [0; 1],Vz € [0; 1], f(z) >

fla).
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b) Comme f > 0, m > 0. Donc B(f, m) n’est pas vide.
Soit g € B(f,m). ||g — f||., < m donc :
Vo € [0; 1],]g9(x) — f(x)] < m, donc g(x) > f(x) —m, donc g(x) > 0
par définition de m.
Ainsi, g € U. Donc B(f,m) C U.
¢) On a démontré : Vf € U,Im > 0,B(f,m) C U. C’est-a-dire : U est un

ouvert.

2. a) Pour tout f € E, f est continue sur le segment [0; 1] donc elle est bornée
et atteint ses bornes, notamment sa borne inférieure, donc r{lin ]{ f(z)}
z€[0; 1

3

existe : ¢ est correctement définie.

b) Soit f € E. Montrons que ¢ est continue en f.
Soit € > 0. Soit g € E tel que |[f —g||, <€
Alors : Vz € [0; 1], |f(z) —g(x)| <e.

Donc : Vz € [0; 1], f(z)—e<g(z) < f(x)+¢

On en tire :

Vo € [0; 1],9(z) > min f—e, donc ming > min f—e, i.e. o(f)—p(g) <
57

et aussi :

Va € [0; 1], f(z)+e > min g, donc min f4+& > ming, i.e. p(g)—p(f) <
€.

Ainsi : [o(f) — @(g) <e.
Donc ¢ est continue en f. Et comme f est quelconque dans E, ¢ est
continue sur E.
c)U = {f e ENze[0;1],f(z) >0} ={f € E/o(f) > 0} avec ¢
continue sur E, donc U est un ouvert de E.
3. a) Soit (fy,) une suite de fonctions de F convergente, de limite f. Montrer
que f € F. On a : ||fn — fll —> 0 donc la suite f,, converge

uniformément donc simplement vers f
Soit x € [0; 1]. fu(x) e f(x).Or:VneN, f,(z) >0 car f, €F.
Par prolongement des inégalités larges a la limite : f(z) > 0.
Ainsi : Vz € [0; 1], f(z) > 0, donc f € F.

b) Toute suite convergente de F a sa limite dans F : F est fermé d’apreés la
caractérisation séquentielle des fermés.

4. F={fe€ENz€[0; 1], f(z) >0} = {f € E/o(f) > 0} avec ¢ continue
sur E, donc F est un fermé de E.
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