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EDL : applications directes du cours

Résoudre les équations différentielles suivantes, ot v désigne une fonction de x suffi-
samment dérivable sur le domaine indiqué :

1. ' =(1+yp)sinx, xeR 2. 3xy" -4y =x, x€]0; +oof
3. 9"+y=0, xeR 4. v”"-3y"+2y =0, xeR
6. v +2y +p=xe", xeR (solution part®™ de la forme f : x > (ax + b)e*)

Solution (Ex.1- EDL : applications directes du cours)
Je note (E) I’équation différentielle a résoudre, (H) I'équation homogene associée.
1. (H) =y’ - (sinx)y =0.

Les solutions de (H) sont : x = Ce ou C € R quelconque.

x — —1 est solution particuliere évidente de (E).

Les solutions de (E) sont :
X > Ce™ €05

—COosX

—1ou C € R quelconque.

, 4
2. (He=v —ayzo.

Les solutions de (H) sont : x > Cx*3 o1 C € R quelconque.

Recherchons une solution particuliere par la méthode de la variation de la constante.
Soit f : x > C(x)x*3 ot C: x > C(x) est dérivable sur ]0; +cof.

(Vx€]0; oo, 3Xf/(x)—4f(x):x)(:)
(Vx €10; +oo[, 3x(C’(x)x4/3 +C(x)§x1/3)—4C(x)x4/3 — x| e—
(VXG]O; +ool, 3x7/3C’(x):x)(:>

(\/XG]O;+00[,

Fk € R,(Vx€]0; +oo,  C(x)=—x""3+k)
Donc x +— —x est solution particuliére (évidente??????... si on avait retiré nos lu-
nettes en contre-plaqué) de (E).
Les solutions de (E) sont :
x> Cx

C'(x) = %x’4/3) =

43 _x ot C € R quelconque.

3. Il s’agit d'une équation différentielle homogeéne du second ordre a coefficient
constant d’équation caractéristique %+ 1 = 0, de solutions r = i.
Les solutions de (E) sont :
x> Acosx+ psinx ou (A, y) € R? quelconque.
4. 11 s’agit d’'une équation différentielle homogéne du second ordre a coefficient
constant d’équation caractéristique r> — 37 +2 = 0, de solutions 1 et 2.
Les solutions de (E) sont :
X > de* + pe?* ol (A, u) € R? quelconque.
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ques 1l s’agit d’une équation différentielle (E) du second ordre a coefficient constant,
dont I’équation homogéne (H) associée a pour équation caractéristique r*+2r+1 =0,
de solution double —1.
Les solutions de (H) sont :
X (/\x + y)e"" ott (A, u) € R? quelconque.
On cherche une solution particuliere de la forme f : x > (ax + b)e*.
VxelR,
F7(x)+2f(x)+ f(x) :ex((a+ax+a+b)+2(ax+a+b)+ax+b)

F7(x) + 2£(x) + f(x) = e*(4ax + 4a + 4b)
x—1

er.

1 . . . s
Alors a = — et b = —a fournit une solution particuliére x —
Les solutions de (E) sont :

(—1
X (/\x + y)e"‘ + %ex ot (A, u) € R? quelconque.

Exemples d’EDL2 avec second membre trigonométrique

En cherchant une solution particuliére du type Acos(kx) + psin(kx) résoudre sur R les
équations différentielles suivantes :

1. v”+2y"+ 2y =sin(x),
2. v/ +y=2cos?(x).

Solution (Ex.2 — Exemples d’EDL2 avec second membre trigonométrique)

1. L'équation différentielle homogéne associée du second ordre a coefficient constant
(H) a pour équation caractéristique r> + 2r + 2 = 0, de solutions —1 +1.
Les solutions de (H) sont :
X (/\ COS X + pisin x)e"" ott (A, u) € R? quelconque.
On cherche une solution particuliére de I’équation avzec second membre de la forme

. R o 1
X > asinx + bcosx. Apres substitution a = 3 etb= =

Les solutions de cette équation différentielle sont finalement :
1 2
X (/\ cosx + psin x)e"“ + 3 sin(x) — = cos(x) ot (A, u) € R? quelconque.
5

2. On procede de facon analogue.
Les solutions de 1’équation homogeéne associée sont :
x> Acosx+ psinx ot (A, u) € R? quelconque.
Pour trouver une solution particuliére de p”+y = 2 cos?(x), on observe que 2cos?(x) =
cos(2x) + 1 et on s’intéresse alors aux équations d’inconnues z: R > Ret w: R — R:
(E1) z/+z=cos(2x)et(Ey) w’+w=1.
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Sizest solution de E; et w de (E,), par superposition y+w sera solution de I’équation
initiale. .

Tout calcul fait, v : x > —= cos(2x) convient et w : x > 1 est solution évidente.

Les solutions de ’équation avec second membre sont :

1
X+ Acosx+psinx+1— 3 cos(2x) ou (A, u) € R? quelconque.

Etude d’un systéme différentiel

On souhaite déterminer toutes les fonctions x,v : R — IR dérivables vérifiant

(Yt eR).

[x(t)]
On pose X: t .
v(t)

Déterminer M € M, (RR) telle que (S) & X' = MX.

Déterminer P telle que PTMP soit une matrice diagonale, notée D.
On pose Y = PX. Montrer que (S) <Y’ =DY.

Résoudre (S)

Ll

Solution (Ex.3 — Etude d’'un systéme différentiel)

WIS R I L IO R e
leo1) vzl a1 o 4

\(f)] _ [anp(3t) +bexp(-1) avec (a,b) € R%.
(t)

Largement inspiré de E3A maths 2 PSI 2016

Soit n un entier naturel non nul.
On note P, le polyndme de C[X] défini par

ozexp(?)t)]
pexp(-t)|

X(t) =

aexp(3t)—bexp(-t)

P,,,(X) %((X_i_i)ZfH—l _(X_i)2n+l)

1. Soit O € [0, 2r[. Déterminer, s’ils existent, module et argument du nombre complexe
u=1+e".

2. Etudedescasn=1etn=2
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a) Déterminer les polyndmes P et P,.

b) Vérifier que P; € R,[X] et que P, € Ry[X]. Sont-il irréductibles dans R[X]?
. Cas général

a) Montrer que P, € C,,[X]. Donner son degré et son coefficient dominant.

b) Soit N € N*. Donner 'expression des racines N-iemes de l'unité.

c) Calculer P, (7).

d) Prouver par un argument géométrique que les racines de P, sont réelles.

e) Soit a € C. prouver "équivalence

a est racine de P, <= Ik €[|1,2n]], a(e? W/ 2n+1) 1) = j(e2ik/(2n+1) 4 1)

f) Déterminer les racines du polyndéme P,,. Vérifier alors le résultat de 2.b.iv.

g) En développant P, déterminer un polyndéme Q,, de degré n et a coefficients réels
tel que

P,(X) = Q,(X?)

h) Justifier I'unicité du polynéme Q,, ainsi obtenu.
i) Expliciter Q; et Q, et déterminer leurs racines respectives.
j) Déterminer les racines de Q,, en fonction de celles de P,,.

Solution (Ex.4 — Largement inspiré de E3A maths 2 PSI 2016)
1. u= e"e/z(e"'(’/2 + eiG/z) = eiQ/ZZCOS(g)
2

Attention, un module et positif ou nul.
eSiO=m:u=0,|ul=0etunapasdargument.

eSi0€[0; m[: 2cos(g)>0 donc |u| = 2cos(§) etarg(u)

0
=3
. 0 0 0
eSifOe|m; 2n: ZCOS(E) <0donc |u|l= —2cos(5) etarg(u) = ) + 0.
2.a) Py =3X?-1etP, =5X*-10X?+1.
b) P;(1/V3) = 0 donc P, n’est pas irréductible dans R[X].
deg(P,) = 4 > 2 donc P, n’est pas irréductible dans R[X].
1 2 1 2 1
3.a)P, = E(xzn+1 +( ”1+ )ixzn +Q(X)—(x2"+1 —( ”1+ )in” +R(X))) ot (QR) €
Roy-1 [XT, X
P,=(2n+1)X*"+ > Q(X)=R(X)) avec Q —R € R5,_; [X], donc

deg(P,) = 2n et dom(P,) = 2n+ 1, ce qui généralise la premiere question.
b) Vke[[0; N=-1], wi= e2ik1/N sont les N racines N-émes de I'unité.
¢) Py(i) = (20)7" = (-4)".
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d) Soit z racine de P,,.
P,(2)=0= (z+ 1) = (z=i)*"! = |z+i|=|z—1].
En notant M le point d’affixe z, A et B d’affixes —i et i respectivement,
|z+i| = |z—i| = AM = BM = M € A ou A est la médiatrice du segment [AB],
c’est-a-dire 'axe réel. Donc z € R.
e) Notons que P,(a) =0 = a =i d’apres c).
(a + i)2n+1
(a _ i)2”+1

P,(a) =0 (a+ l‘)2n+l _ (a_i)2n+1 o

e21'1(71/(2r1+1)

=1 dke[0; 2n+1]],%

ou cette derniére égalité n'est pas possible pour k = 0.
P,(a) =0 < Ak €[|1,2n]], a(e> /1) — 1) = j(e2ikv/(2n+1) 4 1),
f) Les racines de P, sont donc, pour k€ [1; 2n]],
-62ikn/(2n+l) +1 k7 1
_lezz‘kn/(zT_l 2n+1)_tan(kn/(2n+1))
En particulier, ces 2n racines sont réelles et distinctes car cotan est une fonction

ak

= cotan(

sont 2n

. Lo T
strictement décroissante (cotan’ = —1 —cotan)? < 0) sur ]0; 7t[ et les I
nombres distincts de cet intervalle.

Ceci confirme et précise 3.d).

2n+1
. _ 1 204+ 1\ Fopetok _(_y2nel-k] ok
g) Par la formule du bindéme, P, = 57 ; ( L )[1 — (i) ]X )
Or : j2n+1-k _ (_i)ZrH—l—k _ 0 si k est impair
2i(-1)"P sik=2p

n n

2n+1 2n+1

. _ _1\n-p 2p _ 2 _1\n-p
Donc: P, = pgo( 1) ( 2 )X =Q,(X?) en posant Q,, pgo( 1) ( 2

Q, € R[X] et deg(Q,) = n. On retrouve au passage que P, est de degré 2n, de

.. . 2n+1
coefficient dominant

.

= 2n+ 1, pair et a coefficients réels, ce que laissait

présager le calcul de Py et de P,.

h) Supposons que R, vérifie aussi P,,(X) = R,(X?).
Alors : Vx € RY, (R, - Q,,)(vx) = P,,(x) = P,(x) = 0, donc R,, - Q,, a une infinité de
racines. Donc R, —Q, = Ogx}, donc R, = Q.

i) Q; =3X-1dont'unique racine est 1/3, et Q, = 5X2-10X+1, dont les deux racines

5+2v5
sont ————.

j) Pour k € [1; n], les n racines a; de P, sont positives car cotan est positive sur

16 . ..
0; S| et deux a deux distinctes. On a alors :
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Vke[1;n], Qn(ai) = P,(ax) = 0, donc (a]%)]’f:.l sont n racines distinctes de Q,,.
Comme Q,, est de degré n, ce sont toutes les racines de Q,,.

Exercice 5 | Exemples d’intégrations terme d terme

Pour t > 1 on note

+00

1 +o0
C(t) — et I(t)= J x' e dx.
0

nl’
n=1

Les fines mouches et les fins limiers auront reconnu la fonction zéta de Riemann et la
fonction gamma d’Euler.

1. Justifier I'existence de C(t) et I'(t) pour tout ¢ > 1.

+0oo xt—l
J;) e* -1

On pourra utiliser les fonctions f, : x +» x!=le=(1+1)x

2. Montrer que, pour t > 1,

dx = C(1)I(L).

3. Montrer que, pour ¢ > 1,

+00 “Ct_l
J; e*+1

Et si on adaptait la stratégie précédente ?

d=fi-5h

n? oy
4. On donne C(2) = < et ['(2) = 1. Que valent J- =
0

Solution (Ex.5— Exemples d’intégrations terme d terme)
1. On pose f, : x = x"Le=("D¥ sur ]0; +oo.

@ Les f,, sont continues et intégrables. En effet

+00 +00 -1 1 1
f ( “ ) e ¥ du I'(¢)
0 n+1

u=

fulx)dx 3

! n+1 (n+1)"

@ La série de terme général f, converge simplement vers la fonction S : x +—
-X y=1

(n+1)x

l—e* e —1
@ S est continue.

e
xt—l

+

@ Lasérie de terme général j |fn(x)|dx =

-[(t) converge car c’est une série
0 (I’Z + 1)

de Riemann avec t > 1.
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+00 +oo 1 +0o xf*l
Par le théoréme de permutation, S(x)dx = Z I'(t), i.e. dx =
0 n_o(n+1)f g e'-1
C(t)I ().
2. Adaptons la stratégie précédente...
1
On pose g, : x —xt‘l( —e‘x)n+ =(=1)"f,(x) sur ]0; +oo].
@ Les g, sont continues et intégrables :
+00 1
x)dx = (-1)" I(t
|, st = i
@ La série de terme général g, converge simplement vers la fonction S : x +—
i e B xr—l
T+e™ e¥+1’
® S est continue.
+o00
@ La série de terme général J |gn(x)|dx = 1)fl“(z‘) converge car c'est une
0 n+
série de Riemann avec t > 1.
+00 too (_1)n
Par le théoréme d tation, S(x)dx = I'(t).
ar le théoreme de permutation J'o (x)dx ;)r(n+l)f (t)
+00
—1)"
Il reste a exprimer ;ﬁ a l’aide de C(t).
+00
-1)" 1 1
Z«(n+1)f_ Z(n+1)f Z (n+1)t
n=0 n pair n impair
+00 +00
1 1 1 1 1
- - :Ct——Ct)——Ct:(——)Ct
;(2n+1)f ;(2n)f ( ) 2t ) 2t () 2t-1 )
- +00 Xt—l -
,i.e. dx = C(t)['(1).
1ef0 o dx =)
+00 3 t—1 1
Finalement on a bien J —dx= (1 - —)C(t)f(t)
0 et +1 2t71
+oo 2 +oo 2
1
3 J Z _dx=C(r(2)= " f Z_dx==C(2)T(2) = =,
0 €'- o e*+1 12
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