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Exercice 1| Limites classiques

Déterminer les limites des expressions suivantes au point indiqué quand elles

existent :
2
(“—x—12 Vi+x—-vV1-
a)—)t Y4 en4d b)x+Vx?-len-co c)—}t Y eno
x—4 1 X
d)(l—z) en +oo e) xsin — en +oo f) xsinx en +oco
X X
i 1
g) sinxsin— en 0 h) sy en —oo i)x{—J en +oo
) X )& X
j)x{—J en0 k) —— en +o0 l)cosxcos—enO
X L)
3 2/2_1_ —
m)x(e«l?—l)en+oo n)#enl K’/_ ]{/_ena>0
x—1 V_ (/_

Solution (Ex.1 - Limites classiques)

2_y— -
a) Vx¢4,x x—12 (*c 4)(x+3)
x—4

=x+3—>7.

x—4

1
b) V< -1, f(x) < x 1= xtlaq[1- [ 1__2]
X

1
donc f(x) ~ x>———0.

x——00  2x2 x—-o0
c) e Version quantité conjuguée :

V1+x—\/1—x_ 2x

2

= = 1
X x(\/1+x+\/1—x) Vi+x+V1l—x x>0

e Version développement limité :

Viex-Vi-x (1+x/2+0(x)) = (1-x/2+0(x))

=1+0(1)— 1.

X X x—0
a —a a
d) xIn{[l--)] ~ xx— ~ -gdoncxln|{l-—-]—> —a.
X ] x—>+o0 X X—+oo X/ x—0
.. a\* N
Par composition par exp : (1 — —) — T,
X X—+00
e)xsin— ~ xx———1.
X X—>+o0 X XxX—+o0

f) Soit f : x > xsinx.
VneN, f(nn) :0———>0,

—+00
VnelN, f( +2nn)_3+2nn—>+oo,
n—+oo
donc f diverge (sans limite) en +co.

1
g) Vxe R, smxsm < |sinx| et hm |sinx| =
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. 1
0, donc sinxsin — —— 0 par encadre-
X x—0

Yi

ment.

1
h) Vx e R,

<|=
X

sinx
=0, donc —— — 0 par encadrement.
X X—>—00

sinx .
et lim

X——00

X

. 1 1 1
i) Vx> 1,{—J =0, donc x{—J = 0. Donc x{—J — 0.
X X X

X—+00

1 1 1 1 1
j) Vx €]0; +oo[,x(——1) < x{—J <x—doncl--< x{—J < 1. Par encadrement,
X X X X

x
5|
x|—|—1.
X1 x—0 :
k) Comme x +— x* croit trés vite vers +oo, le petit écart entre | x] et x peut ne pas
étre insignifiant...

def x*
Soit f(x ]
* nn
VHEN,f(n)_W_ln—woo 11/ /
1/2 n+1/2 n+1/2
Vne N, f(n+1/2) = T Zn) >0 >

n
donc par comparaison f(n+1/2) —— +oo.
n—+oo
f n‘admet pas de limite en +oo.

cos(rtn+1/2) —— 0,
n—+00

1
Tn+710/2

1) cos —— cos(2mtn) —— 1 et cos
21n n—+0co

1 o
cosxcos — n'a pas de limite en +co.
X

m)ex—1 ~ ——doncx(e\—l) ~ -1—-1
x—+oc0 X X—>+00 X—>+00
Vi3 —2x24x  Afx(x—1)2  |x—1]Vx
n)Vx=1, = = =sign(x—1)vVx.
) x—1 x—1 x—1 an )‘/_
x3—2x2+x VX3 —2x24+x
lim —————=-let lim —— =
x—1- x—1 x—1+ x—1
. A3—2X2+
lim —————— n’existe pas.
x—1

o) ’(/j—l_ ",’/1+ ——1 L ——1)x:a%donc
VE- 4 _ %(\E‘l) WZ{ _ nva
) e

Exercice 2 | Convergence

1. Déterminer un équivalent lorsque n tend vers +co de
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a) In(n+1)-1In(n); b) Vn+1-+/n
2. Soit u une suite réelle. Frai ou faux?

a) (Un+1 - U, —> O) = (u converge )?
n—+o00

b) (u converge ) = (Un+1 —Up T O)?

Solution (Ex.2 — Convergence)

1 1
1. a) ln(n+1)—ln(n):1n(1+_) L
n)n—+oo n
1

b) W—fzv%((lﬁ)l/z-l)n;m P

2. a) Faux : les suites (ln(n))nzl ou (\/ﬁ)nzo sont deux contre-exemples.

b) Vrai: car (u,,) est une suite extraite de la suite u, donc converge vers la méme
limite que u.

Exercice 3 | Equivalences et signes

1. On considére deux suites réelles u et v telles que v soit non nulle a partir d’'un
certain rang.
On suppose que : u, ~ v,.
ppose q n res Un

Montrer qu’a partir d’un certain rang, u, et v, sont de méme signe.

1 1
2. Déterminer le signe, au voisinage de I'infini, de u, = sh (—) —tan (—)
n n

Solution (Ex.3 — Equivalences et signes)

—

. Soit ng tel que : Vn>ny, v, #0.
. . u Spe el .. . .
Puisque lim 2 =1,en prenant la définition de la limite avec ¢ = 1/2, il existe
n—+oo 7/77
ny = ng tel que :

u
Alors :¥Yn>n;, 0<-L.
vVl
Donc pour tout n > ny, u, et v, sont de méme signe.

2. u —sh(l) tan(l)—1+ L1 +o(1) !
Y n) n 6n® n 3n3 n3 ) n—teo 6n3
A partir d’un certain rang, u, est strictement négatif.

Exercice 4 | Fonctions bornées

Lycée Henri PoiNCARE

Soit f une fonction réelle continue sur [0; +oo|.
1. a) On suppose que lim f(x) existe et est finie. Montrer que f est bornée.
X—+00
b) f atteint-elle nécessairement un maximum global ?

2. On suppose que f est nulle en 0 et tend vers 0 en +co. Montrer que f atteint un
maximum global et un minimum global.

Solution (Ex.4 — Fonctions bornées)

1. a) Soit ¢ def Ylil}lwf(x). Par la définition de la limite avec ¢ = 1, il existe A € R,
tel que Vx > A,|f(x)—¢|<1,donc Vx> A,{—-1<f(x)<€+1: f est bornée sur
[A; +oof.
Comme f est continue sur [0; A] qui est fermé borné, f est aussi bornée sur
[0; Al
Ainsi, f est bornée sur [0; +oo].

b) f ¢ [0; 400 = Rx _xl

est continue strictement croissante avec
f([0; +o0[) = [f(O); limf[ =[-1; 0[ n‘atteint pas de maximum global.
+00

2. el-ercas:V¥xeRR,, f(x)<0. Alors le maximum global de f est 0, atteint en 0.
e 2-éme cas: Ja€]0; +oo[, f(a) > 0. Alors par la définition de la limite :
dbela; +oo[,¥Vx = b, f(x) < f(a).
Comme f est continue sur [0; b], f y atteint un maximum M au moins égal & f(a)
(car a€[0; b]). De plus, sur [b; +oo[, f est majorée par f(a) donc par M.
Donc f atteint un maximum global M sur [0; +oo].
e On raisonne de fagon analogue pour justifier I'existence d’un minimum global.
Variante :
f(tan(x)) sixe[0; n/2|
0 six=1/2
est continue sur [0; 7¢/2] donc bornée et atteint ses bornes. Et on passe a f sans
probleme : les extremums de f sur [0; +oo[ sont ceux de g sur [0; 77/2]...

Exercice 5 | Accroissements écrasés

Soit @ € ]1; +oo[ un réel fixé.
Déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que :

On considere la fonction g: [0; 77/2] - R, x > . Elle

V(u,v) R, If ()= f)l<lu—v|*  (#).

On pourra commencer par montrer qu’une telle fonction est dérivable...

Solution (Ex.5 - Accroissements écrasés)
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Soit v € R. Alors : Yu = v, 'M <|lu-v|* L
U—v
Par encadrement, comme a — 1 > 0, flu) = f(v) 0: f est dérivable en v avec
u-—uv U—v

f'(v)=0.

Donc f est dérivable sur R et de dérivée nulle, donc f est constante sur R.
Réciproquement, si f est constante, alors f vérifie (}).

Ainsi, les fonctions vérifiant (§) sont exactement les fonctions constantes.

Exercice 6 | Rolle sur des intervalles non bornés

1. Soit f :[0; +oo[ une fonction dérivable.
On suppose que f(0) = lirp f(x).
X—>+0o0

a) Montrer que g:[0; 77/2[,x — f(tan(x)) est dérivable et peut étre prolongée en
une fonction continue sur [0; 7/2].
b) En déduire qu'il existe ¢ € ]0; +oo[ tel que f’(c) = 0.
2. a) Enoncer et démontrer une propriété analogue pour une fonction dérivable sur
R admettant la méme limite finie en —co et en +oo.
b) En est-il de méme si cette limite commune est infinie?

Solution (Ex.6 — Rolle sur des intervalles non bornés)

1. a) Comme tan([0; 77/2[) =[0; +oo[, g est dérivable par composition de fonctions
dérivables.
Donc g est continue sur [0; 7t/2[. De plus, lirr}zg(x)
X—TT

lim f(x) existe et est
X—+00

finie : c’est f(0). Donc ¢ peut étre prolongée en une fonction continue sur
[0; 7t/2] en posant g(1t/2) = f(0).

b) g étant continue sur [0; 7t/2] et dérivable sur [0; r/2[, avec g(0) = g(7/2) =
£(0), il existe, d’apres le théoreme de Rolle, a € ]0; /2] tel que g’(a) = 0.
Or:Vxe]0; /2[,¢'(x) = f’(tan(x)) x (1 +tan?x).

Donc : f’(Arctan(a))(1 +tan’a) = 0, et f’(tan(a)) = 0.

Or:c%f tan(a) € ]0; +oo[. Donc il existe bien c € ]0; +oo[ tel que f’(c) = 0.
2.a) e Enoncé:

soit f une fonction dérivable sur R admettant la méme limite finie en —oco et en

+o0. Alors il existe ¢ € R tel que f’(c) = 0.

e Preuve:

On reprend la méme méthode que précédemment avec :

f(tan(x)) sixe]-n/2; /2],
g [-1/2; /2] 5 R, x> T .
y_l)rinoof(y) sinon.

Lycée Henri PoiNcARE

T

g est continue sur [—7t/2; 7/2] et dérivable sur |-71/2; 1t/2[ avec g(—m/2)
¢(7/2), donc par le théoreme de Rolle il existe a € | -1t/2; 7¢/2[ tel que ¢’(a) =
Et du coup f’(tan(a)) =0.

b) Il en est de méme si cette limite commune est infinie. Supposons pour fixer les
idées que Yl_i)rPoo = +oo0. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
a€]—oo; 0 tel que f(a) = f(0)+1 etil existe b € ]0; +oo[ tel que f(b) = f(0)+1.
Le théoréeme de Rolle sur [a; b] montre qu’il existe ¢ € ]a; b[ tel que f’(c) = 0.
Remarque : un raisonnement analogue via le théoréme des valeurs intermé-
diaires aurait pu permettre de démontrer les propriétés précédente sans utili-
ser tan ... dont le mérite est d’envoyer bijectivement et de fagon C* des inter-
valles bornés sur des intervalles non bornés.

Dérivable... lipschitzienne

Soit f :[0; 1] — R telle que f(0) = 0.
1. Dans cette question, on suppose f de classe C'. Montrer que :

JkeR, VYxe[0;1], |f(x) <kl

2. Dans cette question, on suppose f dérivable.

fx)

a) Soit g:]0; 1] » R,x — ——. Montrer que g est prolongeable en une fonction

continue sur [0; 1].
b) Endéduire: dkeR, Vxe[0;1], [f(x)|<k|x]|.

Solution (Ex.7 — Dérivable... lipschitzienne)
1. Comme f’ est continue sur le segment fermé borné [0; 1], |f’| est bornée : dk €
R,¥te[0; 1],|f/(1)| < k.
Soit x € [0; 1] quelconque. L'inégalité des accroissements finis appliquée a f sur
le segment [0; x] donne :
[f(x)=f(0)] < k]x—0]. Ainsi:
f (] <kl

est continue sur ]0; 1] comme quotient de fonctions

fx)

2.a) g:]0; 1] > Rx

X
cotinues dont le dénominateur ne s’annule pas.

f)-1(0)
x-0
limite finie en 0, égale a f’(0).
Ainsi g est prolongeable par continuité en 0.
b) J'appelle encore g ce prolongement par continuité. g est continue sur le seg-
ment fermé borné [0; 1], donc g est bornée :

Comme : Vx € ]0; 1],g(x) = et f est dérivable en 0, g admet une
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JkeR,Vxe[0; 1],|g(x)| < k.

Vu la définition de g: Vx € ]0; 1],|f (x)] < k|x|.

Et comme 'inégalité est claire pour x =0,
Vxe[0; 11,1F (x)] < klxl.

Classe d’une composée
Soit f : [0; +oo[ = IR, x > cos y/x.
Montrer que f est de classe C? (au moins).

Solution (Ex.8 — Classe d’une composée)

On utilise le théoréme de la limite de la dérivée.

° \/' et cos étant continue sur [0; +oo[ et R respectivement, f est continue sur
[0; +oof.

e /et cos étant C* sur ]0; +oof et R respectivement, f est de C* sur ]0; +oo].
sin/x .

2\/§ x—0
1
-5 De plus, f est C! sur [0; +oof.
3 3 3
. sin(v/x) — Vx cos(v/x) Vx = Vx7/6 = \x++x /2+0(\/§ )
e Vx>0,f"(x)= =
4372 432
1 1
f7(x)= B +0(1) T donc f est C? sur [0; +oo[ avec f”(0) = 1/12.
X—

e Si on n’utilise pas le théoreme de la limite de la dérivée :

)= F(0) —sinyx+vi XV¥/6+0(xvx)
Vx>0, = =

x—0 2xv/x 2xy/x

[0; +oo[ avec f”(0)=1/12.

Exercice 9 | Dérivées successives nulles en 0

-1
— it=0,
Soit f: R—> Rt eXp(tz) s
0 sinon.

e Vx e ]0; +oo[, f'(x) = -

1 . L.
-5 car siny/x ~ vx donc f est dérivable en
X—

0, avec f’(0)

., donc f est C% sur
x—0 12 f

1. Montrer que f est de classe C* sur R".
2. a) Montrer que, pour tout nde N, f est C" sur R et il existe un polyndme P, dans
R[X] tel que: Yt eR*, f"(t)=P, (%)exp(;—zl).
b) En déduire la classe de f.

3. Déterminer le développement limité de f a n'importe quel ordre n € IN.

Lycée Henri PoiNCARE

¥

Solution (Ex.9 — Dérivées successives nulles en 0)
-1
e — sit=0,
Soit f:R— R, f > Xp(ﬂ)
0 sinon.

1. t+> —1/t? est C® sur R* et exp est C® sur R, donc par composition f est de classe
C*™ sur R".
2. a) Démontrons la propriété voulue par récurrence sur IN*.
ePourn=0:
Comme lir%f(t) =0=f(0), f est continue (ou C°) sur R.
t—

ViR, f0() = f(t) = Po(1/t)exp( oy )avec Py = 1.

La propriété est vraie au rang n.
e Soit n € IN. Supposons la propriété vraie au rang n.

Vi € R, f('”l)(t) — f(”)/(t) (;—;P;(l/t)+Pn(1/t)tz3)exp(;_21) =

-1
P,.1(1/t)exp (t_2) avec P, = —X?P}, +2X°P,,.

lim Pn+1(u)exp(—u2) = 0 par croissance comparée, f

U—+o0

est de classe C"*!, avec f"*1)(0) = 0.
b) Donc f est de classe C*° sur RR.
3. Soit n € N. Par le théoréme de Taylor-Young, f, de classe C"*! (au moins!), admet
un D.L. a l'ordre n en 0.
Et comme: Yk e[[0; n], f%)(0)=0,ceD.L.est: f=o(x").
Autrement dit, f tend plus vite vers 0 que tout monome...

Alternance

Etudier la convergence de la suite de terme général

Comme }ingf(”“)(t) =

u, =2"+(-2)" sin(ng).

Solution (Ex.10 - Alternance)

Uyy = 22” —> +09,
n—+oo

0——0,
n—+o0

_ ndntl o (_Avdndl e (7O
Ugpsl =2 +(=2) 51n(2)_

donc u diverge.

Equivalent d’une somme par deux méthodes
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1. a) Montrer que pour tout entier naturel non nul &,

1 1
<Vk+1-Vk<—.
2Vk+1 2vk

1
b) En déduire un équivalent de S, & Z— lorsque n tend vers +oo.
k=1
2. Onpose: u,=S,-2yn et v,=S,-2Vn+1.
a) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.
b) En déduire un équivalent de S, lorsque n tend vers +co.

Solution (Ex.11 - Equivalent d'une somme par deux méthodes)

1
Vi+rl-Vk= ————.
Vik+1+Vk
Or:VkeN*, 2Vk<Vk+1+vVk<2Vk+1.

Par inversion, on a directement l’encadrement voulu.
Variantes : Par l'inégalité de accroissements finis, f :

- < fl(x) <

1. a) Par conjugaison : Yk € IN¥,

[k; k+1] > R,x = /x

étant dérivable avec Vx € [k; k+1], ——, on en déduit l'en-

cadrement voulu.
k+1
On peut aussi partir de : Vk+1 - Vk = j dt et appliquer la croissance

de l'intégrale.
b) Encadrons S,,.

On a déja : Yk e N*, 2(Vk + 1 - Vk) <—

L'autre partie de 'encadrement donne

Yk >2,— < 2(Vk-Vk-
\/_
pour k =1.
En sommant pour k allant de 1an,onen tire:

22\/k+ ~Vk)<s, < 2Z\f\/ 1)
Donc 2Vn+1-2<8, <2\/_

N’oublions pas qu'on dispose d’une version du théoréeme d’encadrement (gen-
darmes) pour les équivalents.

Or:2 o(2Vn+1)donc 2vVn+1-2 ~ 2Vn+l ~ 2y
n n—+oo n—+o0o
- 2y

) et on remarque que cette inégalité est encore vraie

~

Donc par encadrement S,
n

Lycée Henri PoiNCARE

3

2
(\/n+ \/_) %/F \/m+\/ﬁgo'

2.a) Uy —u _\/T
n

De facon analogue, v,,; —v, > 0.

2
Uy =vy =2(Vn+1- )= 0
Vi+1++/n note
Donc u et v sont adjacentes.
b) En notant ¢ leur limite commune, u,
n

2i+o(i) |~ 2V

Exercice 12 | Divergence de la série harmonique
n
def | 1
H, = E —.
8 k
k=1

1
1. Montrer que: VneIN*, H,,-H,> 5

C+0(1),donc S, =24n+¢+o(1) =

Pour tout n de IN*, on pose :

2. En déduire lim H,.
n—+oo

Solution (Ex.12 — Divergence de la série harmonique)

2n 1 2n 1 1 1
- = —> _—= —_— = -
1. H2n Hn E k P E n nx n 2

k=n+1 k=n+1
1 . . -
2. H,.1-H, = — > 0 donc (H,) est croissante, donc soit converge, soit diverge
vers +oo. + .
SiH, —— ¢, alors Hy,—-H, —— ¢—¢ = 0> = : absurde.
n—+oo n—+oo 2

Nature des suites (cos(n)) et (sin(n))

1. a) Exprimer sin(n+1)—sin(n—1) en fonction de cos(n). En déduire que, si la suite
(sin(n)) converge, alors (cos(n)) converge vers 0.

b) En exprimant cos(2n) a l'aide de cos?(n), montrer finalement que (sin(n)) di-
verge.

2. Etablir la divergence de la suite (cos(n)).

Solution (Ex.13 — Nature des suites (cos(n)) et (sin(n)))
1. a) sin(n+1)—sin(n—1) = 2sin(1)cos(n).

Si la suite (sin(n)) converge vers ¢ :

ol
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_sin(n+1)—sin(n-1) (-0
cos(n) = 2sin(1) n—+oo 2sin(1) =0

b) Toujours si la suite (sin(n)) converge, en passant a la limite dans cos(2n) =

2cos?n—1,0=—1:absurde. Donc (sin(n)) diverge, sans limite.

2. Sila suite (cos(n)) converge vers ¢,
cos(n+1)—cos(n—1) = —2sin(n)sin(1) entraine sin(n) —= 0. Or la suite (sin(n))
n—-,+oo

diverge. Donc (cos(n)) diverge.

Exercice 14 | Convergence de la série de Riemann d’ordre 2

On pose
al! 1
Mn:Zk—z et vn:un+;.
k=1
Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.

Solution (Ex.14 - Convergence de la série de Riemann d’ordre 2)
1

uﬂ+1_un:(n+1)2 ZO)
1 1 <0
Vppl —Vp = - <0,
LTI 1) n(n+1)
1
Vn=n = T O

u et v sont adjacentes.

Taylor-Young et dérivées

Soit f: IRy — R de classe C* telle que f(0) = f’(0) = 0.

Montrer qu’il existe une fonction g de classe C! sur R, telle que
YXER,, f(x)=g(xd)

Solution (Ex.15 - Taylor-Young et dérivées)

Posons : Yx € Ry, g(x) G1:éff(\/§). On a ainsi : Vx € Ry, f(x) = g(x?).

Par composition, g est de classe C* sur ]0; +ool.

f' (W)
2Vx

donc f'(Vx) = f (0] +0 (V).

Vx>0,¢'(x)= , or par la formule de Taylor-Young, f’(t) = f'(0)+ f”(0)t+0(¢),

Lycée Henri PoiNcARE

Comme g est continue sur R, et dérivable sur ]0; +oo[, cette limite prouve que g
est dérivable en 0, a dérivée continue en 0.

Ainsi, g est C! sur R,. Mission accomplie.

Reformulation

Soit x € [0; 27| et :

s 1 1 -1 n+1
VnelN*, u, def Ecos(x)— Zcos(2x)+---+ ( 2)”

cos(nx).

Montrer que u converge et déterminer sa limite.

Solution (Ex.16 — Reformulation)

VneN,u, = Re[—i(%)keik*’] ~ Re [—Z(_;)k]

k=1

_Lix eix 1_(_eix/2)”
Comme # 1 (son module vaut 1/2), u, = Re| — X ——
( ule vaut 1/2), uy 2 " T 14ei)2
ix 1 ei,\' n
Comme |[—|==<1, lim (—) =0, donc
2 n—+oco\ 2

e 1 converge,

ix
e lim un:RZ( ¢ )

n—-+co 2 +eix
e (2+e™)e™ ey
24e  (2+4e)(24eY)  5+4cos(x)’
) 2cos(x)+1
lim u, = ————.
n—-+oo 5+ 4cos(x)

Complexification

Soit a, f,a,b quatre réels tels que (a, 8) = (1,0) et (a,b) = (0,0).
Soit u et v les suites définies par

Up=a Upy) = AUy — U
0 ’ et VneN, n+1 n /3 ns
vo=Db, Vpel = PUy +av,.

Montrer que les suites u et v convergent toutes les deux si, et seulement si, a?+p% < 1.

Solution (Ex.17 — Complexification)
Posons, pour tout n de N, z,, = u, +iv,.
La relation de récurrence s’écrit :
VYnelN, z,=(a+ip)z,.
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(z,) est une suite géométrique de raison a+if3 = 1 : elle converge si, et seulement si,

|oz + iﬂ| <1, cest-a-dire si, et seulement si, a® + % < 1.

e Si a?+p? <1, alors (z,) converge vers 0, et comme u = Re(z) et v = Im(z), u et v
convergent simultanément, vers 0.

eSia’+ [3’2 > 1, alors (z,) diverge. Or si (u,,) ET (v,) convergeaient, alors z conver-
gerait. Donc I'une (au moins) diverge.

EDL : applications directes du cours

Résoudre les équations différentielles suivantes, ou v désigne une fonction de x
suffisamment dérivable sur le domaine indiqué :

1. v"=(1+yp)sinx, xeR

2. 3xy' -4y =x, x€]0; +oof
3. xy’+y:m, x€]0; +oof
4. v"+y=0, xeR

5. 9”-3y"+2yp=0, xeR

Solution (Ex.18 — EDL : applications directes du cours)
Je note (E) I’équation différentielle a résoudre, (H) I'équation homogene associée.

1.

(H) &=y’ —(sinx)y = 0.
Les solutions de (H) sont : x = Ce™“** ou C € R quelconque.
x > —1 est solution particuliere évidente de (E).
Les solutions de (E) sont :
x> Ce ¥ -1 ou C € R quelconque.
4
/
(H) =7y - 357" 0.
Les solutions de (H) sont : x = Cx*3 ou1 C € R quelconque.
Recherchons une solution particuliére par la méthode de la variation de la
constante.
Soit f : x > C(x)x*3 ot C: x > C(x) est dérivable sur ]0; +co].
(Vx€]0; +oo[, 3xf'(x)—4f(x)=x) =

) 4 )
(Vx €10; +oo], 3x(C’(x)x4/3 + C(x)gxm) —4C(x)x*3 = x| =
(Vxe]o; +oo[, 3x7/3C’(x):x)<:>
1 _,
(\/xe 105 +0o[, C'(x)= gx’4/3)<=)

Tk eR,(Yxe]0; +oof, Clx)=-x"1+k)

Lycée Henri PoiNCARE

Donc x +— —x est solution particuliere (évidente??????... si on avait retiré nos
lunettes en contre-plaqué) de (E).
Les solutions de (E) sont :

x > Cx¥/3

—xou C € R quelconque.

. (H)(:»y’+§y:0.

5 C
Les solutions de (H) sont : x > Ce™ ") = i C € R quelconque.

Recherchons une solution particuliére éar la méthode de la variation de la
constante.

Soit f : x> C(:x) ou C: x +— C(x) est dérivable sur ]0; +ool.
(\/XE]O;+OO[, xf’(x)+f(x):1+x2)<=)
C’(x) C(x)y C(x) 1
(Vxe]o; +o0[, x( P )+ - 1+x2)
1

(Vxe ]0; +oof, C'(x)= o

JkeR,(Vxe€]0; +oo[, C(x)=Arctan(x)+k)

Donc x — Arctan(x) est solution particuliere (évidente??????... si on avait retiré
nos lunettes en contre-plaqué, bis) de (E).

Les solutions de (E) sont :

x — — + Arctan(x) ou C € R quelconque.
X

. Il s’agit d’'une équation différentielle homogéne du second ordre a coefficient

constant d’équation caractéristique r2+1 =0, de solutions r = +i.
Les solutions de (E) sont :
X > Acosx+ psinx ot (A, y) € R? quelconque.

. 1l s’agit d’une équation différentielle homogeéne du second ordre a coefficient

constant d’équation caractéristique r> —3r+2 = 0, de solutions 1 et 2.
Les solutions de (E) sont :
x > Ae¥ + pe? o (A, u) € R? quelconque.
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