PC CHAP. 2 : INTEGRALES GENERALISEES 2026-2027
Natures . 1 . . !
:Yte]0; 1[, f(t) = — ent lad d t)dt
Déterminer la nature de 'intégrale de la fonction f sur l'intervalle I : mats ] £ p cnirainefa divergence eJ; f)
1
L f: — I1=T0: 8. Convergente : 1n(1+ ) ~ — assure 'intégrabilité en +oo,
1. f t'_)t2+2t+1'1 [0; +oof g 7 e 12 g 1 o0
1
2. [t In(t) ,I=[1; +o0] eten0: ln(l + —2) =In(t>+1)-2In(t) ~ =2In(t) or J In(t)dt converge ...
\[tS +1 t t—0 0
Remarque : une intégration par parties peut aussi justifier la convergence (et
3. fites 41 I—]O 1] donnerlavaleur)'
t3 4t J‘+ool (1 )d IPP j+oo dt
nll+—|dt = =T...
4 f: M,I:[o;m[ 0 2 =

£3+1
5. fites —— 1=]1; 2]
. . n ) - )
Hw,lz[2;+oo[
7. f:t|—>t_tLtJ

8. f:t|—>1n(1+t—2),1

[=1]0; +o0]

2]0;+oo[

Solution (Ex.1 — Natures)
-1

1
1. Convergente : f (¢t ~ —,ouencoreF:tr—>——;
g O, o7 —

In(t 1

t—too 3/2 1574
1
4>0 t

2. Convergente : f
3. Divergente : f(t)

4. Convergente: ¥t > 1,|f(t)| < PEN

5. Divergente :

it ~ <

. . t .
ey et par translation de la variable j ey est de méme nature que
t— — —

1
., . du .
I'intégrale de Riemann J —, donc divergente.
u
1 _
= O(t_z) en +oo, ou encore : Yt >3, f(t) <e™’;

6. Convergente : f(t)

. 1 o e
7. Divergente: 0 < f(t) < 77 assure I'intégrabilité en +oo,

Lycée Henri PoiNcARE

Calculs

Montrer l’existence et calculer les intégrales suivantes :

(x+1)( x+2)
dx
(exp(x) +1)(exp(-x) +1)

o
-
3. J 1n1+—dx
=)
J

N
n

Inx

1+Y

6. J sin(x)In(sin x)dx

Solution (Ex.2 — Calculs)

1. f:x !
o (x+1)(x+2)
par équivalence.

oo 1 xX+17t
I:J - dx:[ln”] —In2.
o Xx+1 x+2 x+2lo

continue positive sur [0; +oo[, f(x) ~

- :convergence
X—+00 X

1
2. fixe ) continue positive sur [0; +oo[, f(x) ~ e™ : conver-
e’ e xX—>+oo
gence par équivalence.
juzs JM ! du = !
B I (7E S D R
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1
3. fixm ln(l + —) continue positive sur ]0; +oo],

)
1 1

VXf(x) = VxIn(l +x?) - 24/xInx — 0 donc f(x) = (\/_) en 0 et f(x) e T
convergence par domination en 0 et équivalence en +co.

00 teo 2
K2 xln(1+1/x2)]+ +J sdv=m

0 0 1+x

4. f : x > exp(—y/x) continue positive sur [0; +oo[, x*f(x) i 0 donc f(x) =
X—>+00

1
( ) en +oo : convergence par domination en +oo.
+00
L= \FJ w2 [—2ue Jh +J 2e"du =2
0
1
5. fix— m continue sur ]0; +oo[, Yxf(x) E)O donc f(x) :0($

1 S
x32 f(x) —— 0 donc f(x) 0( 3/2) en +oo : convergence par domination en 0
X—+00

et en +oo.
Inu

Mu_l/x_J-+oo
1 (bl+1)2

6. f:x+>sinxIn(sinx) continue sur |0; 7/2], f(x ———> 0 donc intégrale faussement

)enOet

du =-M donc M = 0.

impropre.

X=cost 1

1 1 1
J ln(l—tz)dt:—f In(1-t)+In(1+#)dt =In2-1.
2 0 2 0

Exercice 3 | Tussement

Soit f :[0; +oo[ — IR continue par morceaux et intégrable.
x+1

R

Montrer que
X

Solution (Ex.3 — Tassement)
Il suffit d’écrire (Chasles) :

x+1f( dt = Hlf dt—jf t)dt

————
X—+00

me(t)dr—j)mf(r)dr -

Exercice 4 | Une différence entre séries et intégrales

+00

sin(t?)dt.

X

1. Montrer la convergence de I'intégrale j
Vr

Lycée Henri PoiNCARE

Indication :
parties...

On commencera par poser u = 2, puis par faire une intégration par

2. a) Est-il nécessaire que le terme général de la suite (u,),>,, tende vers 0 pour que
la série Z u, converge?
nxng
b) Est-il nécessaire que f, continue par morceaux sur [a; +oo[, admette une limite
+00

nulle en +oco0 pour que f existe?

a
Solution (Ex.4 — Une différence entre séries et intégrales)
2 sin(u)

wo 2Vu

du, elle-méme absolument

+00 du
w32’

1. Le changement de variable u = t? conduit a I'intégrale du qui en inté-

* cos(u)

grant par parties est de méme nature que L 3

convergente par comparaison a l'intégrale de Riemann J
TC

2. a) Si une série converge son terme général tend vers 0 :

—Dk-Zuk p— Mk-Zuk—

=ng =ng k=ng =ng
Clest dans le cours de premiére année.
b)f:tm sin(tz) est continue sur [\/7‘(; +oo[, n‘admet aucune limite en +co et

+0o0

pourtant f existe...

T

Que faire d’un logarithme ?

Montrer l'existence et calculer laJyaleur de
(]

e " In(1+e7")dx.
0

Solution (Ex.5- Que faire d’un logarithme ?)
Ici, il est INTERDIT DE NE RIEN TENTER, car tout marche :
e pour l'existence :

1
wComparaison : Yx <0, 0 <e™*In(l+e™) <e™*In(2) et J e “dx existe ...
0

e X -X 2
e’ In{l+e™) = lim Y—ln(l +e™) = 0 donc e *In(1 +
1/x2 x—+oo ¥

hm

—+00

iNégligeabilité :
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e ™M)= o (1/x%) ..

X—+00

wlquivalence : e *In(1+e™) ~ (e)% et

X—+00

oo primit. 1
e >¥dx " = = existe ...
0 2

e pour l'existence et la valeur (comme souvent, savoir calculer la valeur permet de
justifier au passage l'existence ) :
= Calcul d’une primitive : la formule de dérivation (u1nu) = u’Inu + u’ fournit
’
uw'lnu = (u(lnu - 1)) donc

+00

e*In(1 + e )dx P2 [ +e)(na1 +e—"‘)—1)];°° =1+2(n2-1) =
0
2In2-1;
iwChangement de variable :
+00 ; 1 1
. . =¥ 1+
e In(1+e¥)dx "= J In(1+u)du = [(1+u)1n(1+u)](1)—J- Ty =
2In2-1;
s=Par intégration par parties :
e —xyq, PP —x —x\1+c0 e &
e In(l+e™)dx = [—(1+e™)In(1+e™")]g" - (T+e™) —dx=2In2-
0 0 1+e™
[(1)=2In2-1.

Exercice 6 | Arctangentes en cascade

1. Justifier la convergence des intégrales

+00 dt +00 le +00 t2
I:J —Z,IZJ ﬁetK:J‘ ﬁdf
o 1+t o (1+1t2) o (1+1%)

2. Les calculer.
Solution (Ex.6 — Arctangentes en cascade)

1. I, ] et K convergent par le critére des équivalents.

primit. too TT IPP[ t :|+°° ¢
2. 1" = [arctanx =—, 1= +2K donc K = —.
[ o™ =3 1+t2 1o 4

14

=]-K=-.

J 4

Limite d’une famille de séries

1. Soita€]0; +ool.

a) Justifier la convergence de la série Z

n>1

a
——  converge.
n? + a2 &

Lycée Henri PoiNcARE

. 1 +00
b) Mont : — —Arct (—)S
) Montrer que 7 rctan p ;

a

L
n24+a2 = 2°
+00 a
2. Montrer l'existence de lim ———, puis la calculer.
a—+oo 7’12 + gz

Solution (Ex.7 — Limite d’une famille de séries)

a N L
l.a) —— ~ — assure la convergence par le critére des équivalents pour ces
n? +a? n—+eo n? o . .
séries a terme général positif et par la convergence de la série de Riemann de
parameétre 2.
b) Soit n e IN*.
n+1
a a a a
Vte[n;n+l], 5——= 25—, donc 5—— 2 ———>dt
nc+a t+a n<+a n t+a
n
a a a a
Vte[n-1;n], 5—>< 57—, donc =——=< ——dt
n<+a t“+a n<+a n—1 t°t+a

En sommant ces inégalités pour n € [1; NJ,

N+1
a
———dt
J-l t2+a?

N+1
Arctan(

N
a
SJ 5> 2clt.
0 t-+a

a
+a?’

N
a N
< E - SArctan(— .
n+a a

Par conservation des inégalités (larges) en passant a la limite :
+00

) — Arctan (

e 1 a T
— —Arctan|— SZ <—.
2 a —n?+a’ " 2
1 +00
2. Puisque lim Arctan(—) =0, lim 5— existe par le théoreme d’encadre-
a—+o0o a a—+oo n n<+a
n=
ment et
+00
. a i
lim —— ==
a—+oo b +q2 2

Fonction gamma d’Euler et suite double d’intégrales

Pour tout x de ]0; +oo[, on pose, sous réserve d’existence,

, +00
I(x) %< j #letdy,
0
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1. Justifier que la fonction I est effectivement définie sur ]0; +ool.
I s’appelle la fonction gamma d’Euler.

2. a) Montrer que, pour tout x de ]0; +oo[,
F(x+1)=x[(x).
b) Montrer que, pour tout n de IN*,
I(n)=(n-1)!
En quelque sorte, T prolonge la factorielle sur 10; +oo[... au décalage d'une unité
prés.
3. On admet que I' est une fonction continue.
Déterminer un équivalent de I'(x) au voisinage de 0.

4. Pour tous p et g de IN, on pose sous réserve d’existence,

déf.

1
I,, = zP 1n zdz.

pYq

En utilisant le changement de variable u = —(p+1)Inz, justifier I'existence de I, ,
et la calculer.

Solution (Ex.8 — Fonction gamma d’Euler et suite double d’intégrales)
’ 1
1. et e’ = O(t_z) en +oo assure la convergence en +oo.

o t*le7t ~ ¥l et x—1>—1 assure la convergence en 0 (et aussi la divergence

t—0
six <0...).
2. a) Soit x > 0. Les fonctions t — t* et t > —e~! sont de classe C! sur I'intervalle

]0; +oo[. Comme t*e™" ——— 0 et t*e™" —— 0, par une intégration par parties,
t—+0o0 t—0

j'obtiens :
+0co +o0 +00 :

F(x+1)= J te~ldt = [—txe_t] +J xt¥ le7tdt = xT(x).
0 0 0

b) Par récurrence sur n € IN*...

I(x+1
3. VX>0,I(x) = # or ['(x+1) g [(1) par continuité donc I'(x + 1) ~ 1.
X— X—
1
Doul(x) ~ —.
x—=0 X

4. Le changement proposé étant une bijection C! strictement décroissante,

I u:l(p;—l)lnz 0 (e_u/(p+1))l7 | e~/ (p+1) ) 4y
2 oo p+1) \p+1

_ (=1 _( q!
_(p+1)qHF(q+1)—( 1)q(p+1)q+1.

Exercice 9 | Heureuse intégrale d paramétre

Lycée Henri PoINcARE

Soit a un réel.

1. Etablir la convergence de

2. Calculer I,.

Solution (Ex.9 — Heureuse intégrale d paramétre)

tz t—+00 tz

2 2
a a L .
1. ln(l + —) ~ — donne la convergence en +co par équivalence (Riemann en

+00).

2
ln(l + a_) =In(t> +a%) - 2In(t) ~ —2In(t) donne la convergence en 0 par équi-

2

t—0

1
valence (J In(t)dt converge).
0

2
2.1, [tln(uf—z)

+o0 1
1,=2 ———dt
? J; (t/a)? +1

Intégrales a parameétre

a désigne un réel de ]0; +ool.
1. Justifier 'existence et déterminer la valeur de

[ déf feo dt
¢ 0 a2+t2'

+00
déf. Int
]a = J- ﬁdf
0 ac+t

3. A l'aide du changement de variable u = a?/t, calculer J,.

2. Justifier 'existence de

Solution (Ex.10 - Intégrales a paramétre)

1. t— 5 est continue et positive sur [0; +oo[. Comme

At o
tient l'existence par équivalence.

g2 + tz t—+00

+oo +00 +00 2
2t 2 2
—j t(ﬁ“)dt:j oy
0 0 t“+a t 0 t“+a

= o
u:t/a2J 2—adu:2azzan
0 us+1 2

(happy?)

1
ok on ob-

ol
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+00
=t/a 1 1 SOlt
"= = adu = [Arctanu] —.
2 2 sin(xt
acJo l+u 24 g:]0; +oo[—>IRXI—>J —)dt.
Int 1
2. —— —1Int donc par équivalence de fonctions négatives (et comme
a+t 10 4 - 1. Montrer que ¢ est effectivement définie sur ]0; +oo[.
) nt . T
L Intdt existe), Jo a2+ 12 dt existe. 2. On admet que: g(1) = 0 (intégrale de Dirichlet).
30 Int 0 donc 1 _ (t3/2) ot T Int dt existe par domination A l'aide d’un changement de variable, calculer g(x) pour x € ]0; +ool.
a? + 12 to+oo 2442 | at+t? P '

Donc J, existe.

0 2 +00
u=a/t 2lna-Inu [(—a B 2lna-Inu ,
N e s LU e T L

mlna
2a

Convergence de l'intégrale de Dirichlet

1. Montrer que
T 1 —cost
0 t
sin(t)

+00 _:
-l
0 t

+0o _:
- [y,

intégrale de Dirichlet (qui vaut 7 pour information).

dou], =In(a)l, =

converge.

2. En déduire la nature de

3. Justifier I’existence de

Solution (Ex.11 — Convergence de I'intégrale de Dirichlet)

. l-cost 1 .
1. lim ——=— = = donc I est faussement impropre en 0.
t—0 t2 2
1 —cost

2 N S
0< < el permet de comparer I a une intégrale convergente en +oo.

2
2. Une intégration par parties permet de conclure, avec en plus I =].

3. L'intégrande est paire (a vérifier!), donc D existe (et vaut 2J).

Une fonction constante

Lycée Henri PoiNcARE

Solution (Ex.12 — Une fonction constante)
sin(xt)

1. Lintégrale est faussement impropre en 0 car lim = x. La convergence en
t—0

+00 se prouve en par une intégration par parties en dérivant t + 1/t et primiti-
vant t > sin(xt), puis par comparaison, grace a l'intégrale de Riemann da para-
metre a = 2.

u=xt oo
2 g0 "2 |
0

Convergences
1. Nature de
1 —t 1 -t
e e ' -1
—dt, J= J —d
o sint o sint

2. En effectuant changement de variable u =7t

T
1
L:J dr.
0 Vsint

sinu e
du = —.
u 2

1=

/2 1
t et K:f dt.
0 Vsint

—t dans K, déterminer la nature de

Solution (Ex.13 — Convergences)

—t —t
e -1
: I diverge; ~ —1:7J converge (faussement impropre);
smtt—>ot & sint -0 J & ( propre)
1
: K converge.

mmw

2. K" Z . Par la relation de Chasles, L existe et
L=

ol



