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Calculs

Montrer I’existence et calculer les intégrales suivantes :

Foo dx
L. 1:/0 (z+1)(z+2)

+oo dx

2 :/o <exp<x>+1><exp<—x)+1>
“+o0

3. K:/ 1n(1—|— )dx
0

—+oo
4. L:/ e Vidy

+oo
5 M= / Iz dx
1+x

1
6. Na:/a x2_1dx01‘1a€]1;+oo[

oo dz

vexp(z) +1
dx

0
+oo
8. =
Q /1 sh(x

9. R= / sin(x) In(sin z)dz
0

Solution (Ex.1 — Calculs)
1. f:ox—

1
(z+ 1D (z+2)
gence par équivalence.

too g 1 177
I:/ _ do = | 25 —In2.
0 z+1 x+2 z+2],

1
2. frxz—

convergence par équivalence.

u=e”® oo 1 1
= = du=-.
/1 (u+1)2 479

1 : .
3. f:z—In(1+ =) continue positive sur ] 0; 00,
T

Vaf(r) = Voln(l + 2?) — 2/rlnx — 0 donc f(x) = 0(

continue positive sur [0; +oo[, f(x)

Sl
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1
continue positive sur [0; +oo [, f(z) ~ . oz couver-
T—+00 I

(e”” + 1)(€7w —+ 1) r—+00

1 o .
f(z) ~ — :convergence par domination en 0 et équivalence en +o0.

x——+oc0 I N
+00 <2
4. f:x s exp(—/z) continue positive sur [0; +oo[, 2% f(z) —— 0 donc f(z) =

r—+00

1
0 () en 400 : convergence par domination en +oo.
+o<> +oo
u_f/ e Udy [—21,Le_“]:;0o +/ 2¢ %du = 2.
0

5. f:ix m continue sur |0; 400 [, Vaf(z) :m 0 donc f(z) = o (%)

1
en 0 et 2%/2f(z) —— 0 donc f(z) = 0() en +oo : convergence par
T—+00 3;3/2
domination en 0 et en +oo.

u= x +m 1
M2 —/ MY 4y = —M done M = 0.
1 (u+1)2

1 . " 1
6. f:2+> ——— continue positive sur [a; +oo|, f(z) ~ — : convergence par
e —1 T—+400 I
équivalence.
1 [t 1 1 1 —17" 1 1
Na:f/ - de = - lnx :flna+ .
2 /. z—1 x+1 2 z+1], 2 a-1

1 1
7. fixz— NS continue sur [0; +oo[, z2f(x) P 0 donc f(z) = o <x>

en +oo : convergence par domination.

—+o0
u=+/eT+1 2 \/7+1
P = / uz_ldUZZNﬁ f— (1—|—f)

1 1
8. f:axm— e continue sur [1; 400, 2% f(z) — 0 donc f(z) = o() en
T oS} x

shz
400 : convergence par domination.

+oo
u=e" 2 1
QU= / —du = 2N, —lne+
o u? 1

9. f:z— sina:ln(sm x) continue sur ]O; /2], f(x) — 0 donc intégrale fausse-
z—

ment impropre.

v=cost 1 [ e
R"= tg/ 1n(1—t2)dt:§/ In(1 —¢) +In(1 +¢)dt =In2 — 1.
0 0

Intégrales jumelles

On consideére, pour n € N et sous réserve d’existence, les intégrales :
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+oo dt +oo tn
0 (1+t )(1+t") 0 (1+t)(l+t”)
1. Justifier que I,, et J,, existent. Que vaut I, + J,, 7

2. A P’aide du changement de variable u = 1/t, en déduire I, et J,,.

Solution (Ex.2 — Intégrales jumelles)
1

1
1. A
* 1+ 2)(1 + 1) =100 tnt2

Convergence : avecn+2>1et

tm 1
m tﬁ,:»oo ﬁ avec 2 > 1.

teo gt
L, +J, = =7/2.
. + /0 T 7/

u=1/t

2. 1, =" J,,doncl,=1J,=n/4

Equivalent d’une suite d’intégrales

Pour n dans N*, on pose :

“+oo
I, = / e " ln(n + z)dz.
0

1. Etablir que, pour tout entier naturel non nul n, I,, existe.

2. A laide d’une intégration par parties, montrer que

+o<;).

Solution (Ex.3 — FEquivalent d’une suite d’intégrales)

_ Inn

I, =

—nz | 3 1
1 qm St @A) g0 s
z—+o00 ]_/x2 z—+o00 eNe® x
1
e ™In(n+z)= o <2> et on conclut par négligeabilité ...
r——+00 €T

nx

AN +oo +o0 —nx 1 +o0 —nx
2. 1, :{ ¢ ln(nm} s [T
n 0 o nn+ax) n o n(n+ax)

e ™ —ne Foo primit. 1
Alors Vz > 0, 0 < < et e "dx = — donne
n(n + x) n? o
Inn Inn 1 Inn 1
— <, <—+ 5,doncl, - — = —
n n n n n
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dz.

Développement asymptotique du reste de l’intégrale de Gauss

1. Justifier I'existence de l'intégrale de Gauf :

+o0o R
I:/ et dt.
0

+oo
2. a) On pose, pour tout = > 0, R(z) = / e~ dt. Que vaut liril R(x)?
.~ T—r+00
+<>O»Le—t2 e—zz
b) Vérifi , tout z > 0, —dt =
) Veérifier que, pour tout x / 57 o

— R(z).

—x

e

¢) En déduire que :

R(z)

~ .
z—+o00 2T

2
1. e = o(e ") assure la convergence en +00.

r—r+00

+oo —t2 2T +oo —z2
e IPP. | —€ 2 e
b dt = — dt = —R(z).
) L 212 l 2 ] L ¢ 5z~ R@)
x
+oo —t? +oo
1 R
c¢) Par croissance de U'intégrale : 0 < / e—th < —/ e_tht < (z)
- 2t 222 J, 2x2
e_wz/(Q:E)
En divisant par R(z) (car R(x) # 0), on obtient R(x)  +o7>
Fonction gamma d’Euler et suite double d’intégrales
Pour tout x de |0; 400 [, on pose, sous réserve d’existence,
. +oo
I(x) déf'/ t*te~tdt.
0
1. Justifier que la fonction I" est effectivement définie sur |0; 400 [.
I' s’appelle la fonction gamma d’Euler.
2. a) Montrer que, pour tout z de ]0; 400/,
Iz +1) =al'(x).
b) Montrer que, pour tout n de N*,
I(n)=(n—1)!
2/5

Solution (Ex.4 — Développement asymptotique du reste de lintégrale de Gauss)

T
2.a) R(z)=1- / e~*dt ——— 0 comme tout reste d’une intégrale convergente.
0
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En quelque sorte, T' prolonge la factorielle sur |0; +00[... au décalage d’une
unité pres.
3. On admet que I' est une fonction continue.
Déterminer un équivalent de I'(z) au voisinage de 0.

4. Pour tous p et ¢ de N, on pose sous réserve d’existence,

1
def.
lef P19
L, = / 2P In? zdz.
0

En utilisant le changement de variable v = —(p + 1) 1n 2, justifier Iexistence de
I, 4 et la calculer.

Solution (Ex.5 — Fonction gamma d’Euler et suite double d’intégrales)

1
1. o t*le7t = (ﬁ) en 400 assure la convergence en -+oo.
tmfleft
six <0...).

2. a) Soit z > 0. Les fonctions ¢ — t* et t — —e™*
]0; o0 [. Comme t*e™! ——— 0 et tPe!
t—+oo

. ~ t*Let —1 > —1 assure la convergence en 0 (et aussi la divergence
t—

sont de classe C! sur l'intervalle
ﬁ 0, par une intégration par
N

parties, j’obtiens :
+oo

I(z+1) :/ tPe~ dt = [—t"e ]
0

b) Par récurrence sur n € N*...

—+o0
+o0 z—1_—t _
o Tt /0 2t e dt = 2T (x).

r 1
3. VX >0,'(x) = [+l or I'(z+1) — I'(1) par continuité donc I'(x+1) ~ 1.
T T—
1
Doul(z) ~ -—.
x—0
4. Le changement proposé étant une bijection @! strictement décroissante,

) (=

I u:l(p-_i—l)lnz 0 —u/(p+1) P —U
Pq = € )
“+oo p

(1)1 B
e @D = CUE

Quelques séries de Bertrand

e—u/(p+1)> du

. 1
1. Etudier 1 ture de la séri .
udier la nature de la série Z 2In(n)
n>=2
. 1
2. Soit 8 > 1. Etudier la nature de la série _—
7%; nln®(n)
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Solution (Ex.6 — Quelques séries de Bertrand)
1

1. Soit f:[2; +oo[ = Rt — ()

/2 : Ft)dt

croissante, par comparaison série/intégrale, g
n>2

= [ln(ln(t))]g R +00, et comme f est continue, positive et dé-
—+00

diverge.

1
nln(n)

. Soit fg:[2; +oo| 2> Rt —» ———.
fﬁ [ [ tlnﬁ(t)
1 ]T 1

T
|, s = {u—mln’f—l(t) , Tore B-DW (@)

continue, positive et décroissante, par comparaison série/intégrale, g —5
nln”(n)
n>=2

s, et comme f est

converge.

Limite d’une famille de séries
1. Soit a €]0; +oo.

a) Justifier la convergence de la série E
n>=1
—+oo

>

n=1

a
ﬁCOnVerge.
n?4a
b) Mont T _ Arctan (2 < a
ontrer que : — — Arctan | — —_
4 2 a) n2+a2

+oo
. a .
lim E ——, pbuis la calculer.
a=rtoo £=m +a

2. Montrer 'existence de

Solution (Ex.7 — Limite d’une famille de séries)

a

1. a) — assure la convergence par le critére des équivalents pour ces

—_— ~Y

n2 4 a2 n—+4oo n?
séries a terme général positif et par la convergence de la série de Riemann de
parameétre 2.

b) Soit n € N*.

a a a ntlo g
Vie[n;n+1], > donc —— > —dt
[n; } n2+a? ” 124 a2’ n? + a2 /n 2 + a?
a a a " a
vte[n—1:n], < , donc —— < —dt
[ } n2+a2\t2+a2 n2+a2\/n_1t2+c12

En sommant ces inégalités pour n € [[1; N,
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a

N+1 N a N
——dt < <
/1 t2 + a2 \;n2+a2\/0

A Daide de la primitive t — Arctan | — | de t — e )
t? + a?
Z .

a
N+1 1 N

Arctan <+> — Arctan <> ———5 < Arctan ()
a a — n<+a a

Par conservation des inégalités (larges) en passant a la limite :
+o00o
m 1
— — Arctan ()
2 a

<2
. . 1
2. Puisque lim Arctan | — ) =0,
a——+00 a

a
dt.
t2 4 a?

o~

N
<

X

a T
n2+a2 2

—+oo

lim 5 5 existe par le théoréme d’enca-

a—+00 T n“+a
n=

drement et
“+o00

a s

lim ﬁ = .
a=oo £~ n +a 2
n—=

Fonction définie par une intégrale

Soit, pour a € R et sous réserve d’existence,

—+oo
A

1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

de
ta+1°

f(a)

2. Montrer que f est décroissante.

3. Déterminer la limite de f en 4o0.

Solution (Ex.8 — Fonction définie par une intégrale)

1. t— est continue et positive sur [1; +oo] et :

1
te 4+ 1 t—;\-lJ-oo ti‘l

1
te 41
e pour a >0, donc par équivalence f(a) existe si, et seulement
si,a >1;

e poura<0,Vt>1t*=e*™® <1 donc

—+oo
/1 te+1

Bilan : I'ensemble de définition de f est |1; o0 ].

> — donc par comparaison

N =

te 41

diverge et f(a) n’est pas définie.

Lycée Henri POINCARE
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1
2. Soit 1 <a<b Vt>1, e < il donc par croissance de lintégrale f(b) >
f(a). Donc f est décroissante.
1 1
3. Soit 1 <a.Vt=1, e < 7 donc par croissance de l'intégrale :

0<

fla) < , d’ou par encadrement f(a) —— 0.

a—+o0

/*“dt_ 1
1 te  a—1

Que faire d’un logarithme ?

400
1. Etablir la convergence de I = / In(t)

A

2. Calculer I.

Solution (Ex.9 — Que faire d’un logarithme ?)

In(t
1. In®®) _ (1/t3/2) et on conclut par le critére de domination.
t2 t—+o0
Int]*> T dt primit.
9. ' ¢ +/ S Pty
], Lt

Intégrale a parameétre

Soit a un réel.

+o0 2
1. Etablir la convergence de I, = / In (1 + c;) dt.
0

2. Calculer I,.

Solution (Ex.10 — Intégrale a paramétre)

0/2 Cl2
1- ln (1+t2) t—;\-;-oot?
+00).

a2
In (1 + 132)

1
équivalence ( / In(t)dt¢ converge).

0
2 +o0 +o0 +o0
2t 2
t 0 0 t“+a t 0

oo 1 u=t/a _ [T
Y T |
o (t/a)*+1 0

donne la convergence en 400 par équivalence (Riemann en

= In(t? + a?) — 2In(¢) Kot —2In(t) donne la convergence en 0 par
—

2a?
t2 4 a?

IPP.

.1, dt

o 1adu = 2ag = ar (happy ?)
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Racines imbriquées

1. Mont I / 1 d
. Montrer que I = —_—
0 V1—+/t

2. Calculer I en posant ¢ = sin® 2.

existe.

Solution (Ex.11 — Racines imbriquées)

L 1 :\/1+\/ZN V2
S V1-Vvi VI-t 11—t

I'intégrale de Riemann sur [0; 1].

donc I existe par équivalence et convergence de

.4 ™/2 ; 3 /2 8
2, 1772 4/ sin® zdx = [—3 cosx + cos(x)] ==
0 3 o 3

car sin®z = 1(3 sin(z) — sin(3z)) : toujours linéariser pour primitiver des puis-

sances de sin ou cos.

Arc-tangente like

1. Justifier la convergence de I = [ N mdu

2. Calculer I a l'aide du changement de variable x = v + 1/2.

+o00o 1

Solution (Ex.12 — Arc-tangente like)
1. Remarquer que 4u? + 4u+5=4[(u+ 1) +1] > 0.
1

1
———— ~ — assure la convergence.
4u? 4+ 4u + 5 u—+too 4u? &
e=ut1/2 1 /+°° dz  primit. ™

2.1 .
4 2 +1 4

—00
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