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Exercice 1| Natures des séries de terme général u,, ...

1. unzn—n (n>0) 2. wu, =

3 n =
u (lnn)lnn —
X n? (=™
5. wu, =sin n=0 6. u,= n>=?2
n+1 ( ) v+ (=1)" ( )
\" "
7 un:<nsmn) (n>1l,aeR) unzlfa% (n>0, aeR)

Solution (Ex.1 — Natures des séries de terme général u, ...)

n n
1
Untl _ o =(1- e lcarln(l+u) ~ u.
Up, n—+1 n—+1 n—+o00 u—0

Par le critére de d’Alembert, Z Uy, converge.
1

1

n—-+oo n

.1 2 NN _ 1 2 o L.
. nln(1—|—n)—1 n+0(1/n ),<1—|—n> =e n+0(1/n)doncun :

la série diverge.

o 1
. Inn ——— +0o0, donc il existe ng tel que n > ng = 0 < u, < —. E U, converge
n—-+o0o n
par équivalence.
Uy = — : la série converge par comparaison a la série de Riemann

n(n+1) n—too n2
de paramétre 2.
2 _
sin <ﬂ_(n +1)*=2(n+1)+ 1)
n+1

U, =

- sin(ﬂ(n—l)-i-nj_l)

(—1)"*1sin
n-+1
séries alternées.

Uy = (?/}%: <1+ (—1)2/\/5) T (?/17%” (11: (?/}%"> | 1
S (R o

_ n
E ) converge par le théoréme spécial de séries alternées,

vn

1 L. . .
E — est une série de Riemann divergente,

n
1 -
E O | — | est une série absolument convergente donc convergente, par com-

n3/2
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: on conclut a la convergence grace au critére spécial des

1/7

. o Silal <1 alors |u,| ~

1

paraison a la série de Riemann convergente E 3
n

donc Zun diverge.

a 1 1 N 1 1
. In(u,) =n ln<1_6712+0<n3>>:n (1_6n2+0<n3)>

In(uy,) = —%no‘_2 +o0 (na_3)

e Sia<2:In(u,) 0, up 1, la série diverge grossiérement.
n—-+o0o n—-+oo

e Sia=2:In(u,) —— —1/6, u, —— exp(—1/6), la série diverge gros-
n—-+oo n—-+oo

siérement.

. Lo\ _
e Sia>2:n%u, =exp 2ln(n)—6no‘ 2+ 0 (n” 3)) — o Ocar In(n) =

1 . . .
0 (nO“Q), donc u, = o (2 et la série converge par comparaison a la série de
n

Riemann de parameétre 2.

n n P - 2 .
la|”, or E |a]™ est une série géométrique conver-
n—-+oo

gente. Par équivalence de termes généraux positifs, Z Uy, est absolument conver-

gente, donc convergente.

e Sia=1alorsu, —— 1/2etsia=—1, ug, =1/2 et ugyy; = —1/2 : dans
n—+o0o

le deux cas, g u, diverge grossiérement.
1

a

n n

o Silal >1, |uy| ~ est une série géométrique convergente.

n—+oo

e

Par équivalence de termes généraux positifs, E u, est absolument convergente,

donc convergente.

Exercice 2| Pairs et impairs

1. a) Justifier la convergence des séries

(1) 1 1
2 a s X iE ¢ 2 @

n>1 n>=0 n>1
=1 2
b) En admettant E 2= g calculer les sommes des séries précédentes.
n
n=1

2. Montrer que :

ol
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foo 2k E 2kt +o00 (—a)*
too o) 400 opid Enfin Z ;- Z T = Z — = exp(—z) > 0.
Vz € R Zx— >Zx7 k=0 (2k)! k=0 (2k+ 1)t k=0 !
’ = (2k)! T = 2k+ 10

Constante v d’Euler

Solution (Ex.2 — Pairs et impairs) On pose pour tout n de N* :

1 a)z(_

n>1

converge par application du théoréme spécial des séries alternées.

1
Z W converge par linéarité car la série de Riemann de paramétre a = 2
n

ggr?verge. 1. Quelle est la nature de la série Z U ?

Z ﬁ converge par le critére des équivalents de t.g. positifs n>1 -

- 1 1 2. En déduire I'existence v € R telle que Z z= Inn+v+ nﬁ)a»oo(l).
—— et convergence de la série de Riemann de paramétre o = 2. —

(2n+1)2 n—>+<>o 4n?
Solution (Ex.3 — Constante v d’Euler)

+oo 1 1 +oo 1 .
b = — _— = —
) z_: (2n)2 4 z_:l n? 24’ 1 1 ! (
n= — In

s b oo X 1. vn:n+1—ln(n+1)+ln(n)=n+1 1+ﬁ
an Z + Z nQZZ (2n)? +Z(2n—|—1)2’ _ 1 ,lJrO 1y__ -1 +0 1 -0 1
n=1 n palr n impair n=1 n=0 Un = n+1 n n2 - 7’L(7’L + 1) n2 - n2
= 1 2 n? x? 1
d’ot - - ___ = Comme — converge, par domination v, converge.
N G iP T 6 2 s Z:ln? P ; n o
+oo (_1)77, 1 1 2 2 2 . ..
Z _ Z 1 Z LT T 2. Comme Z(unH — u,) converge, la suite (u,) converge. En notant v sa limite,
n?  n2 £~ 2 24 8 12° n>1
n=1 n pair n impair ;
. s ) . . . 1
Rema?rque la somme de cette derniére série alternée est bien du signe de son lim Z L ()=~ | =0=o(1), donc :
premier terme. n—too \ £~ k
2. Soit x € R. "1
2k 2\k 2k —=1 1).
x (z?) x , Z nn+y+ o (1)
Vk € R,0< —— < 1 d 2 k n—+oo
, 20! 4~ assure la convergence de I;) 25! par comparaison a 1
la séri tielle d stre x2.
a série exponentielle de parameétre x L Autour du logarithme
Une comparaison analogue justifie la convergence de Z m, donc de +o0 1
k=0 ' 1. Existence et valeur de Z In{1-—
22k — n2
m par llnéarlté. n= 1
k=0 2. a) Nature de Z In({1l-——
Attention si on utilise un autre critére : x***1 est de signe alternant pour z < 0. n>1 n+1
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b) Proposer un équivalent lorsque n tend vers +oo de la somme partielle de la série
précédente.

Solution (Ex.4 — Autour du logarithme)

1/n? et la
n—-+oo

convergence de la série de Riemann de paramétre 2. Mais on peut faire d’une
pierre deux coups en cherchant la somme.

Zln(1—> Zl (n—l n+1)>:

1. L’existence peut étre obtenue via 1’équivalence In(1 — 1/n?)

n=2
N N+1 N
Z[ln(n—1)+ln(n+ 1) — 2In(n Zln Zln(n)—?Zln(n):
n=2 n=3 n=2
N+1
In(1) + In(2) + In(N) + In(N + 1) — 2In(2) — 2In(N) =1n N
+o0 1
Donc la série converge et Z In (1 - n2> =—1In2.

n=2
somme strictement négative...
N

Z [In(n) —In(n+1)] =

n=1

n
n+1

~

N—+oco

—In(N).

Up =

Solution (Ex.5 — Produit infint)
Manifestement : Vn € N*,

n
1
:Zln<1+192>’ or ln<1+
k=1

1
E 72 converge.
k>1

Remarque : termes strictement négatifs...
1 N
Zln(l—) :Zm( ):
n=1
N+1
Z In(n Z In(n ~In(N4+1)=—In(N+1)
n=1
D la série di In(1 !
onc la série diverge et Z_:l nil-—
Produit infini
Montrer la convergence de la suite de terme général
- 1
IT(1+5)-
k=1 ( k
Uy, > 0. Posons Vn € N*,
1
k2

vn & In(uy,).

Vn € N*, et la série de Riemann

) k——+o00 ﬁ
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1.

2.

Le critére des équivalents pour ces séries & termes positifs permet d’affirmer que la
suite (vp), converge. Par composition par la fonction exponentielle (continue!), la
suite (uy), converge.

Ezemples de Séries de Bertrand

Soit a €]0; +oo].

. 1
Etudier la nature de la série de terme général u,, = -
nln®n
. 1
Etudier la nature de la série de terme général u,, =
n®lnn

Solution (Ex.6 — Ezemples de Séries de Bertrand)

1. fo:t— 1 est continue positive et décroissante sur [2; +oo [ donc Z Uy, est
n n>=2
+oo
de méme nature que / fa(t)dt.
2
X
e Sia=1, /2 Au(t)dt = In[in(t)[; = I(In(z)) ~ n(In2) ——— +00.. 2%
n
diverge.
e Sia#l,
x
fulthlt = | g
/ )ln (1) 2 )
—— sia>1
= 1 ilh a—1 - 1 ;- a—1 9) z—too (Oé - 1) lna_1(2) .
Donc Z u, converge si, et seulement si, o > 1.
n>2
e Bilan : Z u, converge si, et seulement si, a > 1.
n>2

2. fo:it— oot est continue positive et décroissante sur [2; 400 [ donc Z Uy, est

nz=2
+oo
de méme nature que / fa(t)dt.
2

o sia>1, fo(t) =0(1/tY) et t — 1/t est intégrable ... Z Uy, converge.

n>=2
o sia=1, / fi(t)dt = [In|In(?)|]; = In(In(z)) — In(In 2) = +0o0 ... gun
ol
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diverge. 1)n+t

+
oo Z =1In(2).
o sia<l, fo(t) > fi(t) 2 0 car t* <t or / f1(t)dt diverge d’aprés le point n—=1
2

+oo
précédent donc / fa(t)dt diverge ... Z uy, diverge. Terme général défini par récurrence
2

n>2 On considére la suite de RY définie par :
up €105 oo et VneEN, Uy =uZ —u, + 1.
Une série semi-convergente trés classique 1. Dans cette question, on suppose ug > 1.
. (—1)n+t a) Vérifier que: Vn €N, wu, > 1, et en déduire :  u,, —— +00.
Soit, pour tout n de N*, u,, = ———. n—s+oo

n

N 1
b) A Paide de la suite ( ) , montrer que la série Z — converge et
neN

1. a) Justifier la convergence de la série g Uy, et déterminer le signe de sa somme. = Un,
nz

n>1
b) Cette série est-elle absolument convergente ?

Unp —
déterminer sa somme.

. 1
2. Etudier le comportement de la série Z — lorsque ug € ]0; 1].

+o00 (_1)n+1 -
2. En écrivant u, a ’aide d’une intégrale, montrer que : Z ——— =1In(2). n=0
n
n=1
Solution (Ex.8 — Terme général défini par récurrence)
Solution (EX.7 — Une série semi—convergente trés classique) 1. Dans cette question7 on suppose ug > 1.
-1 n+1 . . s 1z 2
Soit, pour tout n de N*, u,, = (=1) . a) Se démontre par récurrence, 'hérédité étant assurait par :
n Vn € N, Un+1 1 =up(u, —1).
1. a) Le théoréme spécial pour les séries alternées permet de justifier la convergence b)Ona:VneN, w1 —u, =u2—2u, +1=(u,—1)?2>0.
de la série Z Uup. De plus, le signe de sa somme est celui de son premier terme, Donc u est croissante : soit elle converge vers une limite 67 soit elle diverge vers
n>1 +00.
donc positif. Supposons que u converge vers £. Alors £ = (2 — ( + 1, donc (¢ — 1)? = 0, donc
b) La série harmonique étant divergente, cette série n’est pas absolument conver- ¢ =1, ce qui est absurde car :
gente. (VneN, u,>uy>1)=L=uy>1).
1 1 Donc u diverge et :  u,, —— +4o00.
-H™ 0 —t)" g n
2. On a:Vn e N*¥, un:( o0 [( ) ] :/ —(=t)"tat notee
Alors - " " o Jo 0 c) Posons : Vn e N, v, = T (au fait, u, # 1!).
- =~ [ 144 lin- 1 Vn eN ! 1+1 1+ do
_ n— ) n , v == —— =—— +v,, dou:
zun-—2/<— ar / ar R T R
1 1
1—(— —t)N VN e N, —v =v9—v = —
Zun:/ 1+t / —dt—IN ou Iy —/ (1 —|—)t dt. Z Z nt1) 0 N+1 up—1  unyp —1
0 Comme UN+1 —> +oo la série converge, et sa somme est :
Par I'inégalité trlangulalre et la croissance de l'intégrale : N—+o0
14N N 1 =1 1
Inl < dt < thdt < ———. — = .
‘N‘\/Ol \/O \N+1 nzoun ’LLQ—l
Ainsi Z u, = ~ Iy avec Iy 0, ot : 2. On a, comme en %.b), u croissante, donc Vn € N, u,, > ug > 0.
N—+o0 On montre, par réccurence comme en 1.a), que : Vn € N u,, < 1.
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1 1
0>wu, <1,et — > 1. Ainsi — ne tend pas vers
n un

Par conséquent :  Vn € N,

1
0, la série Z — diverge grossiérement lorsque ug € 10; 1].

n>0 "

FExponentielle et sinus
n

1
Pour tout n de N, on note S,, = Z Pl et R,
k=0

= > e
k=n-+1
1. Justifier 'existence de R, et rappeler les limites des suites (S,,) et (R,).
1
1+ —.
* n+1
b) En déduire un équivalent de R,, lorsque n tend vers +oo.

2. a) Montrer que, pour tout n de N, (n 4+ 1)!IR,, <

3. Quelle est la nature de la série de terme général sin (2me(n!)).

Solution (Ex.9 — FEzponentielle et sinus)

1. R, étant le reste d’ordre n de la série exponentielle (donc convergente!) de para-
meétre 1, R, existe et

lim S,, =e tandis que lim R, =0.
n—-+o0o

n—-+oo
+00
(n+1)! (n+1)! 1
20 (0t DR =140 (g @R 2 2 0 S G2
k=2
“+o0 +o0 I k
(n +1)! 1 1 1 1
done 3 DY < <
Onckzzg(”+k)! kzzz(n+2)k—1 71—#2;::O n+2 n+1
1
donl< (n+1)R, <1+ il

1

b) Par encadrement, (n +1)/R,, ———— 1donc R, ~ ——
n—+oo (n + 1)!

n—-+00

Partons de : Vn e N, S, +R,, =e.
sin (27re(n!)) = sin(27n!S,+27n!R,,) = sin(2mn!R,,) car n!S,, est un entier naturel.

2 1
Or nlR,, ~ ~ il 2T X —.
n—+oco M, + 1 n—+oco M, + 1 n—+oo n

Par équivalence de termes positifs a partir d’'un certain rang, puisque la série

donc sin(2me(n!))

~

harmonique diverge, Z sin (2me(n!)) diverge.
n=0

En passant par la série harmonique

Lycée Henri POINCARE
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1
n(2n+1)

1. Justifier la convergence de la série de terme général wu,,.

Soit, pour tout n de N*, u,, =

N
. 1
2. On note Hy la N°™° somme partielle de la série harmonique : Hy = E —.
n
n=1

Justifier que la suite (Hn —In n) converge. On note v sa limite.

n>1
. . . o B8
3. a) Déterminer deux réels o et 3 tels que Vn > 1, u, = —+
n 2n+1
N
b) En déduire que, pour tout N > 1, Z Uy = 2Hn — 2Hony1 + 2.
n=1
+oo
4. Déterminer Z Uy
n=1

Solution (Ex.10 — En passant par la série harmonique)
1

1. u ~ —
" notoo 2n2

(ou “<”, ou encore “O”...) permet de conclure.

1 —1 1
O(vﬂ) B n2+n+0<n2> o

1 .
O — | assure la convergence de la série de t.g. v, 11 — vy, donc la convergence
2 + ;
n

2. Vu en cours. En posant v, = H,, —In(n),
1 n+1 1 1

= —In
n+1 n+1

Un4+1 — Un -

n n

de la suite v.

2
3. a)Z+2ni1:(iéffl—;_adoncb’:—2 et a =1 conviennent.
N N 1 1
b)Zun :HN—2Z2n+1 = Hy - 2 Z ~ = Hy -
n=1 n=1 3<n<2N+1
n impair
2N+1
1 1
212 - > -
n=2 2<n<2N
n pair
AN
:HN_Q(H2N+1_1)+2Z%:2HN_2H2N+1+2.
n=1
o
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N 1. Montrer que, pour tout z € |0; +oo [, la série Z u, () converge.
4. ) up =2N+ 5+ 0(1)) = 22N+ 1+7+ 0(1)) +2 = 2+ 2In +
IN+1 n>1
6() —2—2In2 ~—
o(1) Nogoo 221 Dans la suite, on pose, pour z € ]0; +oo [, S(z) = Z U ().
n=1
En passant par la formule de Stirling 2. Soit x €]0; +oofet f:[1; +oo[ = R, W
1/n +x
Soit :Vn>1. w, — (( n!) ) a) Montrer que f est intégrable sur [1; +o0].
= 4y n om ' . +o00 “+o0o
1. a) Montrer que : (up, ~ v, et u, — 400) = In(u,) ~ In(vy). b) Justifier que : ) f)dt < S(z) < f(1) +/1 f(t)dt.
n—+oo n—+oo n—+oo . .. . . ,
1 c) En déduire un encadrement explicite (i.e. sans intégrale) de S(x).
. 1 = _ -
b) Montrer que : In(n!) = nlnn —n + 2 In(2mn) + o(1). 3. En déduire un équivalent de S(z) lorsque x tend vers +oo.
2. Quelle est la nature de la série Z Up 7
- Solution (Ex.13 — Comparaison de sommes et d’intégrales)
. ~ i wtt “«Or.. .
Solution (Ex.11 — En passant par la formule de Stirling) L. un(z) n—+oo N2 (ou #<", ou #0"...) permet de prouver que la série ;un(x)
1. a) In(un)  In((un/vn) Xvn)  In(u,/vy) ! converge. -
. a = = 1
In(vn) In(vn) In(vy) "—TFOO 2. a) f(t) oo 3 2SSUTE que f est intégrable sur [1; +oo|.
Lo —r+00
b) Par la formule de Stirling, In(n!) = nlnn —n + B In(27n) + o(1). b) Il s’agit d’une comparaison série/intégrale, possible par la décroissance de f.
1 7 n+1 n
2. In(u,) = —Inn + (1 —2In2) +o(1), u, ~ e!72M2=  + — dou la On prouve d’abord / f)dt < up(z) < f(®)dt.
n—-+4oo n n—+oo 4n n n—1

divergence de la série.

Exercice 12| Sinus et cosinus

Nature des séries

Z [sinn| + |cosn

Z [sinn| + |cosn
et —2.
n n

nz=1 n>1

Solution (Ex.12 — Sinus et cosinus)

|sinn| + |cosn| _ sin®n 4 cos?n _ 1 .
> > — : la série diverge. e

[sinn| + |cosn|
2 ———5 —— <
n n n n?

2 .
— : la série converge.
n2

Exercice 13 | Comparaison de sommes et d’intégrales

up(x) = !

Pour z € ]0; 400, on pose : Vn > 1, _
n(n + x)

Lycée Henri POINCARE

On somme la partie gauche pour n de 1 & 400 (les convergences ont déja été

“+o0
prouvées) : / f(®)dt < S(x).
1

On somme la partie droite pour n de 2 & +o0o (les convergences ont déja été

+oo
prouvées) : S(x) —ui(z) < f@)de.
1
Et comme u;(x) = f(1), on obtient le résultat voulu.
c) On peut décompose ! L(1 L
ri————=—|-- .
P PO 2 2\t t+a
+oo 1 1 t 17 In(l+2)
= —[lnt -1 oo 2 = —"7
/1 F(6)dt = It ~In(t +2)]; z{nt—kx]l -
In(1+ x) 1 In(1+ x)

Done ——— < S(z) < 4
x 1+zx T

1 In(1
3. On vérifie sans peine que =0 ( n(l+z) )
1+ z

In(1+x
On pense alors que S(z) ~ w ce que l'on prouve en divisant I’encadre-

T—+00 x

ol
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ment précédent : et tend vers 0.
1< zS(z) < x + 1. Le majorant tend vers 1 : les gendarmes 3. Malgré I'équivalence, le critére ne s’applique car le signe n’est pas constant.
In(1+ z) (14+2)In(1+2x) . 1., .
2S(x) Up = Uy + - or Z Uy, converge mais Z -~ diverge, donc Z vy, diverge.
assurent 1...

ln(l +$) oo n>1 n>1 n>1

Télescopage

Convergence et calcul de la somme de la série

Solution (Ex.14 — Télescopage)
Voila qui sent le télescopage & plein nez, donc le calcul de la somme partielle per-
mettra au passage de justifier la convergence.

N RIS N R |
Sn = -2 — + R
N-1 Ny N+1 N
I TP I TD IS
n=1 n n=2 n n=3\/ﬁ n—2\/ﬁ
1 1 1 2 -2
S\=1l—-—+ ——— ———1—-V2=
N N VN+1 2 Notoo V2 2
De la nécessité...
(-1)" ()" 1

Soit : Vn >1, wu, =

et v, =
vn "
1. Montrer que u,, et v, sont équivalents.
2. Déterminer la nature de Z Uy, -

n>1

3. Déterminer la nature de E Un -
n>1

Solution (Ex.15 — De la nécessité...)

Lo O )=o)

L— = car (=1)" = o(y/n).
Uy, V/n o n—too

1

2. g u, converge par application directe du théoréme de Leibniz : (\f) décroit

n
n>1 n
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