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Un endomorphisme de R?
Soit E = R3. Soit f définie sur E par
V(x,y,z2) € E, flx,y,2) =22 -3y +z,—x + 2y — z,—9z + 15y — 62).
. a) Vérifier que f est un endomorphisme de E.
b) Déterminer Kerf et Imf. f est-il un automorphisme ?

=

2. Soit B la base canonique de E. Déterminer la matrice M représentant f
dans B.

3. Soit u=(1,1,1), v =(1,2,3) et w=(0,1,3) et C = (u,v,w).
Justifier que € est une base de E.

4. Ecrire la matrice de passage P de B a €.

5. Déterminer la matrice de passage de € a B.

6. Déterminer la matrice N représentant f dans C.

7. Montrer que Vect(u) et Vect(v, w) sont deux sous-espaces de E stables par
I

8. Calculer N™ pour tout n de N.

Solution (Ex.1 — Un endomorphisme de R3)

1. a) La linéarité est banale, f est un endomorphisme.
b) Kerf = Vect((1,1,1)) donc f est n’est pas injective, donc f n’est pas un
automorphisme.
Im(f) = Vect((—1,1,6),(-2,1,9)).
On peut aussi dresser la matrice M de f dans la base canonique et vérifier
que rg(f) =rg(M) = 2 (ci-aprés).

2 -3 1
2. M=Mp(f)=| -1 2 -1
-9 15 —6
1 10

3. Soit P=Mp(C)=| 1 2 1 |.rg(P)=3=dimE (a calculer) donc C
1 3 3

est une base de E.

C’est la matrice P précédente.
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3 -3 1
5. Pes = P! = -2 3 -1
1 -2 1
6. e On peut utiliser la formule de changement de base :
0 0 O
N=P'MP=| 0 -1 0
0o 2 -1
e En calculant MP, on calcule les images de vecteurs représentés par les

coloonnes de P, i.e. de u, v et w :

0 -1 0
MP=1]0 0 -1 |,donc f(u)=0, f(v)=—v+2wet f(w) =—w ce
0 3 -3

qui permet d’écrire N.

7. o Soit F = Vect(u). f(u) =0 € F donc par linéarité de f, F est stable par
I
e Soit G = Vect(v,w). f(v) = —v+w e G et f(w) =—w € G, donc par
linéarité de f, G est stable par f.
0 0 0 0 01
8. ¢ Fcrivons N=D+Aavec| 0 -1 0 etA=| 0 0 0 |etdu
0 0 -1 000
coup : Vk > 2,AF = 0.
Puisque D et A commutent, par la formule du binome,
n 0 0 0
Nt =) (Z) AFD"E =DM fpAD" = 0 (—1)" 0
F=0 0 2n(-1)»t (=1

On peut aussi calculer N2, N3 puis conjecturer son expression générale
et démontrer le résultat par récurrence sur n.

Un endomorphisme de R3

Soit E = R3. Soit f définie sur E par
v($7y72)€E> f(:r,y,z)z(—2y+z,x—3y—|—z,x—2y)

1. Vérifier que f est un endomorphisme de E. Est-ce un automorphisme ?

ol
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Soit B la base canonique de E. Déterminer la matrice M représentant f

dans B.

Soit uw = (1,1,1), v = (1,2,3) et w = (0,1,3) et C = (u,v,w).

Justifier que € est une base de E.

Ecrire la matrice de passage P de B vers €, puis celle de € vers B.
Déterminer la matrice N représentant f dans C.

Montrer que Vect(u,w) et Vect(v) sont deux sous-espaces de E stables par
f.

Calculer N™ pour tout n de N.

Solution (Ex.2 — Un endomorphisme de R3)

1. La linéarité est banale, f est un endomorphisme.

Kerf = {0} donc f est injective, et comme E est de dimension finie, f est
un automorphisme. On peut aussi dresser la matrice M de f dans la base

f) =1rg(M) = 3 (ci-apres).
0
1
3

C’est la matrice P précédente.
Déterminer la matrice de passage de C a B. Pcp

3 -3 1
-2 3 -1
1 -2 1
On peut utiliser la formule de changement de base :

-1

canonique et vérifier que rg(

0 1
. M= Mgp(f) = 1 1
1 -2 0

. Soit P=Mp(C)=| 1 .1g(P) = 3 = dimE (& calculer) donc C

W N =

est une base de E.

_P—l_

N=P IMP=
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e En calculant MP, on calcule les images de vecteurs représentés par les

coloonnes de P, i.e. de u, v et w :

-1 -1 1
MP=| -1 -2 0 |,donc f(u) =—u, f(v)=—-vet f(w) =u—wce
-1 -3 -2

qui permet d’écrire N.

6. e Soit F = Vect(u,w). f(u) = —u € F et f(w) =u—w € F, donc par
linéarité de f, F est stable par f.
o Soit G = Vect(v). f(v) = —v € G donc par linéarité de f, G est stable
par f.
0 0 1
7. o EcrivonsN=—Iz+AavecA=| 0 0 0 | etducoup:Vk>2 AF=
0 00

0.
Puisque —I3 et A commutent, par la formule du binome,

n
N = Z (Z) Ak(_l?:)nik = (—I3)"4+nA(=I3)" ! = (=1)"I3+(—1)""1nA.

k=0
On peut aussi calculer N*, N* puis conjecturer son expression générale

et démontrer le résultat par récurrence sur n.

Matrice d’un endomorphisme nilpotent

1. Soit
0 -3 —6
N = 1 5 7
-1 -4 -5

et f endomorphisme de R3 canoniquement associé a N.

a) Calculer N? et N3. Que peut-on en déduire pour f?
On dit que f est nilpotente d’indice (ou d’ordre) 3.

b) On pose e; = (1,0,0). Montrer que B = (f%(e1), f(e1),e1) est une base
de R3.

c) Quelle est la matrice de f dans la base B?

2. Soit E un K—espace vectoriel de dimension n > et f un endomorphisme de
E vérifiant f"~1 #£0et f* = 0.
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Montrer qu’il existe une base B de E telle que

0 1 0 0
Mp(f) = 0
: 1
0 0

Solution (Ex.3 — Matrice d’un endomorphisme nilpotent)

3 9 9
1. a) N? = -2 —6 —6 et N3 = 03. Donc f2 #* OE(E) et f3 = OL(E)
1 3 3
b) En notant C = (eq, eg, 3) la base canonique de R?,
3 0 1
rg(Mc(B)) =1g| —2 1 0 | =3 donc B est une base de R3.
1 -1 0
c)De f3(e1) = 0 car f2> = 0, on tire immédiatement Mp(f) =
010
0 01
0 00

2. Soit E un K—espace vectoriel de dimension n > et f un endomorphisme de
E vérifiant f"~1 £ 0 et f°
Montrer qu’il existe une base B de E telle que
Comme fm"~! =0, il existe e € E tel que f"~(e) # 0.

Soit B = (f""!(e), f*2(e),..., f(e),e). B est une famille de n = dim(E)
vecteurs. Il suffit qu’elle soit libre pour étre une base. Montrons que B est
libre.

Soit (a(), ‘e

Sy an—1) € R™ tel que :

an1f"He)+ - +arf(e) Fae=0 (V).

En composant (Q) par f*~1, il vient immédiatement agf" 1(e) = 0 donc
ag = 0 car f""!(e) #0.
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(V) devient alors a,_1f" *(e) + -+ aif(e) = 0.

En composant (V) par f7~2, il vient immédiatement a; f"~*(e) = 0 donc
a; =0 car f""!(e) #£0.

En itérant, on a : Vk € [0; n — 1],
conséquent B est une base.

ar = 0. Donc B est une libre et par

De f"e) = 0 car f" = Ogg vient alors Mgp(f) =
0 1 0 0
0
: 1
0 0
Exemple de changement de base
Soit E = R[X], B = (1,X,X?) et € = (1,1 - X, (1 + X)?).

1. Ecrire les matrices de passage P = Pz e, puis Q = Pe 3.
2. Soit A = X? 4+ X + 1. Donner les coordonnées de A dans B puis dans C.
3.a) Soit f: A— A+ A’ + A”. Vérifier que f est un endomorphisme de E,
puis donner la matrice de f relativement a la base B.
b) Déterminer, a 'aide de P et Q, la matrice de f relativement a la base C.

c) Calculer directement f(1), f(1—X) et f((X+1)2) et retrouver la matrice
de f relativement & la base C.

4. Déterminer la matrice de f dans la base D = (1,1 + X, (1 + X)?).
5. a) Montrer que Ry[X] et R;[X] sont stables par f.

b) Montrer que Ry[X] est le seul sous-espace de dimension 1 de E stable par

f.

Solution (Ex.4 — Ezemple de changement de base)

1
-1
0

2 [,Q=P'=

0
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1 -1
2. A=((1+X24+(1-X)—1ouQ| 1 | =] 1
1 1
11 2
3.a) M=mats(f)=] 0 1 2
001
1 -1 6
b) N =mate(f) =P 'MP=QMP=| 0 1 -2
0 0 1
) f()=1,f1-X)=-X=(1-X)—1, f(XZ+2X+1) = X2 +4X +5 =
(X2 4+2X+1)—2(1 - X) +6.
4. f() =1, fA+X)=X+2=1+(1+X), fF(1+X)?) =X +4X+5 =
11 2
(1+X)24+2(1+X)+2, doumatp(f)=| 0 1 2 [.Onamatp(f) =
001
mats(f).
5.a) e VT €Ry[X],f(T)=T+T +T"=T € Ry[X].

e VITeR[X],f(T)=T4+T +T"'=T+T € R[X].

b) Soit F un sous-espace de E de dimension 1 et stable par f. Soit T tel
que F = Vect(T). Comme F est stable, f(T) € F donc il existe « tel que
f(T) = aT. En écrivant T = aX? + bX + ¢, on obtient

aX? + (b+2a)X + (¢ + b+ 2a) = a(aX? + bX + ¢).
Identifions les coefficients de méme degré.
Sia # 0, alors @ = 1, mais alors b + 2a = b donc a = 0 : absurde. Donc

a=0.
Si b # 0, alors @ = 1, mais alors ¢+ b = ¢ donc b = 0 : absurde. Donc
b=0.

Donc T est constant et F = Ro[X].
Réciproquement, on sait que Rg[X] est stable par f.

Un endomorphisme de M, (R)

Soit n un entier au moins égal a 2. Soit E = M, (R).
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Soit ¢:E— EMr— M — tr(M)I,.
1. a) Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.

b) Déterminer Kery.
c) ¢ est-il un automorphisme ?

2. a) Déterminer l’ensemble E; des matrices M telles que
©(M) =M.
Justifier qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de E, préciser sa dimension.
b) Déterminer I'ensemble Eg des matrices M telles que
(M) = (1 —n)M.
Justifier qu’il s’agit d’un sous-espace de E, préciser sa dimension.
3. a) Justifier que E; et E5 sont stables par ¢, et supplémentaires.
b) Donner la matrice représentant ¢ dans une base obtenue en concaténant
une base de E; et une base Es.

Solution (Ex.5 — Un endomorphisme de M,(R))

1. a) Par la linéarité de tr, on vérifie sans peine que ¢ est linéaire.
b) M € Kerp = M tr(M)L, = tr(M) = tr(tr(M)l,,) = tr(M)
tr(M)tr(I,,) = tr(M) = ntr(M), et comme n # 1,tr(M) = 0.
Or M = tr(M)I,, donc M = 0. Kerp = {0}.
c) ¢ est un endomorphisme de E, de dimension finie n2. Comme ¢ est injectif
(puisque Keryp = {0}), ¢ est un automorphisme.
2.a) p(M) =M M—-tr(M), =M < tr(M) =0 < M € Ker(tr).
E; = Ker(tr), comme tout noyau, c’est un sous-e.v. de E. Comme tr est
une forme linéaire non nulle (tr : E — R), Im(tr) = R, rg(tr) = 1, et par

la formule du rang, dim(Ker(tr)) = dim E—rg(tr), donc dim(E;) = n?—1.
b) (M) = (1 — n)M & M — tr(M)L, = (1 — )M & SO
Donc : M € E2 = M € Vect(l,).
Réciproquement, si M € Vect(I,), en écrivant M = al,, Mln =
2, = al, = M donc M € Es.
Dnonc E9 = Vect(1,,), sous-espace vectoriel de dimension 1 de E.
3. a) On a déja dim(E;) + dim(E) = n? = dim(E).
Soit M € E; NEy. Alors tr(M) =0 et Ja € R,M = al,.
ol
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Alors 0 = tr(M) = tr(al,) = atr(l,) = an, donc a = 0 puisque n # 0.
Donc M = 0.
b) Soit B = (Ay,...,A,2_1,B) une base de E avec A; € E; pour 1 < i <
n? —1 et B € Ey. Alors
Vie [[1;n? —1]] ,¢(A;) =1 x A; et ¢(B) = (1 —n)B.
Du coup, la matrice de M,,2(R) représentant ¢ est la matrice diagonale :
matg(p) = diag(1,...,1,1 —n)

Rang et trace d’un projecteur

Soit p un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n tel
que :

bpop=p.

1. a) Démontrer que Im(p) = {u € E, p(u) = u}.
b) Démontrer que Im(p) et Ker(p) sont supplémentaires.

2. Montrer que rg(p) = tr(p).

Solution (Ex.6 — Rang et trace d’un projecteur)
l.a)e YueE, (u=p(u))= (ueclm(p)).
e Soit u € Im(p). Alors : Fv € E,p(v) = u.
Donc p(u) = p*(v) = p(v) = u.

b) e Soit u € Ker(p) N Im(p). Comme v € Im(p), p(u) = u. Comme u €
Ker(p), p(u) = 0. Donc u = 0. Bilan : Ker(p) N Im(p) = {0}, I'inclusion
réciproque étant évidente (pour mémoire, Ker(p) et Im(p) sont des sous-
espaces vectoriels E...). Ainsi, Ker(p) et Im(p) sont en somme directe.

Par le théoréme du rang : dim(Ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(E).
Conclusion : Ker(p) & Im(p) =E

2. Dans une base B adaptée a la décomposition Im(p) &

Mi(p) = ( T im(1m(p)) | 0 ) _ ( Lig(p)

0 ‘ Odim (Ker(p)) 0
Par conséquent, rg(p) = tr(p).

Exercice 7| Trace et crochets
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Soit n € N*. Existe-t-il deux matrices A et B dans M,,(K) telles que

AB-BA=1,7

Solution (Ex.7 — Trace et crochets)
tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0 et tr(l,) = n. Comme n # 0, il est
impossible que AB — BA =1,...

Exercice 8| Matrices particuliéres

Soit n un entier naturel au moins égal & 2. Dans E = M,,(R), on considére
les sous-espaces vectoriels :
S, ={MeEM'=M}, A4, ={MeEM=-M},
1, = {(mm) S E, (’L < j) = My ; = O} et
Dy, = {(mi;) € E, (i # j) = m;; = 0}.
1. Les sous-espaces suivant sont-ils supplémentaires dans E :
(i) Sp et A, 7 (ii) Sp et Z,, 7 (iii) Ay, et Z,, 7

2. Montrer que : A, Z, et D,, sont supplémentaires dans E.

Solution (Ex.8 — Matrices particuliéres)

1. (i) Analyse — Soit M € E. Supposons qu’il existe S € S, et A € A, telles
que M =S+ A. Alors MT =S — A, et du coup
1 1
S = 5(M+MT) et A = 5(M —MT).
1 1
Synthése — Soit M € E, soit S = §(M+MT) et A= 5(1\/[— MT). On vérifie

sans probléme que S et A sont respectivement symétrique et antisymétrique.
Et 'analyse assure I'unicité de la décomposition.

S, ® A, =E.
(ii) Analyse — Soit M € E. Supposons qu’il existe S € S,, et B € Z,, telles
que M =S + B. Alors :

V1 < j, Si,j = mm, b@j = O, Vi < j, Sijj = mj,i,bm = miyj — mjﬂ'.
Synthese — Soit M € E, soit S et B définie par les relations précédentes.
On vérifie sans probléme que S et A sont respectivement symétrique et
strictement inférieure. Et ’analyse assure I'unicité de la décomposition.

S, ®Z, =E.
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(iii) I, € A, et 1, € Z,, donc ... A, +Z,, # E.
S, et Z, ne sont pas supplémentaires.

2. On montrer successivement que :
Z, N Dy, = {0} (strictement inférieure et diagonale ... donc nulle)
A, N (Z, + Dy,,) = {0} (antisymétrique et inférieure ... donc nulle)
Donc la somme est directe.
Soit M € E. On pose :
D = diag(my1,...,mpyn) € Dy,
A € E telle que : Vi < j,a;; = m;; et aj; = —m;j et Vi,a;; = 0, de sorte
que A € A,
B € E telle que : Vi < j,b;; = 0 et Vi > j,b; j = m;j —m,;;, de sorte que
BeZ,.
Alors M =D+ A + B.
Donc E = A,, +Z,, + D,,.
Ainsi ces trois sous-espaces sont supplémentaires dans E.

Exercice 9| L’endomorphisme « transposition »

Soit f: Mp(K) = M, (K), M — *M.
Déterminer f2, Im(f), Ker(f), rg(f), tr(f) et det(f).

Solution (Ex.9 — L’endomorphisme « transposition »)

f? =1 M, (), donc f est un automorphisme involutif ( f~t = f), donc
Im(f) = My (K), Ker(f) = {0}, rg(f) = dim(M,,(K)) = n?.

Dans une base obtenue en concaténant une base du sous-espace vectoriel

n(n+1)
2

, et une base du sous-

n(n—1
espace vectoriel A, (K) des matrices antisymétriques, de dimension (2),

Sn(K) des matrices symétriques, de dimension

qui sont supplémentaires, la matrice de f est diag(1,...,1,—1,...,—1) et :
tr(f):n(n_'_l)xl—i—n(ngl)x (—1) =n,
n(n —1)
det(f) = (-1) 2
1. Polynome minimal

Soit n > 2. Soit A une matrice de M,,(K).
a) Justifier que la famille (I,,, A, ..., A”2) est liée.

Lycée Henri POINCARE
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b) En déduire I'existence d’un polynéme P non nul tel que P(A) = 0.
Un tel polynome est qualifié de « polynome annulateur de A ».

c) Soit D = {n € N/3P € K[X] \ {0} tel que P(A) = 0 et deg(P) = n}.
Justifier qu’il existe d et min(D), et qu’il existe un polynéme po unitaire
de degré d tel que pa(A) = 0.

d) Montrer que, si P est un polynéome de K[X] annulateur de A, alors il
existe Q dans K[X] tel que P = Qua.

e) Montrer que pp, défini en 1.c), est unique.

f) En déduire que I'ensemble Z(A) des polynémes annulateurs de A est :

Z(A) ={Qua, Q e K[X]}.

Ce polynome est qualifié de « polynome minimal de A ».

Un polynome divisible par son dérivé
Soit P un polynéme unitaire (donc non nul) de K[X] tel qu'il existe o dans
K vérifiant :
XP' = aP.
a) Montrer que o = degP.
b) On suppose que P’ posséde une racine § non nulle d’ordre de multiplicité
1b.
i — Quelle est 'ordre de multiplicité de la racine 8 de XP’'?
ii — Justifier que 8 est racine de P. Quelle est 'ordre de multiplicité de
la racine 5 de P 7
iii — En déduire que P = X*.

. Application a une équation matricielle

Soit A et B deux matrices de M,,(K) vérifiant :
AB — BA = A.
a) Que peut-on dire de tr(A)?
b) Montrer que, pour tout k de N,
AFB — BAF = kAR,
c) Justifier que, pour tout P € K[X],
P(A)B — BP(A) = AP/(A).
d) En déduire que pua = X% Que peut-on dire de A ?
e) Donner un exemple de deux matrices non nulles A et B de My(K) véri-
fiant AB — BA = A.

ol



PC

CHAP 05 - ESPACES VECTORIELS, ENDOMORPHISMES ET MATRICES

2019-2020

Solution (Ex.9 — L’endomorphisme « transposition »)

1. Polynome minimal
a) La famille (I, A,..., A™) est liée car elle compte n? + 1 vecteurs d’un
espace vectoriel de dimension n?.

b) Par conséquent, il existe n? + 1 coefficients (ak)o<ay,<n2 nON tous nuls tels
2 2

que ZakAk =0. Avec P = Zaka, on a P(A) =0.
k=0 k=0
c) D={neN,3P € K[X]/P(A) et deg(P) = n} est une partie non vide de
N, donc elle admet un plus petit élément d def min(D).
Il existe donc (au moins) un polynoéme II de degré d tel que II(A) = 0.

of. 1
Soit aq le coefficient dominant de II. Alors ua 4“1 convient.
a

d) Soit P un polynéme de K[X] annulateur de A. Edffectuons la division
euclidienne de P par pa : P = Qua + R avec deg(R) < d.
Alors R(A) = P(A) — Q(A)ua(A) = 0. Donc R est un polynéme annula-
teur de A de degré strictement inférieur a d. Par définition de d, R = 0.
Donc il existe bien Q dans K[X] tel que P = Qua.
e) Réciproquement, si P = Qua, alors P(A) = 0.
On en déduit bien que : Z(A) = {Qua, Q € K[X]}.
Un polynome divisible par son dérivé
Soit P un polynéme non nul de K[X] tel qu'il existe a dans K vérifiant :

XP' = aP.

a) Soit d le degré de P. Le coefficient dominant de XP’ est d et celui de oP
est a donc a = d = deg(P).
b) On suppose que P’ posséde une racine 8 non nulle d’ordre de multiplicité
1.
i — L’ordre de multiplicité de la racine 8 de XP’ est encore u (8 n’étant
pas racine de X).
ii — P(8) = BP/(B) =0 : (3 est racine de P. L’ordre de multiplicité de la
racine 3 de P est :
e 1+ 1 par la propriété liant multiplicité et dérivation,
e 4 par légalité P = XP’ ...
d’ott PROBLEME!!!
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Donc P’ ne posséde par de racine non nulle.

iii — L’unique racine de P’ est 0, et de multiplicité d — 1 = o — 1. Donc
P’ = aX* ! Donc P = X® + ¢. Or P(0) = 0P’(0) = 0. Donc ¢ = 0
et P =X

3. Application & une équation matricielle

Soit A et B deux matrices de M,,(K) vérifiant :

AB —BA =A.

a) tr(A) = tr(AB) — tr(BA) = 0.
b) La propriété est vraie au rang k =0 (et k = 1).
Supposons-la vraie & un rang k quelconque. Alors :
AFFIB — BAKT! = AAFB — ABAF 4 ABA¥ — BAA* = A(AFB — BA¥) +
(AB — BA)AF = ARAF + AAF = (K + )AL
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout k de N.

c) Soit P =) ;X" € K[X].

k>0
P(A)B — BP(A) = ) a;A"B = B> aA¥ = ) ay(A*B - BA*) =
k>0 k>0 k>0
> kapAP = A kapAFTT = AP/(A).

k=0 k>1

d) Appliquons ¢) & pa : 0 = Ap/y(A). Donc Xy, € Z(A). Donc : 3Q €
K[X], X!y = Qua. En raison des degrés, Q est un polynome constant,
disons Q = a.
Alors Xy, = apa avec pa non nul et unitaire. Par 2., pa = X4,
Ainsi A est nilpotente (d’ordre de nilpotence d).

0 a b

e) Partons de A =
c d

0 ) nilpotente et de trace nulle et B = <
c d—a d—a=1
= &
0 —c c=0
0 0
B = convient.
01

Puissance d’un endomorphisme de Ca[X]

01

AB-BA=A<&
0 0

ol
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Soit E = C[X] et f I'application définie sur E par

VP € E, f(P)=XP+P(0)X— %P”(O)X?’.

1. a) Montrer que f est un endomorphisme de E.

b) Déterminer la matrice M représentant f dans la base canonique B de E.

c) Déterminer le rang, le noyau et I'image de f.
2. Calculer A™ pour tout n > 2.
3. On définit I'application g sur E par

VP EE, g(P)=(P+P)0)x (X+X2).

Montrer que, pour tout n > 2,

=g

Solution (Ex.10 — Puissance d’un endomorphisme de Ca[X])

1. a) ¢ On montre sans probléme la linéarité :
VA€ C,V(P,Q) €E, f(AP + Q) = Af(P) + £(Q).

e On a bien, pour tout P € E, f(P) € C[X]. A-t-on f(P) € Co[X]?

On remarque que :

f(1) =X e Cy[X],

fX)=X24+X+0.X2=X+X?% e Cy[X],

f(X?) =X34+0.X - X3=0¢€ Cy[X],

donc par linéarité, pour tout P de Cy[X], f(P) € Co[X].
On peut aussi raisonner en utilisant :

1
f(aX2+bX+c):aX3—|—bX2+cX+bX—§ x 2aX3 =

e Donc f est bien un endomorphisme de E.

0 00
b) Les calculs précédents donnent M= | 1 1 0
010
c) Déterminer le rang, le noyau et I'image de f.
rg(f) = rgM) = 2, donc dimIm(f) =
Vect(f(1), f(X), f(X?)) = Vect(X,X + X?) =
dim Ker(f) = 1, Ker(f) = Vect(X?) puisque f(X2?) =0.

Lycée Henri POINCARE

(b+ )X + bX2.

2, Im(f) =
Vect(X, X?) et

8/8

000
2. Ona:A?=| 1 1 0 | et A= A2, donc par récurrence : Vn > 2, A" =
110
A2,
3. e On vérifie sans probléme que g est un endomorphisme de E.

e g(1)=X+X2 g(X)=X+X2et g(X?) =0 donc Mg(g) = A%
Comme Yn > 2, Mp(f") = Mg(g),on a: Vg =2, f" =g.

Ou de fagon équivalente, deux endomorphismes sont égaux si et seulement
si ils coincident sur une base (par linéarité...).
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