
PC Chap 05 - Espaces vectoriels, endomorphismes et matrices –

Exercice 1 Un endomorphisme de R3

Soit E = R3. Soit f définie sur E par
∀(x, y, z) ∈ E, f(x, y, z) = (2x− 3y + z,−x+ 2y − z,−9x+ 15y − 6z).

1. a) Vérifier que f est un endomorphisme de E.
b) Déterminer Kerf et Imf . f est-il un automorphisme ?

2. Soit B la base canonique de E. Déterminer la matrice M représentant f
dans B.

3. Soit u = (1, 1, 1), v = (1, 2, 3) et w = (0, 1, 3) et C = (u, v, w).
Justifier que C est une base de E.

4. Écrire la matrice de passage P de B à C.
5. Déterminer la matrice de passage de C à B.
6. Déterminer la matrice N représentant f dans C.
7. Montrer que Vect(u) et Vect(v, w) sont deux sous-espaces de E stables par

f .
8. Calculer Nn pour tout n de N.

Solution (Ex.1 – Un endomorphisme de R3)

1. a) La linéarité est banale, f est un endomorphisme.
b) Kerf = Vect((1, 1, 1)) donc f est n’est pas injective, donc f n’est pas un

automorphisme.
Im(f) = Vect((−1, 1, 6), (−2, 1, 9)).
On peut aussi dresser la matrice M de f dans la base canonique et vérifier
que rg(f) = rg(M) = 2 (ci-après).

2. M =MB(f) =

 2 −3 1

−1 2 −1

−9 15 −6



3. Soit P = MB(C) =

 1 1 0

1 2 1

1 3 3

. rg(P) = 3 = dim E (à calculer) donc C

est une base de E.
4. C’est la matrice P précédente.

5. PC,B = P−1 =

 3 −3 1

−2 3 −1

1 −2 1


6. • On peut utiliser la formule de changement de base :

N = P−1MP =

 0 0 0

0 −1 0

0 2 −1


• En calculant MP, on calcule les images de vecteurs représentés par les
coloonnes de P, i.e. de u, v et w :

MP =

 0 −1 0

0 0 −1

0 3 −3

, donc f(u) = 0, f(v) = −v+ 2w et f(w) = −w ce

qui permet d’écrire N.
7. • Soit F = Vect(u). f(u) = 0 ∈ F donc par linéarité de f , F est stable par

f .
• Soit G = Vect(v, w). f(v) = −v + w ∈ G et f(w) = −w ∈ G, donc par
linéarité de f , G est stable par f .

8. • Ecrivons N = D + A avec

 0 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 et A =

 0 0 1

0 0 0

0 0 0

 et du

coup : ∀k > 2,Ak = 0.
Puisque D et A commutent, par la formule du binome,

Nn =

n∑
k=0

(
n

k

)
AkDn−k = Dn + nADn−1 =

 0 0 0

0 (−1)n 0

0 2n(−1)n−1 (−1)n

.

• On peut aussi calculer N2, N3 puis conjecturer son expression générale
et démontrer le résultat par récurrence sur n.

Exercice 2 Un endomorphisme de R3

Soit E = R3. Soit f définie sur E par
∀(x, y, z) ∈ E, f(x, y, z) = (−2y + z, x− 3y + z, x− 2y).

1. Vérifier que f est un endomorphisme de E. Est-ce un automorphisme ?
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2. Soit B la base canonique de E. Déterminer la matrice M représentant f
dans B.

3. Soit u = (1, 1, 1), v = (1, 2, 3) et w = (0, 1, 3) et C = (u, v, w).
Justifier que C est une base de E.

4. Écrire la matrice de passage P de B vers C, puis celle de C vers B.
5. Déterminer la matrice N représentant f dans C.
6. Montrer que Vect(u,w) et Vect(v) sont deux sous-espaces de E stables par

f .
7. Calculer Nn pour tout n de N.

Solution (Ex.2 – Un endomorphisme de R3)

1. La linéarité est banale, f est un endomorphisme.
Kerf = {0} donc f est injective, et comme E est de dimension finie, f est
un automorphisme. On peut aussi dresser la matrice M de f dans la base
canonique et vérifier que rg(f) = rg(M) = 3 (ci-après).

2. M =MB(f) =

 0 −2 1

1 −3 1

1 −2 0



3. Soit P = MB(C) =

 1 1 0

1 2 1

1 3 3

. rg(P) = 3 = dim E (à calculer) donc C

est une base de E.
4. • C’est la matrice P précédente.
• Déterminer la matrice de passage de C à B. PC,B = P−1 = 3 −3 1

−2 3 −1

1 −2 1


5. • On peut utiliser la formule de changement de base :

N = P−1MP =

 −1 0 1

0 −1 0

0 0 −1



• En calculant MP, on calcule les images de vecteurs représentés par les
coloonnes de P, i.e. de u, v et w :

MP =

 −1 −1 1

−1 −2 0

−1 −3 −2

, donc f(u) = −u, f(v) = −v et f(w) = u−w ce

qui permet d’écrire N.
6. • Soit F = Vect(u,w). f(u) = −u ∈ F et f(w) = u − w ∈ F, donc par

linéarité de f , F est stable par f .
• Soit G = Vect(v). f(v) = −v ∈ G donc par linéarité de f , G est stable
par f .

7. • Écrivons N = −I3+A avec A =

 0 0 1

0 0 0

0 0 0

 et du coup : ∀k > 2,Ak =

0.
Puisque −I3 et A commutent, par la formule du binome,

Nn =

n∑
k=0

(
n

k

)
Ak(−I3)

n−k = (−I3)
n+nA(−I3)

n−1 = (−1)nI3+(−1)n−1nA.

• On peut aussi calculer N2, N3 puis conjecturer son expression générale
et démontrer le résultat par récurrence sur n.

Exercice 3 Matrice d’un endomorphisme nilpotent
1. Soit

N =

 0 −3 −6

1 5 7

−1 −4 −5


et f l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à N.
a) Calculer N2 et N3. Que peut-on en déduire pour f ?

On dit que f est nilpotente d’indice (ou d’ordre) 3.
b) On pose e1 = (1, 0, 0). Montrer que B = (f2(e1), f(e1), e1) est une base

de R3.
c) Quelle est la matrice de f dans la base B ?

2. Soit E un K−espace vectoriel de dimension n > et f un endomorphisme de
E vérifiant fn−1 6= 0 et fn = 0.
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Montrer qu’il existe une base B de E telle que

MB(f) =



0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 . . . . . . . . . 0


Solution (Ex.3 – Matrice d’un endomorphisme nilpotent)

1. a) N2 =

 3 9 9

−2 −6 −6

1 3 3

 et N3 = 03. Donc f2 6= 0L(E) et f3 = 0L(E).

b) En notant C = (e1, e2, e3) la base canonique de R3,

rg(MC(B)) = rg

 3 0 1

−2 1 0

1 −1 0

 = 3 donc B est une base de R3.

c) De f3(e1) = 0 car f3 = 0, on tire immédiatement MB(f) = 0 1 0

0 0 1

0 0 0

.

2. Soit E un K−espace vectoriel de dimension n > et f un endomorphisme de
E vérifiant fn−1 6= 0 et fn = 0.
Montrer qu’il existe une base B de E telle que
Comme fn−1 6= 0, il existe e ∈ E tel que fn−1(e) 6= 0.
Soit B = (fn−1(e), fn−2(e), . . . , f(e), e). B est une famille de n = dim(E)
vecteurs. Il suffit qu’elle soit libre pour être une base. Montrons que B est
libre.
Soit (a0, . . . , an−1) ∈ Rn tel que :

an−1f
n−1(e) + · · ·+ a1f(e) + a0e = 0 (♥).

En composant (♥) par fn−1, il vient immédiatement a0fn−1(e) = 0 donc
a0 = 0 car fn−1(e) 6= 0.

(♥) devient alors an−1fn−1(e) + · · ·+ a1f(e) = 0.

En composant (♥) par fn−2, il vient immédiatement a1fn−1(e) = 0 donc
a1 = 0 car fn−1(e) 6= 0.
En itérant, on a : ∀k ∈ [[0 ; n− 1]] , ak = 0. Donc B est une libre et par
conséquent B est une base.
De fn(e) = 0 car fn = 0L(E) vient alors MB(f) =

0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 . . . . . . . . . 0


.

Exercice 4 Exemple de changement de base
Soit E = R2[X], B = (1,X,X2) et C = (1, 1−X, (1 + X)2).

1. Écrire les matrices de passage P = PB,C, puis Q = PC,B.

2. Soit A = X2 + X + 1. Donner les coordonnées de A dans B puis dans C.

3. a) Soit f : A 7→ A + A′ + A′′. Vérifier que f est un endomorphisme de E,
puis donner la matrice de f relativement à la base B.

b) Déterminer, à l’aide de P et Q, la matrice de f relativement à la base C.
c) Calculer directement f(1), f(1−X) et f((X+1)2) et retrouver la matrice

de f relativement à la base C.

4. Déterminer la matrice de f dans la base D = (1, 1 + X, (1 + X)2).

5. a) Montrer que R0[X] et R1[X] sont stables par f .
b) Montrer que R0[X] est le seul sous-espace de dimension 1 de E stable par

f .

Solution (Ex.4 – Exemple de changement de base)

1. P =

 1 1 1

0 −1 2

0 0 1

, Q = P−1 =

 1 1 −3

0 −1 2

0 0 1

.
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2. A = ((1 + X)2 + (1−X)− 1 ou Q

 1

1

1

 =

 −1

1

1

.

3. a) M = matB(f) =

 1 1 2

0 1 2

0 0 1

.

b) N = matC(f) = P−1MP = QMP =

 1 −1 6

0 1 −2

0 0 1


c) f(1) = 1, f(1−X) = −X = (1−X)− 1, f(X2 + 2X + 1) = X2 + 4X + 5 =

(X2 + 2X + 1)− 2(1−X) + 6.
4. f(1) = 1, f(1 + X) = X + 2 = 1 + (1 + X), f((1 + X)2) = X2 + 4X + 5 =

(1 + X)2 + 2(1 + X) + 2, d’où matD(f) =

 1 1 2

0 1 2

0 0 1

. On a matD(f) =

matB(f).
5. a) • ∀T ∈ R0[X], f(T) = T + T′ + T′′ = T ∈ R0[X].

• ∀T ∈ R1[X], f(T) = T + T′ + T′′ = T + T′ ∈ R1[X].
b) Soit F un sous-espace de E de dimension 1 et stable par f . Soit T tel

que F = Vect(T). Comme F est stable, f(T) ∈ F donc il existe α tel que
f(T) = αT. En écrivant T = aX2 + bX + c, on obtient

aX2 + (b+ 2a)X + (c+ b+ 2a) = α(aX2 + bX + c).
Identifions les coefficients de même degré.
Si a 6= 0, alors α = 1, mais alors b + 2a = b donc a = 0 : absurde. Donc
a = 0.
Si b 6= 0, alors α = 1, mais alors c + b = c donc b = 0 : absurde. Donc
b = 0.
Donc T est constant et F = R0[X].
Réciproquement, on sait que R0[X] est stable par f .

Exercice 5 Un endomorphisme deMn(R)

Soit n un entier au moins égal à 2. Soit E =Mn(R).

Soit ϕ : E −→ E,M 7−→ M− tr(M)In.
1. a) Vérifier que ϕ est un endomorphisme de E.
b) Déterminer Kerϕ.
c) ϕ est-il un automorphisme ?

2. a) Déterminer l’ensemble E1 des matrices M telles que
ϕ(M) = M.

Justifier qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de E, préciser sa dimension.
b) Déterminer l’ensemble E2 des matrices M telles que

ϕ(M) = (1− n)M.
Justifier qu’il s’agit d’un sous-espace de E, préciser sa dimension.

3. a) Justifier que E1 et E2 sont stables par ϕ, et supplémentaires.
b) Donner la matrice représentant ϕ dans une base obtenue en concaténant

une base de E1 et une base E2.

Solution (Ex.5 – Un endomorphisme deMn(R))
1. a) Par la linéarité de tr, on vérifie sans peine que ϕ est linéaire.
b) M ∈ Kerϕ ⇒ M = tr(M)In ⇒ tr(M) = tr(tr(M)In) ⇒ tr(M) =

tr(M)tr(In)⇒ tr(M) = ntr(M), et comme n 6= 1,tr(M) = 0.
Or M = tr(M)In donc M = 0. Kerϕ = {0}.

c) ϕ est un endomorphisme de E, de dimension finie n2. Comme ϕ est injectif
(puisque Kerϕ = {0}), ϕ est un automorphisme.

2. a) ϕ(M) = M⇔ M− tr(M)In = M⇔ tr(M) = 0⇔ M ∈ Ker(tr).
E1 = Ker(tr), comme tout noyau, c’est un sous-e.v. de E. Comme tr est
une forme linéaire non nulle (tr : E→ R), Im(tr) = R, rg(tr) = 1, et par
la formule du rang, dim(Ker(tr)) = dim E−rg(tr), donc dim(E1) = n2−1.

b) ϕ(M) = (1− n)M⇔ M− tr(M)In = (1− n)M⇔ tr(M)

n
In = M.

Donc : M ∈ E2⇒ M ∈ Vect(In).

Réciproquement, si M ∈ Vect(In), en écrivant M = αIn,
tr(M)

n
In =

αn

n
In = αIn = M donc M ∈ E2.

Donc E2 = Vect(In), sous-espace vectoriel de dimension 1 de E.
3. a) On a déjà dim(E1) + dim(E2) = n2 = dim(E).

Soit M ∈ E1 ∩ E2. Alors tr(M) = 0 et ∃α ∈ R,M = αIn.
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Alors 0 = tr(M) = tr(αIn) = αtr(In) = αn, donc α = 0 puisque n 6= 0.
Donc M = 0.

b) Soit B = (A1, . . . ,An2−1,B) une base de E avec Ai ∈ E1 pour 1 6 i 6
n2 − 1 et B ∈ E2. Alors
∀i ∈

[[
1 ; n2 − 1

]]
, ϕ(Ai) = 1×Ai et ϕ(B) = (1− n)B.

Du coup, la matrice deMn2(R) représentant ϕ est la matrice diagonale :
matB(ϕ) = diag(1, . . . , 1, 1− n)

Exercice 6 Rang et trace d’un projecteur
Soit p un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n tel
que :

p ◦ p = p.

1. a) Démontrer que Im(p) = {u ∈ E, p(u) = u}.
b) Démontrer que Im(p) et Ker(p) sont supplémentaires.

2. Montrer que rg(p) = tr(p).

Solution (Ex.6 – Rang et trace d’un projecteur)
1. a) • ∀u ∈ E,

(
u = p(u)

)
⇒
(
u ∈ Im(p)

)
.

• Soit u ∈ Im(p). Alors : ∃v ∈ E, p(v) = u.
Donc p(u) = p2(v) = p(v) = u.

b) • Soit u ∈ Ker(p) ∩ Im(p). Comme u ∈ Im(p), p(u) = u. Comme u ∈
Ker(p), p(u) = 0. Donc u = 0. Bilan : Ker(p) ∩ Im(p) = {0}, l’inclusion
réciproque étant évidente (pour mémoire, Ker(p) et Im(p) sont des sous-
espaces vectoriels E...). Ainsi, Ker(p) et Im(p) sont en somme directe.
• Par le théorème du rang : dim(Ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(E).
Conclusion : Ker(p)⊕ Im(p) = E

2. Dans une base B adaptée à la décomposition Im(p)⊕Ker(p) = E,

MB(p) =

(
Idim(Im(p)) 0

0 0dim(Ker(p))

)
=

(
Irg(p) 0

0 0n−rg(p)

)
Par conséquent, rg(p) = tr(p).

Exercice 7 Trace et crochets

Soit n ∈ N∗. Existe-t-il deux matrices A et B dansMn(K) telles que

AB− BA = In ?

Solution (Ex.7 – Trace et crochets)
tr(AB − BA) = tr(AB) − tr(BA) = 0 et tr(In) = n. Comme n 6= 0, il est
impossible que AB− BA = In...

Exercice 8 Matrices particulières
Soit n un entier naturel au moins égal à 2. Dans E = Mn(R), on considère
les sous-espaces vectoriels :

Sn = {M ∈ E,MT = M}, An = {M ∈ E,MT = −M},
In = {(mi,j) ∈ E, (i 6 j)⇒ mi,j = 0} et
Dn = {(mi,j) ∈ E, (i 6= j)⇒ mi,j = 0}.

1. Les sous-espaces suivant sont-ils supplémentaires dans E :
(i) Sn et An ? (ii) Sn et In ? (iii) An et In ?

2. Montrer que : An, In et Dn sont supplémentaires dans E.

Solution (Ex.8 – Matrices particulières)

1. (i) Analyse – Soit M ∈ E. Supposons qu’il existe S ∈ Sn et A ∈ An telles
que M = S + A. Alors MT = S−A, et du coup

S =
1

2
(M + MT) et A =

1

2
(M−MT).

Synthèse – Soit M ∈ E, soit S =
1

2
(M + MT) et A =

1

2
(M−MT). On vérifie

sans problème que S et A sont respectivement symétrique et antisymétrique.
Et l’analyse assure l’unicité de la décomposition.

Sn ⊕An = E.
(ii) Analyse – Soit M ∈ E. Supposons qu’il existe S ∈ Sn et B ∈ In telles
que M = S + B. Alors :

∀i 6 j, si,j = mi,j , bi,j = 0, ∀i < j, si,j = mj,i, bi,j = mi,j −mj,i.
Synthèse – Soit M ∈ E, soit S et B définie par les relations précédentes.
On vérifie sans problème que S et A sont respectivement symétrique et
strictement inférieure. Et l’analyse assure l’unicité de la décomposition.

Sn ⊕ In = E.
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(iii) In 6∈ An et In 6∈ In donc ... An + In 6= E.
Sn et In ne sont pas supplémentaires.

2. On montrer successivement que :
In ∩ Dn = {0} (strictement inférieure et diagonale ... donc nulle)
An ∩ (In +Dn) = {0} (antisymétrique et inférieure ... donc nulle)
Donc la somme est directe.
Soit M ∈ E. On pose :
D = diag(m1,1, . . . ,mn,n) ∈ Dn,
A ∈ E telle que : ∀i < j, ai,j = mi,j et aj,i = −mi,j et ∀i, ai,i = 0, de sorte
que A ∈ An,
B ∈ E telle que : ∀i 6 j, bi,j = 0 et ∀i > j, bi,j = mi,j −mj,i, de sorte que
B ∈ In.
Alors M = D + A + B.
Donc E = An + In +Dn.
Ainsi ces trois sous-espaces sont supplémentaires dans E.

Exercice 9 L’endomorphisme « transposition »
Soit f :Mn(K)→Mn(K),M 7→ tM.
Déterminer f2, Im(f), Ker(f), rg(f), tr(f) et det(f).

Solution (Ex.9 – L’endomorphisme « transposition »)
f2 = IdMn(K), donc f est un automorphisme involutif (f−1 = f), donc
Im(f) =Mn(K), Ker(f) = {0}, rg(f) = dim(Mn(K)) = n2.
Dans une base obtenue en concaténant une base du sous-espace vectoriel

Sn(K) des matrices symétriques, de dimension
n(n+ 1)

2
, et une base du sous-

espace vectoriel An(K) des matrices antisymétriques, de dimension
n(n− 1)

2
,

qui sont supplémentaires, la matrice de f est diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1) et :

tr(f) =
n(n+ 1)

2
× 1 +

n(n− 1)

2
× (−1) = n,

det(f) = (−1)

n(n− 1)

2 .
1. Polynôme minimal

Soit n > 2. Soit A une matrice deMn(K).
a) Justifier que la famille (In,A, . . . ,A

n2
) est liée.

b) En déduire l’existence d’un polynôme P non nul tel que P(A) = 0.

Un tel polynôme est qualifié de « polynôme annulateur de A ».

c) Soit D = {n ∈ N/∃P ∈ K[X] \ {0} tel que P(A) = 0 et deg(P) = n}.
Justifier qu’il existe d déf.

= min(D), et qu’il existe un polynôme µA unitaire
de degré d tel que µA(A) = 0.

d) Montrer que, si P est un polynôme de K[X] annulateur de A, alors il
existe Q dans K[X] tel que P = QµA.

e) Montrer que µA, défini en 1.c), est unique.
f) En déduire que l’ensemble Z(A) des polynômes annulateurs de A est :

Z(A) = {QµA,Q ∈ K[X]}.

Ce polynôme est qualifié de « polynôme minimal de A ».

2. Un polynôme divisible par son dérivé
Soit P un polynôme unitaire (donc non nul) de K[X] tel qu’il existe α dans
K vérifiant :

XP′ = αP.

a) Montrer que α = deg P.
b) On suppose que P′ possède une racine β non nulle d’ordre de multiplicité

µ.
i – Quelle est l’ordre de multiplicité de la racine β de XP′ ?
ii – Justifier que β est racine de P. Quelle est l’ordre de multiplicité de

la racine β de P ?
iii – En déduire que P = Xα.

3. Application à une équation matricielle
Soit A et B deux matrices deMn(K) vérifiant :

AB− BA = A.

a) Que peut-on dire de tr(A) ?
b) Montrer que, pour tout k de N,

AkB− BAk = kAk.

c) Justifier que, pour tout P ∈ K[X],
P(A)B− BP(A) = AP′(A).

d) En déduire que µA = Xd. Que peut-on dire de A ?
e) Donner un exemple de deux matrices non nulles A et B deM2(K) véri-

fiant AB− BA = A.
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Solution (Ex.9 – L’endomorphisme « transposition »)
1. Polynôme minimal

a) La famille (In,A, . . . ,A
n2

) est liée car elle compte n2 + 1 vecteurs d’un
espace vectoriel de dimension n2.

b) Par conséquent, il existe n2 +1 coefficients (ak)06ak6n2 non tous nuls tels

que
n2∑
k=0

akA
k = 0. Avec P =

n2∑
k=0

akX
k, on a P(A) = 0.

c) D = {n ∈ N, ∃P ∈ K[X]/P(A) et deg(P) = n} est une partie non vide de
N, donc elle admet un plus petit élément d déf.

= min(D).
Il existe donc (au moins) un polynôme Π de degré d tel que Π(A) = 0.

Soit ad le coefficient dominant de Π. Alors µA
déf.
=

1

ad
Π convient.

d) Soit P un polynôme de K[X] annulateur de A. Effectuons la division
euclidienne de P par µA : P = QµA + R avec deg(R) < d.
Alors R(A) = P(A)−Q(A)µA(A) = 0. Donc R est un polynôme annula-
teur de A de degré strictement inférieur à d. Par définition de d, R = 0.
Donc il existe bien Q dans K[X] tel que P = QµA.

e) Réciproquement, si P = QµA, alors P(A) = 0.
On en déduit bien que : Z(A) = {QµA,Q ∈ K[X]}.

2. Un polynôme divisible par son dérivé
Soit P un polynôme non nul de K[X] tel qu’il existe α dans K vérifiant :

XP′ = αP.

a) Soit d le degré de P. Le coefficient dominant de XP′ est d et celui de αP
est α donc α = d = deg(P).

b) On suppose que P′ possède une racine β non nulle d’ordre de multiplicité
µ.
i – L’ordre de multiplicité de la racine β de XP′ est encore µ (β n’étant

pas racine de X).
ii – P(β) = βP′(β) = 0 : β est racine de P. L’ordre de multiplicité de la

racine β de P est :
• µ+ 1 par la propriété liant multiplicité et dérivation,
• µ par l’égalité P = XP′ ...
d’où PROBLÈME ! ! !

Donc P′ ne possède par de racine non nulle.
iii – L’unique racine de P′ est 0, et de multiplicité d − 1 = α − 1. Donc

P′ = αXα−1. Donc P = Xα + c. Or P(0) = 0P′(0) = 0. Donc c = 0
et P = Xα.

3. Application à une équation matricielle
Soit A et B deux matrices deMn(K) vérifiant :

AB− BA = A.

a) tr(A) = tr(AB)− tr(BA) = 0.
b) La propriété est vraie au rang k = 0 (et k = 1).

Supposons-la vraie à un rang k quelconque. Alors :
Ak+1B−BAk+1 = AAkB−ABAk + ABAk −BAAk = A(AkB−BAk) +
(AB− BA)Ak = AkAk + AAk = (k + 1)Ak+1.
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout k de N.

c) Soit P =
∑
k>0

akX
k ∈ K[X].

P(A)B − BP(A) =
∑
k>0

akA
kB − B

∑
k>0

akA
k =

∑
k>0

ak(A
kB − BAk) =∑

k>0

kakA
k = A

∑
k>1

kakA
k−1 = AP′(A).

d) Appliquons c) à µA : 0 = Aµ′A(A). Donc Xµ′A ∈ Z(A). Donc : ∃Q ∈
K[X],Xµ′A = QµA. En raison des degrés, Q est un polynôme constant,
disons Q = α.
Alors Xµ′A = αµA avec µA non nul et unitaire. Par 2., µA = Xd.
Ainsi A est nilpotente (d’ordre de nilpotence d).

e) Partons de A =

(
0 1

0 0

)
, nilpotente et de trace nulle et B =

(
a b

c d

)
.

AB− BA = A⇔

(
c d− a
0 −c

)
=

(
0 1

0 0

)
⇔

{
d− a = 1

c = 0

B =

(
0 0

0 1

)
convient.

Exercice 10 Puissance d’un endomorphisme de C2[X]
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PC Chap 05 - Espaces vectoriels, endomorphismes et matrices –

Soit E = C2[X] et f l’application définie sur E par

∀P ∈ E, f(P) = XP + P′(0)X− 1

2
P′′(0)X3.

1. a) Montrer que f est un endomorphisme de E.
b) Déterminer la matrice M représentant f dans la base canonique B de E.
c) Déterminer le rang, le noyau et l’image de f .

2. Calculer An pour tout n > 2.
3. On définit l’application g sur E par

∀P ∈ E, g(P) = (P + P′)(0)× (X + X2).

Montrer que, pour tout n > 2,

fn = g.

Solution (Ex.10 – Puissance d’un endomorphisme de C2[X])
1. a) • On montre sans problème la linéarité :

∀λ ∈ C, ∀(P,Q) ∈ E, f(λP + Q) = λf(P) + f(Q).
• On a bien, pour tout P ∈ E, f(P) ∈ C[X]. A-t-on f(P) ∈ C2[X] ?
On remarque que :
f(1) = X ∈ C2[X],
f(X) = X2 + X + 0.X2 = X + X2 ∈ C2[X],
f(X2) = X3 + 0.X−X3 = 0 ∈ C2[X],
donc par linéarité, pour tout P de C2[X], f(P) ∈ C2[X].
On peut aussi raisonner en utilisant :

f(aX2 + bX + c) = aX3 + bX2 + cX + bX− 1

2
× 2aX3 = (b+ c)X + bX2.

• Donc f est bien un endomorphisme de E.

b) Les calculs précédents donnent M =

 0 0 0

1 1 0

0 1 0

.

c) Déterminer le rang, le noyau et l’image de f .
rg(f) = rg(M) = 2, donc dim Im(f) = 2, Im(f) =
Vect(f(1), f(X), f(X2)) = Vect(X,X + X2) = Vect(X,X2) et
dimKer(f) = 1, Ker(f) = Vect(X2) puisque f(X2) = 0.

2. On a : A2 =

 0 0 0

1 1 0

1 1 0

 et A3 = A2, donc par récurrence : ∀n > 2,An =

A2.
3. • On vérifie sans problème que g est un endomorphisme de E.
• g(1) = X + X2, g(X) = X + X2 et g(X2) = 0 doncMB(g) = A2.
Comme ∀n > 2,MB(fn) =MB(g), on a : ∀g > 2, fn = g.
Ou de façon équivalente, deux endomorphismes sont égaux si et seulement
si ils coïncident sur une base (par linéarité...).
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