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Se méfier des opérations algébriques, méme simples !

1
Soit, pour tout n de N*, f,, : RT — R définie par :  f,(z) =z + —.
n

1. Etudier la limite simple de la suite (f,,). La convergence est-elle uniforme ?
2. Etudier la limite simple de la suite (f2). La convergence est-elle uniforme ?

3. La suite (f2) converge-elle uniformément sur tout segment de [0; a] de R ?

Solution (Ex.1 — Se méfier des opérations algébriques, méme simples!)

1. Soit z € RT. lirf fn(x) = x, donc la suite (f,,) converge simplement sur R+
n—-+0oo

vers f: RT = R,z — x.
Yn € N*,Vz ¢ RT,

1
- —0.
n n—+oo

Ainsi la suite (f,,) converge uniformément sur R* vers f.

vn e N lfn = fllo =

donc :

o) = F@)] =

2. Soit z € R*. ngrfoo f2(z) = 2*, donc la suite (f?) converge simplement sur R+
vers f2:RT = R,z — 2.
VYn € N*, Vo € RT, |fﬁ(m) — f2(a:)| = 2% % .
Posons : Vn € N*,  z, 4 . Alors :
Vn € N*,Vz e R*, |f2 — X xn)}=’2+nl2'>2
donc : Vn e N*, ||f, — f||oO > 2 et (||fn — fllo)n ne tend pas vers 0.
Ainsi la suite (f2) ne converge pas uniformément sur R* vers f2.
3. Soit a > 0.
VneN*Vzel[0;a], |fi(x)-— |— 1
donc : Vn € N*,  |[fn = fllsc (0;a] = 2a + 7 et (an — fllo.[0;a])n tend vers 0.

Ainsi la suite (f?2) converge uniformément sur tout segment [0; a] vers f2.
Moralité : la convergence uniforme ne supporte pas nécessairement les opérations
algébriques Simples

,,,,,,

- de I'identité f2 — f2 = (f, —
—0>, mieux vaut maitriser || f, + f|
n—

)(fn+f), on pressent
, ce qui ici n’est

f2Hoo

le cas que sur des intervalles bornés...

Exercice 2| Réfuter une convergence uniforme

Soit, pour tout n de N, f,, : [0; /2] — R définie par :

que pour que Hf,% —

fn(x) = nsin(x) cos™(z).
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1. Etudier la limite simple de la suite (f,,).

2. Montrer que la suite (f,,) ne converge pas uniformément sur [0; 7/2] :
/2

fn(x)da;

3. Etudier la convergence uniforme sur [a; 7/2] avec a > 0.

a) — en calculant

0
b) — en montrant que (||f, — ne tend pas vers 0.

Solution (Ex.2 — Réfuter une convergence uniforme)
Soit, pour tout n de N, f,, : [0; 7/2] — R définie par
fn(x) = nsin(z) cos™(z).
1. Etudier la limite simple de la suite (f,,).
e Pourz=0o0uxz=m/2ona:VneN
e Soit z €]0; 7/2[. Alors cos(z) €]0; 1].
Or pour tout ¢ € ]0; 1[, ng" = nexp(nlng) =

fn(@) =0 - 0.

0 car —In(q) > 0.

e(_ln(])” n——+oo
Donc : ncos™(x) —— 0, done : f,(z) —— 0.

n—-+o0o n—-+oo
La suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0; 7/2].

/2
2. a) /0 frn(x)dz = nj—l

w2 N 1
0 _n+1 n—+4oo

[— cos™ ! (2)]

/2
Si la convergence était uniforme, / frn tendrait vers / 0=0.
0 0

Donc la convergence n’est pas uniforme.
b) En analysant la preuve de la convergence simple, on peut remarquer que si ¢ = 1,

ng™ —— 4o00. Débrouillons-nous pour que cos(z) ~ 1...
n—-+o0o

1
Soit (x,,)n une suite tendant vers 0, par exemple x,, e 2 (Vn > 1).
n
nln (cos(z,)) ~ mn(cos(z,)—1) ~ T ~ —i.
n n—-+oo n n—-+oo 2 n—-+oo 2n
Alors : cos™(x,) —— exp(0) =1 et nsin(z,) ~ nzx, —— 1.
n—-+oo n—-4oo n—-4o0o
Ainsi :
o YneN, =z,€[0;n/2],
. 1
o nll)rf fa(zy) =1donc: IN e N*, Vn =N, fp(z,) = 3
Alors : Vn > N, |[fn — follo, = § et (|| fn — 0[], )n ne tend pas vers 0.

Donc la convergence n’est pas uniforme.

3. Avec l'étude précédente, on pressent que le probléme est en 0. Soit a € |0; 7/2].
Par croissance de sin et décroissance de cos :
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Vo € [a;7/2], fo(z) = nsin(r/2)cos"a = ncos™a donc [[falls (4,7/2) < En majorant
n cos™ a. ' T " T xsinx T
n(x)de — () — d dz < —d
Et comme cosa € [0; 1], lilf ncos”" a = 0. / Jn(z)dx / J(@)d / o (@) dz < /0 ntz o /0 n
n—-+oo
w2
Par encadrement : |[fpll o (4, r/2) _)—m>0. / fulz dx—/ flz \;,

Donc (f,,) converge uniformément vers 0 sur [a; 7/2].

Permutation limite/intégrale : les 3 méthodes usuelles

nsinx

n+ax’
On se propose de montrer par trois méthodes & maitriser que

Soit pour tout n € N*, f,, : [0; 7] > R,z —

s s
Jin ([Mheas) = [7 i f@ar=2 @)
Mountrer que (f,) converge simplement vers f © gin sur [0; 7] et calculer
s
f(z)dz.
0
Comme en premiére année.
s ™
En majorant / fn(z)dz —/ f(z)dz|, montrer ().
0 0
Par convergence uniforme.
Montrer que la convergence de (f,,), vers f est uniforme et justifier (f).
Par convergence dominée.

Proposer une fonction intégrable dominant toutes les f,, et conclure par le théoréme
de convergence dominée.

Solution (Ex.3 — Permutation limite/intégrale : les 8 méthodes usuelles)

nsinx

Soit pour tout n € N*, f,, : [0; 7] > R,z —

n+x’
On se propose de montrer que
i ([ )= [ =2

par les trois méthodes & maitriser.
1. Soit z € [0; 7).

Ful@) = nsinx

donc (f,) converge simplement vers f a

' = " =2...si!
/Of(x)dx /Osm(x)dx 2... si

Comme en premiére année.

nsinx

~J
n—-+oo

sin x,

~
n -+ x n—+oo n

“sin sur [0; 7].
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donc par encadrement :

(#)-

fn(x)d:v—/o flz)dx

— 0, ce qui démontre
n—-+oo

3. Par convergence uniforme.
rsinx T m
Ve € [0; 7] |fu(z) — f(z)] < < —, donc ||f, — fllo, < — et par encadre-
n-+x n n
t: — —— 0.
ment : [|fo ~ fllag ——>0
La convergence de (f,), vers f est uniforme. Comme toutes ces fonctions f,, sont
continues sur le segment [0; 7], la permutation intégrale/limite est licite, ce qui
justifie ().
4. Par convergence dominée.
n
Ve € [0;7],¥Yn € N*, |fp(z)| < n < 1 donc z — 1 est une fonction
n+x

intégrable dominant toutes les f,.
Puisque les f,, et f sont continues, le théoréme de convergence dominée s’applique
et autorise la permutation intégrale/limite, ce qui justifie ().

Quelques limites d’intégrales

Justifier 'existence et déterminer les limites des suites suivantes :

1
t

/ cos 5—dt;
Y 3

def /4
2. VneN, Un, g/ tan” tdt;
0

déf.

1. VvneN,

Unp,

oo dt

A /t?L + t—n :

déf.

3. Vn >3,

n
0

Solution (Ex.4 — Quelques limites d’intégrales)
Justifier existence et déterminer les limites des suites suivantes :

1. Les u, existent car les intégrandes sont continues sur le segment [—1; 1].
t
Soit, pour tout n, f, : t+— cos — m , qui est continue.
(fn) converge simplement vers f : ¢+ 1.
Par convergence uniforme :
Par l'inégalité des accroissements finis appliquée a cos avec |cos’| < 1, on a :
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Vte[—1;1] 3

t
cos3n—1‘<1x

0|, donc || fn —

Par encadrement : ||f, — f || P 0et fn LN f.
Alors : lim w, = hm fn t)dt = / f®)dt = / 1dt = 2.
n—-+oo n—+

Par le théoréme de convergence dominée :
Pour tout n, est dominée par la fonction constante f, intégrable. Par le théoréme
de convergence dominée, la permutation intégrale/limite est licite :

/_11 fu(t)dt = /_11f(t)dt = /_11 1dt = 2.

Les v, existent car les intégrandes sont continues sur le segment [0; 7/4].
Pour tout n, f, : t — tan™¢ est continue et dominée par la fonction constante
intégrable sur [0; 7/4] ¢ : ¢t — 1. De plus (f,) converge simplement vers la

lim u, = lim
n—-+00

n— 00

0 site[0;1
fonction continue par morceaux f : t +— ) [ [ Par le théoréme de
convergence dominée, la permutation intégrale/limite est licite :
/4 /4 p-
P = A, SO TOd=g

La convergence n'est pas uniforme [0, /4] ...
En effet, soit : Vn € N*, ¢, = Arctan(27/") (obtenu en résolvant tan” t = 1/2).

Alors : Vn € N*, t, €]0; 7/4[car 27V €]0; 1[ et f,(t) — f(t) = 1/2.
Donc : Vn € N*, |[|fn — fll = 1/2... et (|| fn — f]|o) ne tend pas vers 0.
+oo
def. dt

VYn > 3, wy, = _ .

0 VAL S A
e Fuxistence
fn:]0; o0 = Rt — /7 +t~™ est continue sur |0; +oo [ et prolongeable par

1

continuité en 0 en posant f,(0) =0 car t" +¢~" P ~+00. Donc / fn existe.
- 0

fa(t)

~ ——. Par équivalence de fonctions positives, sachant que I'intégrale
t—+oo {"/2

+o0 n +oo
de Riemann / Y] converge car 5 > 1, / fn converge.
1 1

Donc w,, existe pour tout n > 3.

e Limite simple des f,

Sit>1,t"+t™" ~ t" —— 400 donc fr(t) 0.
t—-+4o00 t—+4o00 t—+o0
1 n
Sit<1,t"+t7" ~ () ——— +oo done f,,(t) —— 0.
t—+oo \ t t—+oo t—+oo
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Sit=1, fo(t) =
Donc la suite (fy,)

sl-

Q

onverge simplement vers la fonction continue par morceaux

0 sit#1
:]0; 400 | = Rt — .
/] | {1/\/5 sit=1
e Domination
VE =1, 6"+t > " donce | f, (1) < t7/2,
Vt <1, t" +t=" > t~" donc |f,(t)] < t"/2.
32 sit<1
Soit : ¢ :]0; 00| = R, t +—> .
v [ 32 sit>1

¢ est continue et intégrable sur ]|0; 400 [ (faussement impropre sur ]0; 1] et
comme intégrale de Riemann sur [1; +oco [ car n/2 > 1).
e Par le théoréme de convergence dominée

Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales impropres

Soit, pour tout n € N*| sous réserve d’existence,
I = /+°° sin(x/n)
"o z(1+a2?)
1. a) Vérifier l'existence de J,, pour tout n de N*.
b) Montrer que la suite (J,), converge, vers 0.

lim
n——+o0o

lim

lim w, =
n—-+00

n—-+00

dzx.

2. Déterminer un équivalent de J,, lorsque n tend vers +oc.

Solution (Ex.5 — Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales impropres)

1. a) Soit n € N*. De la majoration classique : Vz € R,
Vi € R, sin(z/n)
o(1+a?)

|sin z|
1
1422

< z, on tire :

1
< — X
n

“+o0
. 0
Comme / 1722 existe (et vaut 5), J,, est absolument convergente, donc
O x
convergente.
b) De la majoration précédente découle par I'inégalité triangulaire

|l <

Par encadrement, (J,,), est une suite convergente, de limite nulle.

2. Déterminer un équivalent de J,, lorsque n tend vers +oo.
2/n, sin(z/n) N
(1 + 22) no+oo n(1l + 22)

~

Heuristique : comme sin(z/n) , et on peut
n—-+oo
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penser que J, ~ . Etablissons nJ,, —— T
n—-+4oo 2’n, n——+oo 2
x
: sin (7)
Soit, pour tout n € N*, f,, :]0; o0 [ > R,z — nsin(z/n) = n
x(1+ x2?)

= .
Z(1+a2)
n

e Pour tout n de N, f,, est continue.

la fonction continue f : x —

o Vzre]0; +ool, donc (f,) converge simplement vers

% 727
n—+oc 1+

1+ 22

e De la majoration |sin(z)| < |z| vient
Vn e N*Vz €]0; 400,

avec [ continue et intégrable sur |0; 400 |.

[fn(2)] < f(2),

—+oo —+oo
Par le théoréme de convergence dominée, lim frn(x)dz = / f(x)da.
n—-+o0o 0 0
. . m T
Autrement dit : lim nJ, = —,doncJ, ~ —.
n—s—+o0 2 n—+oo 2n

Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales

Déterminer un équivalent lorsque n tend vers +oo de

asr. [ t\"
Uy — 1+(1——) dt
0 n

On pourra commencer par effectuer un changement de variable.

Solution (Ex.6 — Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales)

t
Commengons par poser r = 1 — —, changement de classe C! sur [0; n] :
n

1
Up, :n/ V14 zndx.
0
V14 zhde — 1.

1
Par le théoréme de convergence dominée :
0 n—-+oo

~
n—-+o0o

Exercice 7| Convergence uniforme ?

"1 i 0;1
Soit pourtoutneN*,fn(x):{x n(z) size]0; }

Il s’ensuit que : u, n.

0 siz=0

1. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur [0; 1].

1
lim 2" In(z)dx ?
n—+oo Jq

2. Que dire de
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1
3. Retrouver cette limite en calculant explicitement I'intégrale / 2" In(x)da.
0

Solution (Ex.7 — Convergence uniforme ?)

1. Les f, sont continues sur [0; 1], nulles en 0 et en 1, et dérivables sur |0; 1] avec
£+ x = 2" Y (nln(z) + 1) donc décroissantes sur [0; e71/"] et croissantes sur
—1/n.
[e ; 1].

Done [|fullo = = fule™/") =

Les f,, sont toutes continues sur le segment [0; 1], le théoréme de permutation en
cas de convergence uniforme s’applique :

1 1
2" In(x)dx existe et vaut / 0dz = 0.
0

1 evu
— —— 0. Donc : f,, —— 0.
ne n—+oo

lim
n—-+00 0

3. Par intégration par parties :

/01 2" In(z)de = T ! 0.

n+1)2 n-otoo

Exercice 8| CVU sur R ¢ Sur les segments ?
1
2 .
x? sin (—nx)

0 siz=0

. siz € R*
Soit pour tout n € N*, f,(z) = te .
1. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur R.

2. Soit a € ]0; +oc [. Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur [—a; a].

3. Y a-t-il convergence uniforme sur tout segment du type [a; ] ot a < 87

Solution (Ex.8 — CVU sur R ? Sur les segments ?)
1. ¢ f,(0)=0———0.
n—-+4o0o

e Pour z #0, f,(x) —— 0 car sin(u) —— 0.
n—+00 u—0
Donc f, SALN)
o folz) -0 ~ — ~ T, +00 : f, — 0 n’est pas bornée, il n’y a

rx—4+oc0 Nxr r—+oco N Tr—+oo
pas convergence uniforme.

. De: Vu € R,|sinu| < |u| (IAF par exemple), on tire :
Va € [~a3 a] |fu(e)] < . done |[£, — 0]
donc || f — 0|

a

OO?[_(L;G‘] < n,

_o..1 —— 0 :il y a convergence uniforme sur [—a; a].
oo,[—a;a] n—-+oo

3. Soit @ = max(|a|,|5]) de sorte que [a; f] C [—a; al.
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3.

2.

3.

1.

2.

1.

Alors, par définition d’un « sup », [[fn = Oll g (4. 5] < |lfa = Ollac (0, a)s

— 0 : il y a convergence uniforme

donc par encadrement |[fn — 0[| (4.4 "
? ’ n——+0o0

sur tout segment.

CVU de fonctions de classe 1

Soit, pour tout n de N*, f,, : R — R définie par f,(z)
1.
2.

=y
Montrer que chaque f, est CL.

Montrer la suite (f,) converge uniformément sur R vers une fonction f que l'on
précisera.

f est-elle de classe C' ?

Solution (Ex.9 — CVU de fonctions de classe 1)
1.

Par opérations algébriques élémentaires, les fonctions f, sont de classe @! car V-

est € sur R

Pour z € R fixé, f,(x) P Va2 = |z|, donc (f,) converge simplement sur R
n—-+0o0o

vers f avec f(x) = |z|.
En multipliant par la quantité conjuguée : Vn € N*, Vx € R,

)] = N
|fr(z) — f(z)] \/m+\/x7<n\/v7<\/ﬁ

Donc Vn € N*, || fr, — fl], < ﬁ et [[fn = flloo n—400 0-

Ainsi la suite (f,) converge uniformément vers la fonction f = |.|...

...qui n’est pas de classe C! car |.| n’est pas dérivable en 0.

Exercice 10| Convergence uniforme ?

Soit, pour tout n de N*, f,, : [0; +00[ = R,z —

1
Mountrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f
que 'on précisera.
a) Etablir, pour tout a € ]0; 1] et tout z € R*, (1 +2)* <1+ az.
b) La convergence de (f,) vers f est-elle uniforme ?

Solution (Ex.10 — Convergence uniforme ?)

Soit x > 0.

AT v T2 la suite (f,) converge simplement vers

fix—

1+

Lycée Henri POINCARE
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2.

a) Soit & > 0. Soit g : RT = R,z — 14+az—(14+2)*. ¢'(z) = a(1-(1+z)*"') >0
car o — 1 < 0. g est croissante et nulle en 0, donc positive sur RT.

. 1-(142)Y"  Q+z)Y/" -1
* R*. - < < S
b) Soit n € N* et = € |fn(x) f(x)| ‘ (1 +x)l+l/n (1 +$)1+1/n

1 o 1 < 1
n (1+x)H/n = p
1
Donc : Vn € N*, ||fn*f||oo,]R+<ﬁ’
et par encadrement ||f, — f|| g+ —— 0 : la convergence est uniforme sur
’ n—-+0o0

R+.

Convergence uniforme ?
2"z

Soit, pour tout n de N*| R>Raox— ——.

P Ju 1+ n2na?

1. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f

que ’on précisera.
2. La convergence de (f,) vers f est-elle uniforme sur R ?
3. Etsur [a; +oo[aveca > 07

Solution (Ex.11 — Convergence uniforme ?)
1. Observons que chaque f, est impaire. f,(0) = 0 —+> 0, et pour = # 0,
n—-+0oo
1
fn(l‘) nﬂioo E n—-+4oo 0-
La suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur R.
(1 on 2\ _ on 2n+1

2. Chaque f, est dérivable et : Vo € RT, f/(z) = (1 +n2%7) z(n ’

(14 n2ng2)? ’
1

fl(x) est du signe de 1 — n2"z2. Soit z,, = \/?. Donc f, est strictement
n

croissante sur [0; x,, ] et strictement décroissante sur [z, ; +oo[. Comme f(0) =
n

V2
0= wll)r_{_loo fn(), SUPzer+ |fn(x)| = fulzn) = m Par symétrie, puisque f,, est

impaire,
A /277,
*
— = -
v ENL e = Oller = 5 S oo
et il n’y a pas convergence uniforme sur R.
Soit @ > 0 et lim x, =0, il existe ng € N* tel que : Vn > ng, x, < a.

n—-+oo
Par I’étude précédente, pour tout m > ng, f, est strictement décroissante sur

[a; +oo[ (et positive) donc [[fn — Ol (4, oo = fn(a). Or fr(a) ——— 0 (par
L n—+00
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convergence simple de 1.).

Done [[fn = Ollog (4 400 = 0 et la convergence est uniforme sur [a; 400 |.

Limite d’une suite d’intégrales

Soit, pour tout n de N, f,, : [0; +oo[ 2> R,z = ———.
" 4 e”

1. Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers une fonction f
que ’on précisera.

2. Cette convergence est-elle uniforme ?
+oo 1
3. Déterminer lim —duz.
n—+oo J ™ +e?

Solution (Ex.12 — Limite d’une suite d’intégrales)

e~ ? size[0;1]
1. Soit z € [0; 400 [. fn(z) i fz)= ite siz=1
0 size]l; +oo]

2. Toutes les f, sont continues mais leur limite simple ne ’est pas dons la convergence
n’est pas uniforme.

3. o (fn) cvs, f, e Les f, et f sont continues par morceaux

e VneNVzeRt [fn(z)] < e % et x+> e " est intégrable sur RY.
Par le théoréme de convergence dominée,

+oo 1 400 1 1
dx:/ f(ac)dx:/ e fder=1-—-.
0 0

e

lim —_—
n—+oo J " 4 e”

Limite et équivalent d’une suite d’intégrales
cos T T
et I,= / fn(z)da.
0

On pose, pour tout n de N*, f,, : [0; 7] = R,z —

xr+n

1. a) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,).
b) En déduire lim I,.

n—-+4oo

1
2. Montrer que I,, = o <>
n

Solution (Ex.13 — Limite et équivalent d’une suite d’intégrales)

Ccos X 1
< —
n

1
l.a)Vn>1,Vz € [0; 7], ,donc : Vn > 1, || full . < —.
n

r+n
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Par encadrement, lim ||f,||., =0, donc f, LN
n—4o0o

b) Par convergence uniforme sur un segment de fonctions continues, le
théoréme de permutation donne :

/ 0dx = 0.
0

2. Il s’agit de monter que nl,, — 0.
n—-+oo

lim I, =
n—-+oo n

OnpOSGZVn}l’gn:nfn:[O;W]%R,x’_)w.
n+x

™ ™
Ona:g, cvs, cos, et on peut montrer que lim / gn(z)da = / cos(z)dx =0
n—-+oo 0 0

soit :

evu ™
e parce que g, — cos (par exemple ||g,, — cos|| < —);

n

e parce que le théoréme de convergence dominée s’applique (par exemple Vn >
1,Vz € [0; 7], |gn(x)| < 1... intégrable sur [0; 1]).

g 1
Ainsi : nl, = / gn —>, 1e. [, =0 ()
0 n—0 n

Limite d’une suite d’intégrales
—+oo

—z/n
lim ¢

Déterminer, si elle existe,
n—-+oo 0

14 22 .

Solution (Ex.14 — Limite d’une suite d’intégrales)

—z/n
Soit, pour tout n > 1, f, : [0; o0 = R,z — L
1+ 22
e Pour tout n > 1, f, est continue.
evs 1
° f77,*‘_>f[0,+00[*>R,1"—>m
e festcpm.
1
o Vn > 1,Vx € [0; +oo[,]|fn(z) < i et T I est intégrable sur
[0 +ool.
Par le théoréme de convergence dominée,
oo —z/n
1 pour tout n de N*, / ——dz existe;
0 1 + SCQ
+o0o efa:/n +oo T
= lim ——duz existe et vaut / flx)de = =
n—+oo Jo 1422 0 2

Limite d’une suite d’intégrales

ol
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+0 sin" ()

5 dzx.

L’objectif de I'exercice est de déterminer, si elle existe, lim
n—-+oo 0 €T
sin”™(x)

1. Soit, pour tout n € N, f,, : ]0; +oo[ = R,z — 5
x

Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) sur R*.

2. On pose pour tout n de N, g, = | fn]-
+oo

Etablir que lim gn(x)dz existe et vaut 0.

n—-+oo 0

3. Conclure.

Solution (Ex.15 — Limite d’une suite d’intégrales)

LI 02

Notons que sz x o 2"~2 donc l'intégrale n’existe qu’a partir de n > 2 (pas de
o r—r
. 1
souci sur [1; 400 car g < —; assure l'intégrabilité).
T x
sin”™
1. Soit, pour tout n € N, f,, : ]0; +oo[ = R,z — n 2(3:)
x
1/ six=2kr+7/2,k €N,
ngr}rloo fn(z) = { n'existe pas  siz = (2k+ )7+ 7/2,k €N,

0 sinon
. AV
car ngrfw( 1)™ n’existe pas.
Ale, la suite (f,) ne converge pas simplement.
2. Posouns : g, = |fn|. Alors :
sic=kr+m/2

0 sinon

1
gn,%g:]O;Jroo[%R,xH

(g vaut presque toujours nulle, sauf en des points isolés...)

e Pour tout n > 2, g,, est continue.

(G
e g, — 4.

e g est continue par morceaux.
1 siz€]0;1]
o« Vn>2¥e]0; +00],lga(@)] < p(x) avee pz) = { 1 . .
—  size]l; 4oof
x
(Détail sur ]0; 1] : Vinégalité Vu € R, |sinu| < |u] assure Vz € ]10; 1], g,(z) <
"2 < 1)

¢ étant intégrable sur | 0; +oo [, par convergence dominée :
“+o0

“+oo
lim gn(x)dx = / g(x)dx = 0.

n—-4oo 0 0

Lycée Henri POINCARE

Détail en cas de doute (calcul de 'intégrale d’une fonction c.p.m avec une infinité
de morceaux) :

400 /2 +00  a(k+1l)m+m/2
/ g(z)dz = / 0dz + Z/ 0dz =0
0 0 k=0 km+m/2

3. Revenons aux intégrales initiales grace a l'inégalité triangulaire :
—+o0 +oo
/ fu(z)dz| < / gn(x)da.
0 0

+o0 +oo
Or / gn(x)dz — 0, donc par encadrement : / fa(x)de —— 0.
0 n—-+o0o 0 n—-4o0o

Vn > 2,

Equivalent d’une suite d’intégrales

T In(1+x/n
Déterminer un équivalent lorsque n tend vers +oo de I,, = / (L+z/n)

—— L _‘dax.
o a(lta?)

Solution (Ex.16 — FEquivalent d’une suite d’intégrales)
In(1

e Pour tout n, f, est continue.
o fn%)f:}O; +oo[ = R,z — 0.

e f est continue.

e De 0 < In(l+u) < upour u € R, on tire VnVz, |f,(z)] < fonction

1
1422’
intégrable sur | 0; 400 .

Par convergence dominée, I,, — 0.
n—-+oo

. evs .
En prenant ensuite f,, = ngn, g» —> g: T — avec les g, et g continues, et

1+ 22
Vn, |gn| < g et g intégrable sur ] 0; +oo .
+oo —+oo T
Par convergence dominée, nl,, = / gn(z)de ——— g(z)dzx = —.
0 n——+00 0 2

T
Doncl, ~ —.
n—+oo 2n

L’intégrale se concentre sur f(0)

Soit f : RT — R une fonction continue et bornée.

On pose pour tout n de N*, f, : RT - R,z m
1+ n2z?

+oo
1. Justifier, pour tout n de N*, lexistence de I,, = / frn(z)dz.
0

ol
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fu/n)
14+u2’

+oo
2. Montrer que, pour tout n de N*, I, = / gn(u)du ot g, : u —
0
3. En déduire lim I,.
n—-+oo

4. La suite (f,) converge-t-elle simplement sur [0; +oo[?

Solution (Ex.17 — L’intégrale se concentre sur f(0))
Soit f : RT — R une fonction continue et bornée.

nf(x
On pose pour tout n de N*, f, : Rt - R,z — L
1+ n2a?
1. Soit n > 1. f, est continue, donc l'intégrale n’est impropre qu’en 400, et il existe

une constante M telle que :

n nM M
Ve € RT, ‘fn(m)|<W<@

Or la fonction z — —; est intégrable sur [1; +oo [ (Riemann 2 > 1) donc I,, existe.
x

2. Posons u : x + nx, C! strictement croissante sur ] 0; +oo[ (car n > 0), donc :
—na [T fu/n) e f(u/n)
I u_:m/ du:/ u)du avec g, : u — .
n Tt ; gn(u)du avec gy, T+
3. e Pour tout n, g, est continue;

cvs8 f(O)
n 103 R,
e g, ——¢g:[0; 40— UHl—i—uQ

?

e g est continue;

e VneN*Vuec[0;+oo[,|gn(u)] <

1
Trw? avec u 72 intégrable.
U U

+oo T
Par convergence dominée, lim I, = / g(u)du = §f(0)
0

n—-+o0o
4. La suite (f,) converge-t-elle simplement sur [0; +oo[?

A z fixé dans ] 0; 400,
o sif(x)#0, fu(z) J@) —0

> S n—-+o0o nl‘Q n—-+oo ’
e sif(x)=0, fr(zx) —— 0.

n—+00

Pour z =0, f,(x) = nf(0),
o S f(0)=0, fa(0) ——0,
o si f(0) #0, f,(0) diverge vers oo (précisément sign(f(0)) x 00).
Bilan : il y convergence simple sur [0; +oo [ si, et seulement si, f(0) = 0. Dans ce
cas, la limite simple est la fonction nulle.

Lycée Henri POINCARE 8/8 ol



