PC CHAP 09 - SERIES DE FONCTIONS 20192020
Modes de convergence Soit R P de la séri tiell +°Oh iste of ;
Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions oft @ € K. Far convergence de la série exponentielle, 2) n(x) existe et vau
—1)" n=
1. fo(x) = o (nz21, zeR) 2.g,(z)= ( n ) 5 (n>1, zeR) e’e”® = 1. Donc Z h,, converge simplement vers la fonction constante h : z +— 1.
n?+zx n+x

Solution (Ex.1 — Modes de convergence)

1 1 1
1. Vo € R, |fa(2)] < . donc [|fnlly < 3 Comme ;ﬁ converge, ;fn
n> n>

converge normalement, donc uniformément, donc simplement.

1
1 1 1 1
Ve e R, |gn(x)] < — avec |9 (0)] = . donc ||gn|| o, = o Comme Z - diverge,
n>1
Z gn D€ converge pas normalement.
n>=1
Comme a z fixé dans R, Z gn () vérifie le théoréme des séries alternées car la suite
n>1
1
o est décroissante de limite nulle. Donc Z gn converge simplement.
n+a?) 5
= n)l
De plus, le théoréme donne la majoration :
et | <2 1 1
Ve € R,Vn e N*, |R = < < .
z n R ()] Zgn(m)\n+1+x2\n+l
k=n+1
Par conséquent, (||Ry||,,)n tend vers 0 et la série Z gn, converge uniformément,
n>1
donc simplement.
x .
3. hn(x) = m (n = O, x e [O, “+0o0 D 5. ... puis h,/”(af) (Cf 4-)

CVN sur les segments

Etudier la convergence normale sur [0; +oco [, puis sur [0; a] de : Z
n>=0

—Z

z"e

n!

Solution (Ex.2 — CVN sur les segments)

¢ e~ 7
1. Soit : hy(z) et '
n!

Par croissance comparée : Vo € [0; 400 [,

(n>0, x€[0; 4o0])

B (2) —— 0.
n——+00
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n>=0

Evaluons ||h,|| ..

n—1,—x
Vo € [0; +oo], i

bl (z) = (n —x) : hy est croissante sur [0; n] et dé-

n!
croissante sur [n; oo [, avec h,(0) = hrf hn(xz) = 0, donc ||hy|| = hn(n) =
r—+00
n"e™"
n!

Par I'équivalent de Stirling : [|hy || ~
n—-+0oo

1
Vorn’ vn
par le critére des équivalents pour ces termes généraux positifs, Z [|hn|| o, diverge
n>=0

donc puisque Z diverge,

n>1

et il n’y a pas convergence normale sur [0; +oo .

Cependant, il y a convergence normale sur tout segment [0; a] car dés que n > a,

nLy—a

a'e
hnlloo105a) = Fnla) =

n! '
convergente.

Intégrale et somme

On pose, pour tout n de N, f,, ()

qui est le terme général d’une série exponentielle

size]0;1],

siz=0.

{(1)"+1x2”+2 Inz
0

—+oo
1. Soit z € [0; 1]. Justifier existence, puis calculer :  f(z) et Z In(x).
n=0

2. Montrer que la convergence de la série des f,, est uniforme sur [0; 1].

1 o0 1
e Inx (—=1)™*
3. En déduire I'égalité : /0 T2 T = nEZO W

Solution (Ex.3 — Intégrale et somme)

Remarque préalable :
(—1)nHlg2nt21n g

fu(z) = {0

définit une fonction continue sur [0; 1].

size]0;1],
six = 0.
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400
1. ¢ Pourz=1,VneN, f,(z)=0donc Z fn(x) existe et vaut 0.
n=0
(—2?)"*! donc, puisque —2? € | —1; 1],

e Pourz € [0;1[,VneN, f,(z)
—2?lnx

+oo
fn(z) existe et vaut —a? x —————
o =)

Finalement : pour tout = € [0; 1], f(z) Lef

Soit N € N.

Notons que Rn(0) = 0.
Par le critére spécial des séries alternées, pour = € 10; 1],
+oo

Z (1)t 2 n g

n=N+1
Etudions ¢ :]0; 1] — R,z +— 2*N 4 |Inz| = —2 4 In .
p(l)=0= lin})gp(x), et Ve e ]0; 1],

T—

O'(x) = —(2N +4) 23 Ing — 22N+3 = —22NH3((2N +4) Inx + 1), donc ¢ atteint

R (2)] = < 22N+ In g

1
son maximum en exp <_2N+4>

IN+4Y (1 B 1
2N +4 2N +4)  2e(N+2)

, et par encadrement ||[Ry||,, —— 0 : la convergence
N—+oo

/

_ ' Inz L . N !
ainsi que ——dx par équivalence & la premiére, et
o 1+a? 0

Il vaut —exp (

1
Donc |[Ryl|. € ————
one ||Rxlle 2(N + 2)

est bien uniforme sur [0; 1].

1
Rappelons que / In xdx converge car Inzder = —-1—-—AlnA+ A A—+> -1,
0 —0

$2lnxd Cest
——dz qui es
1+ 22 4

. . 22Ilnx
faussement impropre puisque ———— —— 0.
——dx =

1+22 z2-0
1
/0 1422

1 1,2

z®lnx . .

/ In zdx —/ — 5 d par linéarité.
0 o 1+

Chaque f, étant continue sur [0; 1] et la convergence étant uniforme, la permu-

tation somme/intégrale est licite :

/1x21n:17 +§ 1( )+1 42
——dx = / )" " Inxdx
o 1+2a? —Jo

Une intégration par parties permettra de conclure :

Inz

Lycée Henri POINCARE
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1 2n+3 1 1, .2n+2 1
/ 222 | pde T2 x Inx| — / de =—
0 2n+3 o 0o 2n+3 2n+3
1.2 +0oo n
z’lnx (-1)
dx = ——— et enfi
/0 e = Y Gl et enfin
n=0
1 +oo +o00
1 —1)" -1 n+1
[ tae— oY g =Y S
o 14z — (2n+3) — (2n+1)
Etude de dérivabilité
_1)»
On pose, pour tout n de N et tout = de R, fulz) = (=1) e ",
1+mn?
+oo
et, sous réserve d’existence, flz) = Z fn(x).
n=0

Justifier que le domaine de définition Dy de f est [0; +o0].

. Etudier la continuité de f sur D I

Montrer que f est de classe €' sur [0; 400 .

. a) La convergence de la série Z f1(z) est-elle normale sur [0; +oo[?

n=0
b) Et sur [a; +oo [ pour a > 0 quelconque ?

Solution (Ex.4 — FEtude de dérivabilité)

1. Siz <0, (fn(z)) ne tend pas vers 0 et la série diverge grossiérement.
1
Stz 20, | ——
ix <1 L
théoréme de Leibniz, la série converge.
Donc Dy =[0; +o0].

”z) est une suite décroissante de limite nulle donc par le
n

2. D’aprés le théoréeme de Leibniz,
—+oo
V€ (05 +oo [ Ry(@)| = | Y fule)| < |1 (@)] € ez don
x 3 x|, N\T)| = n\T)| X N+4+1(T \1+(N+1)27OC
n=N+1
1
IRxllo < [z done [[Rnllo =7 0
La convergence est uniforme et pour tout n, f,, est continue sur [0; +oo [ donc f
est continue sur [0; 400 [.
3. Pour tout n, f, est C! sur [0; +o0o[ et on peut raisonner de méme pour la majo-

ration du reste :
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+o00o 1 +oo
g il < =, donc g i ——o.
N N—+o00
n=N+1 00 n=N+1 s

La convergence étant uniforme, la somme f est C! sur [0; +oo .
n n 1 1
— et — est la série harmo-
> %

. / > ! > ~
a) an”oo = |f71(0)| = 1+n2 or 1+n2 n—+oo nn o1

nique divergente, donc par équivalence de termes généraux positifs, puis par
minoration, E || f7 ||, diverge. La convergence n’est pas normale sur [0; +oo .
n=1

b) Soit a > 0. Alors (attention a la place des valeurs absolues!) :
2

=~

n ,
Ve > a,|f (z)] = — T n2€_m < 0 donc :
/ / n’ —na —a\"
A e Ca

—a

et comme e~ € |0; 1], la série géométrique de raison e~* converge, donc par

équivalence de termes positifs, Z 1 fnll s
n>1

Il y a convergence normale sur tout intervalle [a; 400 [ avec a > 0... ce qui

n’entraine pas la convergence normale sur | 0; +oo .

Exercice 5 | Série géométrique dérivée — I

Pour tout n de N, on pose : f, :R =R,z z".

Jla;too| CONVEIgE.

1. Rappeler le domaine de convergence de la série Z fn-

n=0
+oo
2. Soit I=]—1;1[. Onnote S: I — R,z +— an(x)
n=0
a) Montrer que || f,[|,, ; = 1. La convergence de la série Z fn est-elle normale ?

n>=0

b) Soit a € ]0; 1[. Montrer que Z fn converge normalement sur [—a; a].
n=0

“+o0
3. a) Justifier que f est de classe C! et que S’ = Z fl.
=0

—+oo
b) Finalement, que vaut, pour € | —1; 1|, Z na" 1?7
n=1

Solution (Ex.5 — Série géométrique dérivée — I)

Lycée Henri POINCARE

1. Le domaine de convergence de la série géométrique Z frnest]—1;1].
n>1
2.a) Ve € L [fu(2)] < 1donc [|fpl| oy < 1.
1_121 fn(x) =1 donc ||fn||oo,1 > 1.
et

Donc || fall,op = 1.

La convergence de la série Z fn n’est pas normale puisque Z [|fnllooq diverge
n=1 n=1
(grossiérement).
b) Vz € [—a; a],|fn(z)| < a™ donc [[ful[ < a™
lim fn(z) = a" donc ||full 1 = @™
r—a—

Done | full..

La convergence de la série Z fn est normale sur [—a; a] puisque Za"
n>=1 n>=1
converge d’aprés la question 1 (a € 1).

a™.

—asa] =

3. a) La convergence n’étant pas normale sur I, mais normale sur tout [—a; a] C I,
raisonnons d’abord sur I, = [—a; a] ot a €]0; 1].
e Pour tout n, f, est C' sur I,.

. Z fn converge simplement vers S sur I,.

n>1
o Vel |fi(@)| =nlz[""" < na"et |f(a)] = na""! donc ||}l =
na™ 1.
Par le critére de D’Alembert :
(n+1)a"| n+1 el
s a p— a < 1 donc Zna converge.

n=0

Donc E f} converge normalement sur I,. Donc E f!, converge uniformément
n>1 n>1
sur I,.

“+o0
Par ces trois points, S est de classe C! sur tout [—a; a] C]—1;1[etS = Z 1,
=1

+oo
donc S est de classe €' et §' = Z frosur]—1;1]

n=1

+oo
b) D’une part : Ve € | —1; 1[,S(x) = an"il.
n=1

1
D’autre part : Vo € | —1; 1[,S(z) = —— (série géométrique!) donc S'(x) =
1
—x
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+oo
1
Vee]-1;1], [ —
x €] [ T;nm e
4. En montrant que Z f! converge normalement sur tout I, = [—a; a] C|—1; 1],

n=0
2 =
on montre de méme que S est €1 sur | —1; 1[ et S”(z) = e = Zn(n -

n=2

1)z" 2

Techniquement : |[f/|| ;. =7n(n —1)a""? et la convergence de Z n(n —1)a" 2
n=0

reléve du critére de D’Alembert.

Série géométrique dérivée — I

Pour tout n de N*, on pose : f,:R =R,z nz" L

1. Déterminer le domaine de convergence de la série Z .
n>1
+oo
2. Soit I=]—1;1[. Onnote S: I — R,z +— an(a:)
n=1
a) Déterminer [ f, ||, ;- La convergence de la série Z fn est-elle normale ?
n=1
b) Soit a € ]0; 1[. Montrer que Z fn converge normalement sur [—a; a].
n=1
3. a) Montrer que S est continue sur I.
b) Déterminer la primitive de S sur I s’annulant en 0.
“+o0
4. Finalement, que vaut, pour z € | —1; 1], Z nz" 1?7

n=1

Solution (Ex.6 — Série géométrique dérivée — II)

1. Siz =0, Z fo(z) = Z 0 converge, vers 0.

n>1 n>1
Siz#0:
fn_;,_l(l‘) n—|-1
= |z ||.
fn(x) n n—+oo

Par le critére de D’Alembert, la série converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1.

Lycée Henri POINCARE

Silz| =1, |fu(x)] P +00 (# 0!) donc la série diverge grossiérement.
n—-+0oo

Le domaine de convergence de la série Z frnest]—1;1].
n>1
—+o0
2. SoitI=]-1;1] OnnoteS:I%R,xHan(z).
n=1
a) Vo € I,|fn(x)] <n donc ||fu]l < 7.
hr{l fa(z) =n donc ||fnll 1 > n.
T—1— )

Donc [|fulloe = .

La convergence de la série Z fn n’est pas normale puisque Z [|fn]lo g diverge
n>1 n>1
grossiérement.
b) Vz € [~a; al,|fu(x)| < na"" donc || fpll oy < na™"

lim fn(z) =na™"" donc ||fp|| ;= na™ L.
r—a~ ’

n—1

Donc [ falloo na

—aja]l =

! converge d’apreés

La convergence de la série Z fn est normale puisque Z na"”
n=1 n=1
la question 1 (a € 1).
3. a) La série converge normalement sur tout [—a; a] C I donc S est continue sur I.

b) La primitive F de S sur I s’annulant en 0 est définie par

F:xi—)/ S(#)dt.
0

Soit = € 1. Par convergence normale donc uniforme sur le segment [0; 2] — ou
le segment [2; 0] si < 0 —, et continuité des fonctions f,, on peut permuter
somme et intégrale :

T +oo g +oo
F(z) = S(t)dt = Z/ nt"~ldt = Z =
0 =170 n=1 1-=
+00 1
4. Pour z €]-1; 1], T;nx”_l =S(z) =F'(z) = 1-2)2
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