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Exercice 1| Détermination de rayon de convergence

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E un(z) dans les cas suivants :

n=0
241 1
1. un(z) = r 3+ 20 up(2)=e M2 3. wn(z) = n—znz"
n n
n 1
4. uy(z) =nl" 5. up(z) = n—'z?’" 6. un(z)= A 2
n!

Solution (Ex.1 — Détermination de rayon de convergence)
Je note a,, le coefficient de 2™ dans u,(z).

n+1 2 1
1. [InHE b n—|z\—>f|z| donc R = 3.
An2™ n—-+oo 3n2 n—+oo 3
an+1zn+1
2. || =e 271y — 0 donc R = +o0.
2™ n—+4o0o
Ay 2"t ln(n +1) In(n+1) In(n)+1In(1+1/n)
3. | — |z |z| car = ,
apz® | n=too  In(n) n—+00 In(n) In(n)
donc R =1.
an+lzn+1 . .
4. | —/———| =(n+1)|z] ——— 400 donc R = 0 (divergence grossiére dés que
Ap 2™ n—+00
z #0).
n 1)"t+in! \"
5. U -‘rl(Z) _ (n+ ) n |Z‘3 —(1+= | | —> e|Z‘ donc R = 6_1/3.
Un(2) (n+1)n» n —+400
In(n+1)e™ |2|?
6. fi (2)un(2)] = S ol o L done R = v

Rayons de convergence abstraits
—+oo

On suppose que le rayon de convergence de Z anz™ est R €]0; 400

n=0
+oo —+oo a
Quel est le rayon de convergence de E a,2*" ? Et de E —7:2" ?
n!
n=0 n=0

Solution (Ex.2 — Rayons de convergence abstraits)
+oo

e Si|z| < VR, alors |22 <R et Zan(zQ)” converge.
=0
+oon
Si |z| > VR, alors |z2’ >Ret Z an(2°)" diverge.
n=0
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“+ o0

Le rayon de Z anz?" est VR.
n=0

e Soit z € C quelconque. Soit 7 €]0; R

anz" nl (2\" n 1 sz\" . .
=a,r"— (=) =o(apr™) car — (=) ——— 0 par croissance comparée.
n! n! \r n! \r n—+00
o0 +oo
Or E a,r" converge puisque 0 < r < R, donc E —z converge absolument.
n=0 n= O
—+o00
an p . .
Le rayon de E — 2" est infini.
n!
n=0

Autour du logarithme - I

Soit f définie, sous réserve d’existence, par : f : z — In(z? — 5z + 6).
1. Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.

2. Former son développement en série entiére en 0 en donnant le rayon de convergence

a) en factorisant #? — 52 +6; b) en décomposant f’ sous la forme 5 f . + 3 ? =
Solution (Ex.3 — Autour du logarithme - I)
1. 22 =52+ 6 = (2 — x)(3 — x) est strictement positif sur | —co; 2[U]3; 400 [ donc
I'ensemble de définition de f est Dy =] —o0; 2[U]3; +oo .
2. a) Vz € Dy,
f(@)=In(2-2)+In(3-2) =In(2(1 - g)) +1In (3(1 — %)) =In(6) +1In (1 —

g)—i-ln(l—g).

+oon
Dudéveloppement:VtE]—l;1[,1n(1—t)=—2— on tire
x x
Vo e]-2; 2[(desorteque§€]71'1[et§ ]71'1[):
n too "
f(z) Zi— 7—Zanx avec :
ln6 sin=0
vneN, a,= 1 1 3n 4 9n
_ = in>1
2"n 3"n 6"n S

Comme ce développement est obtenu en sommant une série entiére de rayon 2
et une série entiére de rayon 3, son rayon 2. (d’ailleurs il ne saurait dépasser 2
vu Df.

On peut aussi le vérifier par la régle de D’Alembert :

ol
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Ap+1 3n+1 1
~ ~ = =2...
Ap n—+oo 6 X 37 n~>+002donCR
b) f est dérivable sur Dy et :
2z -5
Dy fl(a) = 2
vz €Dy, f'(w) 22 —5x+6
ot o N B aB-2)+BR2—-2) —(a+p)r+3a+28
2—2 3-2  (2-2)3-z2) 22 —5x 46
1 1 1 1 1 1
d’ou : Vx € Dy, f'(z) = — Y i S S S
ou:vVe €Dy ) = — e s T T T ) 3 ST
Par la série géométrique, de rayon 1,
1R o\ 1
Ve e]-2;2], f/(x):—znz_%(2) —32( ) anﬂf avec :
1 1
vneN, b,=-—

on+l - gl

Comme ce développement est obtenu en sommant une série entiére de rayon 2
et une série entiére de rayon 3, son rayon 2. (d’ailleurs il ne saurait dépasser 2
vu Dy.

On peut aussi le vérifier par la régle de D’Alembert...

Primitivons, en observant que £(0) = 1n(6).

Ve e]-2;2] Zanaz avec :
In6 sin=0
VneN, a,=<b,_ n_ on
1:_L_L:_3 +2 sin>1
n 2" 3"n 6"n

Autour du logarithme - I

Former le développement en série entiére en 0 de f : 2 +— In(2? +x + 1) en précisant
le rayon de convergence de la série obtenue.

Solution (Ex.4 — Autour du logarithme - II)

Le trinéme X2 + X 4 1 ne s’annulant pas, f est définie sur R.
3

Pourz #1,224+2+1= 1__3; (somme géométrique), done :
3n T too
Vee|-1;1[, f(x)=In(1l-2%) —In(l—2) Z Z Zansc"
n=1
1 1
——+—=—— sin=23k
avec Vn € N*,  a, = k- 3k

sin:3k+1oun:3k+2'
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Par différence de séries entiéres de méme rayon 1, ce développement est au moins de
rayon 1.

Mais ceci n’est qu'un minimum...

Cependant, si > 1 ,(a,z™) ne converge pas vers 0 et la série diverge grossiérement,
donc le rayon vaut exactement 1.

T.g. exponentiel du type P(n)z™/n'!
3 (n+1)(n-2) ,

Rayon de convergence et somme de : '
n!

n=0

Solution (Ex.5 — T.g. exponentiel du type P(n)x™/n!)
Ona:(n+1)(n—2)=n>-n—-2=n(n—1)—2 donc :

N N N N
(n+1)(n—2)z" (n? —n —2)z" n(n —1)z" z"

HZ:O n! Z n! ng() n! B 27§H -

N n N n o

nz:;(n—Q)!_an:%n Z nz;)n'

On reconnait deux séries exponentlelles convergentes pour tout z de C, donc :
e le rayon de convergence est infini,
o VzeC, S(z)=(22—2)e

Indéfiniment dérivable

Montrer que la fonction f définie par :

six#0

1 siz=0

est C* sur R.

fz) =

Solution (Ex.6 — Indéfiniment dérivable)
+o00 1 +oo 1

1 n
Vo € R*, f(x)z;zﬁx :;mx

n=1
pour z = 0. Donc f est la somme d’une série entiére de rayon infini. Donc f est de
classe C*° sur R.

Exercice 7| Somme d’une série numérique par les S.E.

™. Cette expression est encore valable

—+o0
1
Existence et valeur de S = ; m

Solution (Ex.7 — Somme d’une série numérique par les S.E.)

ol
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“+o0
1 3 n
On observe que S = Z ((/_’_)1) si elle existe. On s’intéresse donc & cette série [l 1= Rz H/ 1_
n(n
entiére. ) n=l 2. Former le développement en série entiére e, 0 de -
n—+ 1 X

YV # 0, nt1® = nin+1) |z ] |z| donc la série converge pour tout g:]-1;1[ = R,z — 2Arctan(z) + In (1 — >

anx™ (n+2)(n+1) n—+00 x

x tel que |z] < 1 et diverge si |z| > 1, donc R = 1.
+o0 n

Vel =11\ {0}, Y=

1
S
(n+1)

T m(l—2),S=1—2In>.
n=1 z 2

Autour de (14 z)*

1
1. Déterminer le développement en série entiére sur |—1; 1[ de  —

V1—a2

donnera une expression explicite a ’aide de factorielles de ses coefficients a,,.

On

1 est développable en série entiére en 0 en précisant
—x
le rayon de convergence et les coefficients de ce développement en fonction des a,,.

En déduire que f : z —

Solution (Ex.8 — Autour de (14 x)%)
1. En prenant o = —1/2 et —x2 —> x dans le DSE de (1 + z)*

Ve € |15 1], Z 2n (Rappel : produit des pairs de 2 &
V1-a2? 22” n'
2n)!
2n : 2"n!, produit des impairs de 1 &4 2n — 1 : (2n) )
2nn!
2n)!
Donc : Vn € N, ag,, = 22(n()')2 et agn+1 = 0.
1+

Vo €)1 1], f(z) = ————

+oo
g b,x™ avec

n=0

“+o0 —+o0
L—z n=0 n=0

an si n pair

bo =ap et Vn>1,b, =a, +an_1 = { , cette derniére écriture

ap—1 Sl n impair

étant valable pour n = 0...

Exercice 9| Séries entiéres et primitives

1. Former le développement en série entiére en 0 de
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3. Etablir le lien entre les deux questions précédentes.

Solution (Ex.9 — Séries entieres et primitives)

1. Par la série géométrique :

+oo
1, —— =) t'"

Par primitivation, qui conserve le rayon :

Vte]-1

too  4ni1 4n+1
X x
V:re]fl,1[,f(w)ff(0)+;4n+1 =TT

. Gréce aux séries usuelles, Vo € | —=1; 1] :
+ +
—2 E RS LA f =
n n
n=1

—1
2n +1 + Z(
Cherchons (ay,)nen tel que g(x

=1
Zan

e C(Clairement : ag = 0.

e Soit n € N pair : n = 2k. Alors :
-1 1

an=—+—=0.
n on

On pouwvait aussi remarquer que g est une fonction impaire...

e Soit n € N impair : n = 2k + 1. Alors :

=2 X (_1)k +2 X%
T 2%k +1 2k +1
4 4
(i) Si k est pair, k =2p (et n=4p+1) a, = pr =

(ii) Si k est impair, k =2p+1 (et n =4p+3) a,, = 0.

e Bilan : sin =1 mod 4 (i.e. n peut s’écrire n = 4p + 1 avec p € N), alors

an, = —, et sinon, a, = 0.
n
+oo 4
Donc g(x) = — gl
9() nz::() in+1

3. Manifestement g = 4 f, ce qui s’explique par

ol
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LN SRS NS SURIE S SUNIE SRS SO AN SURE
1-X* 27 14X2 27 1-X2 27 1+X2 47 \14X 1-X
1 1, 14X 1
se primitive sur | —1; 1] en §Arctan(X) + 1 In . i_ <= Zg(X)
e ou encore en dérivant ¢ : ¢'(z) = ... = 1
: =TT

Exercice 10| Fxpressions fonctionnelles de séries entiéres

Déterminer le rayon de convergence et donner une expression fonctionnelle de

deéf. 1 n def. (=" ,
L f(z) = > 2n+1x2 (eR), |2.g(x)=> ot (TER),
n=0 n=0
def 4]’(91:):5:.o ntp z"oupeN, zeR
3.h(z) = > (2" +3"z" (zeR), |~ —\ p ’ '
n=0

On commencera par calculer (1 — z)j,(z).

Solution (Ex.10 — Expressions fonctionnelles de séries entiéres)
2n

1. Soit € R. En posant u, = * , Untl 22 donc par la régle de
271 + 1 Unp n—-+o0o
d’Alembert, le rayon de convergence de f est 1.
d 1 = 1
Vr € _1;1, 7 - 2n41 — 271:
z€l [ dx Z2n—|—lx Zx 1— 22
n>=0 n=0
Par primitivation de série entiére :
Vee]-1;1] Z;x%ﬂ—ln 1te
Y 2n +1 2 \1-a)’
n=0
1 1+
—In|{—— size|—-1;0[U]|0;1
donc f(z) =< 2z (1—3:) ] (V] [
1 six=0
. o (71)71 n Un+41 N
2. Soit x € R. En posant u, = x", x donc par la régle de
2n+1 Uy n—-+oo

d’Alembert, le rayon de convergence de f est 1.

e Ona:Vze]-1;1[,zg(x?) = Arctan(z) (développement de référence).
Arctan(y/x

g(z) = 7(\[)

Vv
o Parl.:Voze|-1;1[,zg(—2% = ;ln<1+m>
—x
1 1 (1+\/—x>

o0/—=22 \1-v—=

Donc pour z €]0; 1],

Donc pour z € | —1;0[, g(z) =
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e Pourx=0:g(0)=1.
n+1
372" donc |2nt1e

3. Pour z #0, apz” ~ 3|z| : la série converge si
n—

—+oo

anx™ n—-+oo

1
|x| < 1/3 et diverge si |z] > 1/3: R = —.

3
Pour x €] -1/3; 1/3],
“+ o0 “+o00
flz) = Z(Qx)" + Z(Sw)" car ces deux séries converge puisque |2z < 1 et
n=0

n=0

[3z] < 1.
1
J@ == Y ios
<n +p+ 1>
1
4. p _— TP 1 donc le rayon de convergence vaut 1.
n+1 no+oo

("3")

Soit x € | =1; 1[ et p € N*,

+oo n—|—p +oo n+p +o0 n+p
(1 — 2)fp(x) = Z( )x” _ Z( )xn+1 — Z( )xn _
n=0 p n=0 p n=0 p
+0o too
-1 -1
S B )
n=1 p n=1 p p
= n+p—1
Z ( p ):c” par la formule de Pascal.
p—1
n=1
= n+p—1
(-afye) =3 ("I e = (o)
n=0
On obtient la formule de récurrence :
VpeN,Vz € ] -1; 1[, fps1(z) = mfp(x)
+00 1
Comme fo(z) = ;m" =1

VpeN,Vz e]-1;1], fp(l"):ﬁ'

Remarque : on peut aussi procéder en dérivant fp...

Fonctions DSE solutions d’équations différentielles

1. Déterminer les fonctions f DSE sur un intervalle du type | —R; R[ solution de
I’équation différentielle

ol
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(E) : zy" + 2y +zy =0.
Préciser R et donner une expression explicite de f.
2. Méme question pour

(E): 22y’ +day' + (2 —2?)y = 1.

Solution (Ex.11 — Fonctions DSE solutions d’équations différentielles)

1. e Supposons que f est une fonction DSE solution de (E) sur un intervalle
]-R;R[
Ecrivons f(z Zanx

En substituant le developpement en série entiére de f dans (E) et par unicité du
développement, on obtient :

Vn =0, (n+2)(n+3)ant2 = an
2&1—-0

(=1r
(2p+ 1)!
Le rayon de convergence de cette série est infini, et on a :

On obtient : Vp € N, as), = ap et azp1 = 0.

sin(z) :
VreR, f(z)= o siz#0
ap sizx=0
sin(z) .
e Réciproquement, soit k € R quelconque fixé et fr : z — z koosiz#0
k sizx=0

fr étant DSE sur R, fi est de classe C* sur R.
On vérifie par le calcul que f satisfait ’équation (E) sur R tout entier (en séparant
R* et 0).

e Bilan : les fonctions DSE solutions de (E) sont toutes les fonctions :

sin(x) )
N . k 313:#0’

k sizx=0

fr kEeR

(quelconque).

2. e Supposons que f est une fonction DSE solution de (E
]-R;R[

/) sur un intervalle

Ecrivons f(z

Eanx.
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5/6

En substituant le développement en série entiére de f dans (E’) et par unicité du
développement, on obtient :

Yn =2, (n+1)(n+2)a, =ap—2
6&1::0
2&0::1
. 1
On obtient : Vp € N, ag), = m et agpr1 = 0.
D !

Le rayon de convergence de cette série est infini, et on a :

———— siz#0
VeeR, f(z)= 1952
5 sizx=0
h(z) — 1
@) =1
e Réciproquement, soit f:x — 1 *
5 siz=0

f étant DSE sur R, f est de classe C* sur R.
On vérifie par le calcul que f satisfait ’équation (E’) sur R tout entier (en séparant

R* et 0).
e Bilan : 'unique fonction DSE solution de (E) est la fonction :
h(z) —1
j@::r%% 1 T
= siz=0

En passant par l’exponentielle complexe

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série E
n=0

x’ﬂ

(2n+ 1)1

Solution (Ex.12 — FEn passant par ’exponentielle complexe)

v £ 0, ] et 2] 0 donc la séri tout
x , = onc la série converge pour tou
anx" 2n+3)(2n+2) n—too 8¢ b

z et R = 4o00.

Pour x =0, f(z) =
2n+1

Pourx>0:f(x)zz( Z2n+1 —

n=>0 n}O

shy/x
NS

ol
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1)”\/—3(;%+1 sinv/—x

R N Ve BN
PO“”“'“””‘% (2n + 1) \/Tx; ent+ )l J=z
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