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La loi du sauteur en hauteur - Transferts

. 1
Dans un concours de saut, la probabilité qu’un sauteur passe la n°"¢ barre est — et
n
est indépendante des sauts précédents.

On note X le numéro de la derniére barre que le sauteur a franchi avant d’échouer.

1. Donner la loi de X et vérifier que Z PX=z)=1.
TEN*
2. Montrer que E(X) et V(X) existent et les calculer. On observa qu’on a intérét a
commencer par calculer E(X + 1), puis E(X? — 1).

Solution (Ex.1 — La loi du sauteur en hauteur - Transferts)

. Fpc . 11 1 n n

2 E(Xﬂ)t@sﬂmnnﬂ),f 1 o B(X) e 1
) B — (n+1)! 7n=1 (n—1 7 N ’
[e%e] —+o00
ransf. - 1)”(” + 1) 1 exp. lin.
E(X2 _ 1) transf (-Dnn+1) ~_ 1  ew EX2) ™2 611 V(X) =
(X=1) ; (n+1)! Z::Q(n—2)! & E(XT) = e+ 1, V(X)

Exercice 2| Sans espoir ... - Absence d’espérance

Une urne contient initialement une boule noire et une boule blanche.

On procéde & une succession de tirages suivant le processus : a chaque tirage, on
préléve une boule au hasard et on la remet accompagnée d’une autre boule de la
méme couleur. On note T le temps d’attente du premier tirage d’une boule noire.

1. Déterminer, pour n € N*, P(T = n) et vérifier que Z P(T=n)=1.
neN*
2. T posséde-t-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

Solution (Ex.2 — Sans espoir ... - Absence d’espérance)
12 -1 1 1
1. (T=n)"2°22 L = .
23 n n+l nn+1)

1 . ,
2. 7;1 ] diverge, E(X) n’existe pas.

Exercice 3| Somme de deuz uniformes indépendantes - « Convolution »

Soit n € N* et X, Y et Z trois variables indépendantes de méme loi uniforme sur

[1; nl.

Lycée Henri POINCARE

1. Montrer que, pour tout k de [[2; 2n],
PX+Y=k) = >
max(1,k—n)<i<min(n,k—1)
2. En déduire P(X +Y = k) suivant que k € [[2; n]] ou k € [[n; 2n].
n—1
n2

P(X = i)P(Y = k — i).

3. Montrer que P(X+Y =27) =

4. Je lance trois dés justes & six faces numérotées de 1 a 6. Quelles est la probabilité

que la somme de deux des numéros obtenus soit égale au troisiéme ?

Solution (Ex.3 — Somme de deux uniformes indépendantes - « Convolution »)
1. Clairement (X +7Y)(Q2) = [2; 2n]. Soit k € [2; 2n].
[X+Y=k] = U (X=4N[Y=Fk—1]).
i€X(Q) et k—i€Y(Q)
Par incompatibilité de ces événements, puis indépendance des variables aléatoires,
PX+Y =k) = > P(X = ))P(Y = k — i).
1EX(Q) et k—i€Y ()
Précisons la plage de sommation :
(1eX(Qethk—icYQ) e (1<i<netl<k—i<n)
S(l<i<netk—m<i<k-1)
< max(l,k—n) <i < min(n, k — 1)
2. o 2< k< ndoncmax(l,k—n)=1et min(n,k—1)=k—1,

k—1 k—1 1 E_1
]P’(X+Y:k:):;P(X:i)P(Y:k—i):Z;ﬁ:7.
e n+1<k<2ndonc max(l,k —n) =k —n et min(n,k—1) =mn,
- , , "1 2n—k+1
IP’(X—&-Y:k):‘_%: P(X:z)P(Y:k—z):l_kZ =

3. A l'aide du systéme complet d’événements ([Z = k])1<r<n,

IV

IP’(X+Y:Z):zn:P((Z:kz)ﬂ(X—i—Y:Z)):Zn:]P’((Z:k)ﬂ(X—i-Y:kz))
k=1 k=1
1
nS

indép. 1<~ k—1 =1 (n—1n
111_ep. _ _ _ - _ _ - _
=Y PE=RPX+Y=k)=—> =) = =
k=1 k=1 =0
n—1
o2n? -’
4. Avec n = 6, en notant X, Y et Z les numéros des 3 dés,
P(X4+Y=2)UX+Z=Y)U(Y+7Z=X)) ="
6-1 5
PX+Y=Z)+PX4+Z=Y)+P(Y+Z=X)=3x —— = —.
X+ )+ P(X + )+P(Y + ) 3X2><62 51

ol
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Exercice 4| Binomiale et parité - Fonction génératrice et moments

On dispose de 2n + 1 jetons dont une face est noire et I'autre blanche. On lance
simultanément ces jetons.

1. On note B et N respectivement le nombre de faces blanches et noires obtenues.
Quelle loi suivent les variables aléatoires B et N 7
2. a) Pourquoi une seule des deux couleurs apparait un nombre impair de fois ?
b) X désigne la variable aléatoire égale & ce nombre impair. Calculer la loi de X.
3. a) Exprimer la fonction génératrice de X, notée Gy, a l'aide de la fonction
frz— (14+2)H — (1 — )2+l
b) En déduire espérance et la variance de X.

Solution (Ex.4 — Binomiale et parité - Fonction génératrice et moments)

1. B et N suivent B(2n + 1,1/2) (par définition de cette loi).

2. a) En notant B et N respectivement le nombre de faces blanches et noires obtenues,
B + N = 2n + 1 est impair, ce qui est impossible si B et N sont tous les deux
pairs, ou tous les deux impairs. Donc un, et un seul, des deux nombres B et N
est impair.

b) e X(Q)={2k+1,ke [0;n]}.
e Pour tout k de [[0; n]], [X =2k + 1] = [B = 2k + 1JU [N = 2k + 1], cette
réunion étant disjointe.
Par additivité :
2n+1 1 1 1 /2n+1
P(X=2k+1)=2x <2k + 1> 92k+1 92ntl-2k—1 _ 92n (Qk + 1)
3. a) Par la formule du bindéme :
21 2+ 1 "L (241
k ko k k
_ _ 1 -9 .
=3 (M) (e e ()

k=0 k=0

Donc Gx(z) = 22%%]‘(1)

b) E(X) = Gx(1) = gziﬂf’(l) = (2712_2:1)12 . 2n2+ -
B(X(X 1)) = a1 = B2

V(X) = EX(X — 1)) + E(X) — E(X?) = 2n(2n+ 1) +4n+2— (2n+1)> _

4
2n+1
YR

Produit de Bernoulli - Corrélation

Lycée Henri POINCARE

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p. Que peut-
on dire de X2 ?

2. Soit p €]0; 1[. On effectue une suite de lancer d’une piéce amenant “ pile ” avec
la probabilité p et on note, pour tout k € N*|
o Xy la variable indicatrice de I’événement « le k—éme lancer donne “ pile ” »,
e Y} la variable indicatrice de I’événement « les k—éme et (k + 1)—eéme lancers
donnent tous les deux “ pile ” ».
Pour tous k et j dans N*, calculer le coefficient de corrélation p(Yy,Y).

Solution (Ex.5 — Produit de Bernoulli - Corrélation)

1. X(Q) = {0;1} donc X? ne peut prendre que les valeurs 02 = 0 et 1%.
De plus : (X:O@X2:O) et (le(:)X2:1).
Donc finalement X2 = X (et en particulier X? < B(p))

2. Soient k et j dans N*. On a : Yy, = X Xpq1 et Y; = X;X41.
o Sij#k—1etj#ketj#k+1, alors les variables Xy, Xpy1, X; et X411
sont 4 variables distinctes indépendantes, donc Y = XpXpq4q1 et Y; = X;X, 14
sont indépendantes et leur covariance est nulle. Donc p(Yy,Y;) = 0.
o Sij=k,alorsY; =Yy, cov(Yy,Y;) =V(Yk),o(Yr)o(Y;) = o(Yi)? = V(Yg),
p(Yg,Y;) = 1. Ceci n’est pas surprenant puisqu’il y a un lien affine évident entre
Y, et Yj :Yj =1xYg+0...
o Si ] =k + ]., alors YkY] = Xsz_,'_leJ'_Q = Xka+1Xk+2.
Par indépendance, E(Y:Y;) = E(XpXit1Xpt2 = E(Xp)E(Xpp1)E(Xp12) = %
et toujours par indépendance E(Yy) = E(XpXp11) = E(Xz)E(Xy11) = p?. Donc
cov(Yg, Y;) =p* — p* = p3(1 — p).
Calculons V(Yy). Yi(Q) = {0;1} et P(Yp, = 1) = P((Xp = 1) N Xpy1 = 1)) =
P(X) = 1)P(Xj41 = 1) par indépendance, donc P(Yy = 1) = p? et Yy < B(p?).
Par conséquent, V(Y) = p?(1 — p?). Il en est de méme pour Y; : Y; < B(p?).

Alors U(Yk)Jg(Yj) ): \/pzil—pj)\/p2(l—p2) = p?(1 —p?). Finalement
_p(l=p)  pl-p D
N e (e (e R

e Sij=k—1,alors k=341 et en permutant les roles de k et j dans ce qui

précéde, on obtient encore p(Yy,Y;) = %
p

Un produit - Formule des probabilités totales

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0. Soit Y
une variable aléatoire réelle indépendante de X, et suivant la loi uniforme sur {1, 2}.
Soit Z = XY.

1. Donner 'espérance et la variance de Z puis déterminer la loi de Z.

ol
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2. Calculer la probabilité que Z soit paire.

1.

Solution (Ex.6 — Un produit - Formule des probabilités totales)

a) Par indépendance, E(Z) = E(X)E(Y) = )\g = %

De méme : E(Z?) = E(X®)E(Y?) = (V(X) + E(X))E(Y?) = (A + )\2)(2) =
5\ + 5\
2 7 2 2
V(z) = 10)\+1O4)\ -9 _ g)‘Jri)‘z
b) ¢ Comme X(Q2) =Net Y(Q) ={1,2}, Z(2) = N.
e Soit k € N. Comme Y = 2 entraine Z pair :
[Z=2k+1]=[X=2k+1]N[Y = 1]
Par indépendance :

P(Z=2k+1)=P(X=2k+1)P(Y =1) =c >

A\2k+1
202k + 1)
[Z=2k=(X=2kN[Y=1])U(X=KnN[Y=2])

La réunion étant disjointe :
P(Z=2k) =P(X=2kIN[Y=1]) +P(X =k N[Y =2])
Par indépendance :

N )\2k )\)\k
= e 1—e 22
2. P(Z impaire) = Y P(Z = 2k + 1) = ——sh(\) = ———— et P(Z paire) =
= 2 4
34e2A
4

1.

Loi de Pascal - Fonctions génératrices
Soit p € ]0; 1[. Soit (T,,) une suite de variables indépendantes suivant toutes la loi

n
géomeétrique G(p). On pose, pour tout n € N*| S, = ZTk'

k=1
Déterminer pour tout n € N* la fonction génératrice de S,,, et en déduire sa loi.
On pourra observer ce que donne la n-iéme dérivation de la série géométrique...
Soit k > 2. Déterminer la loi de Ty sachant [Sy = k.

On lance plusieurs fois une piéce pour laquelle la probabilité d’obtenir est p. Soit
n € N*. Quel est le rang moyen d’obtention du n—iéme pile ?

Lycée Henri POINCARE
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Solution (Ex.7 — Loi de Pascal - Fonctions génératrices)
n
1. Par indépendance des Ty, Gg, = H Gr,-
k=1

pt

Or pour tout k, Gr,, : t — T donc Gg, : t — p”tnm.
Saisissons-nous de U'indication, pour x tel que |z| <1 :

£ ( 1 ) = n! d’une part

dzn \1—=z (1 —z)ntt ’

a (1) _ & (fz’“) = Jf(n +E)(n+k—1)...(k+1)zF
dzn \1 -2z dan \ &~ P o

+oo
k !
= Z ( —l:'n) zF dautre part.
: !

=0
On en tire : V¢t € [0; 1],

1
1 1 =X k+n-1) Ry
I—q)"  (n—1) kz_o( +k! ) (at)* :kZ_O( +k )thk.
On en déduit : = J=n
e 5,(Q) = [n,+ool,
s o5, = (1 o

—-n

Ceci s’interpréte facilement : S, est le rang d’apparition du n—iéme succés dans
un schéma de Bernoulli. Donc S, (Q) = [n,+o0[. De plus, les suites d’épreuves
favorables a [S, = j] sont les suites de j lancers dont n succés avec le dernier
a la fin, 7 — n échecs, a placer parmi les j — 1 épreuves de rang 1 a j — 1. Cela

j—1
fait <‘7 > suites possibles, deux a deux incompatibles et toutes de probabilité
n

: 1
p"¢?~". Donc P(S,, = j) = <]
j—n

précédent.

)qj ~"p™... ce qui en fait redémontre le résultat

2. Sachant [Sy = k], T1 prend ses valeurs dans [1; k — 1]. Soit ¢ € [1; k£ — 1]

P([Sz =k N[Ty =i _P([Te=k—i]N[Ty =

2=k (T1 = 1) P(Ss = k) P(Ss = k)
Or Ty et Ty sont indépendantes :
o P(Ta=k—)P(Ti=4)  pd" "'pg~' 1
P[Sz=k] (Tl = 7/) - ]P)(Sg — k) - k—1 oo - k—1
L—9 qr°p

ol
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La seule question est de savoir oil a eu lieu le premier des 2 succés, et la moralité est
que ca ne dépend plus de la probabilité de succés, mais est parfaitement uniforme :
la loi de T; conditionnée par [Se = k| est la loi uniforme sur [[1; &k — 1]

in. - n
3. E(S,) 2 S E(T) = —.

Exercice 8| Loi uniforme sur différents supports

1. Calculer Pespérance et la variance d’une variable X de loi uniforme sur [[1; n].

2. Soit a < b deux entiers et Y une variable de loi uniforme sur [[a; b].
a) Déterminer une transformation affine ¢t — ot + 8 envoyant [[a; b]] sur un inter-
valle du type [[1; n].
b) En déduire lespérance et la variance de Y.

3. Soit n € N*. Que valent I'espérance et la variance d’une variable de loi uniforme
sur {—n,—n+2,...,n—2,n}?

Exercice 9| Minimum et mazimum de deux variables géométriques

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi géomé-
trique de paramétre p € ]0; 1].
On pose T = min(X,Y) et Z = max(X,Y).
1. Loi de T, premiére méthode
Pour k£ € N*, que vaut P(X > k) ? En déduire P(T > k) puis montrer que T suit
une loi usuelle dont on précisera le paramétre.

2. Loi de T, seconde méthode

On lance indéfiniment simultanément deux piéces, 'une argentée et 'autre dorée,

ayant toutes deux la probabilité p d’amener pile. On note A et D respectivement le

nombre de lancers nécessaires a I’obtention du premier pile avec la piéce argentée,

respectivement avec la piéce dorée.

a) Quel est laloi de A et de D ? Quelle est la probabilité de I’événement « le premier
lancer améne au moins un pile » ?

b) On note P le nombre de lancers nécessaires a I'obtention du premier pile, sans
distinction de couleur. Quel est la loi de P 7

c) Conclure.

3. Déterminer la loi de Z, vérifier que Z P(Z = k) = 1 et calculer son espérance.
keZ()

Solution (Ex.9 — Minimum et mazimum de deuzx variables géométriques)
Posons ¢ =1 — p.

Lycée Henri POINCARE

Soit g =1 —p.
1. Premiére méthode

Pour k € N*, P(X > k) = ¢! (k — 1 échecs successifs).

P(Z > k) = P(X > KN [Y > k) "E7 gF1gh = g2,
P(Z=k)=P(Z>k)—P(Z > k+1) = ¢*2—¢%* = (¢2)" " (1—¢?) ce qui prouve
que Z suit une loi géométrique de paramétre 1 — g% = p(2 — p).

2. Seconde méthode

On lance indéfiniment simultanément deux piéces, 'une argentée et 'autre dorée,
ayant toutes deux la probabilité p d’amener pile. On note A et D respectivement le
nombre de lancers nécessaires a I’obtention du premier pile avec la piéce argentée,
respectivement avec la piéce dorée.

a) La loi de A et de D est G(p).
b) Soit B 'événement « le premier lancer améne au moins un pile ».

P(B) q?, donc P(B) =1 — ¢%.

c) La loi de P est G(P(B)) = G(1 — ¢?).
d) P = min(A, D) : on retrouve le méme résultat.

e Z(Q) = N*, et pour tout k € N*,

P(Z < k) =P(X <K N[Y <K "E" P(X < k)P(Y < k)

or P(X > k) =P(Y > k) = (1 — p)¥ (les k premiéres expériences sont des échecs),
donc P(Z < k) = (1 — qk)2 (y compris pour k = 0... remarque pour ce qui va
suivre).

Enfin, P(Z=k)=PZ<k)—PZ<k—-1)=(1-¢")?%—(1—-¢"1)?
P(Z=k)=2¢"" = 2¢" +¢** —¢** 2 = 2p¢" " — (¢*)F (1 - ¢%)

indép.

+oo
1
° Dlek:ﬁpourre]O;1[7ontire:
k=0
00 1
P(Z=Fk)=2px —(1-¢%) x =1.
Pt ) plip( q°) T

k=1
+00 1
e De g krh—t = W pour r € ]0; 1[ (obtenue par dérivation de la série
—r
k=1

géométrique), on tire :
E(Z) existe et
1 2 1

1
E(Z):2px2¥—(1—q2)x (1_(]2)2:‘5—

_3—2p
2p—p*> p2-p)

B. Eclosion

4/7 oL



PC

CHAP 14 - VARIABLES ALEATOIRES REELLES DISCRETES

2019-2020

Un insecte pond des ceufs, dont le nombre suit une loi de Poisson de paramétre .
Chaque ceuf a une probabilité p d’éclore. On note X la variable aléatoire égale au
nombre d’insectes nés. Etudier la loi et ’espérance de X.

Solution (Ex.10 — Eclosion)

Notons Y la variable aléatoire égale au nombre d’ceufs pondus.

Le support de X est X(2) = N.

Soit n € N. La loi de X conditionnée par [Y = n] est la loi binomiale B(n, p).

Soit k£ € N. A l'aide de la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements ([Y =n])nen :

foo
P(] |)P k=3 N (MY k1 — )k en tenant
Z fy=n}(X ) = Z ol i )P (1-p) en tenan
n==k ’

compte de P[an] (X =k)=0pourn <k,

NEPE LXAF(L = p) R e )P X (AL - p))’

PIX =K)) = —; —~ (n—h) T
P(X =k]) = e_)\]i#@‘(l_p) = W, donc X < P(Ap).

Par conséquent, IE(X) = Ap.

Antirépartition, puis espérance totale

Deux joueurs procédent chacun a une succession de lancers d’'une méme piéce, la-
quelle obtient pile avec une probabilité p € ] 0; 1] et face avec la probabilité ¢ = 1—p.
Le joueur A commence ses lancers et s’arréte quand il obtient le premier pile. On
note X le nombre de lancers qu’il a effectués.

Ensuite, le joueur B effectue autant de lancers que le joueur A et on note Y la variable
aléatoire égale au nombre de lancers du joueur B ayant donné un pile.

1. Rappeler la loi de X, indiquer Y(Q2) et, pour tout k € N*, donner la loi condition-
nelle de Y sachant [X = k.

2. Calculer P([Y = 0]).
3. Pour tout n € N*, démontrer que :
too n—1
k q
P(Y = — n+1l 2k—n—1 _ S
= =3 () g
4. a) Déterminer, pour tout n > 1, P(Y > n).

b) Montrer que Y admet une espérance dont la valeur est indépendante du para-
metre p.

5. Pour tout k¥ € N*, on note Ejx—)(Y) I'espérance de Y pour la probabilité condi-

Lycée Henri POINCARE

5/7

) & ZHPX K ([Y =n]).

a) Justifier, pour tout k € N*, lexistence de E[X:k]( ) en précisant sa valeur, et
justifier la convergence de la série Z P([X = k])Ex—p (Y).
k=1
b) En admettant que la permutation des sommes est licite, justifier la formule des
l’espérance totale :
ZP

on ne cherchem pas a remplacer les différentes probabilités par leur

tionnelle Pix_j;. Autrement dit : Ex—z (Y

= k))Epx—i(Y) = E(Y).

Indication :
valeur...

c) Retrouver alors la valeur de E(Y).

Solution (Ex.11 — Antirépartition, puis espérance totale)
Jeposeq=1—p
1. X = G(p) et Y(2) =N.
Sachant [X = k], Y compte le nombre de succés dans un schéma de Bernoulli de
k épreuves, donc : V(k,n) € N2,
k n k— n
(F)a

2. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([X
k])ken+ permet d’écrire :

n . k—n

Prx([Y = n]) = (k)p !

0 sin>k

sin<k

+oo

P([Y = 0]) = Y P(X = k)P Zq’“ 'pg* = pqz
k=1
_ Lt a
Pa=g) " 114

3. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([X =
k])ken+ permet d’écrire :
Vn € N*,
400 k
]P; — k—1 n_ k—mn
z x| >t}
k=n
pntl +°O k! ok
= algntl — @)
nlgntt —~ (k—n)!

Et un petit coup de série entiére :

ol
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+oo too
k! & k! b d” 1
11 ke _ .n A n _ n_—
pour z € |—1; [,kz:;l(k_n)!z z k:n(k_n)!z SR (1—z)
(1 —2)ntt
D’ou : . 1
n+ | n-
D 2 n 4
P([Y = = — " =
([ n]) n!qn_,’_l X q (1 _ q2)n+1 (1 + q)n+1
4.a) Vn > 1,
400 +o0 g1
P(Y > n) = P(Y =k) = —
;; kz:% (1+q)™*
qn—l 1

k=n
qnfl
PY>n=——
( ) (1+4q)"
. q
b) Puisque |——
) a 1+q’

n>=1
prouve que E(Y) existe et vaut :

+oo 1 +oo
E(Y) =) P(Y >n) = qu<

qui est bien indépendante de p.

X
L+ttt 1—q/(1+49q)

q n—1 1 1
= X =
1+¢q 1+q¢ 1-—q/(1+9q)

< 1, la série Z}P’(Y > 1) converge. Comme Y () = N, cela

L,

5.a) ¢ La somme définissant Erx_;(Y) n’ayant qu'un nombre fini de termes non

nuls, elle existe et :
k

Ex=r(Y) = Z n(i)p"qk_" = kp, espérance d’une variable de loi B(k, p).

n=0

o P(X = k)Ex—k(Y) = p?kq"! est le terme général d’une série entiere
convergente : la dérivée de la série géométrique de parameétre ¢ € ]0; 1].
+oo

+o0 too
b) > P(X = K)Ex—y(Y) = (IP’([X = k)Y nPx_y(Y = n)) =

k=1 k=1
400 +00

“+ o0

Z Z (nP([X = k) Px—p ([Y =n])) = Z

k=1n=0
+oo
FEUS T nP(|Y = n]) = B(Y)
n=0
c) Retrouver alors la valeur de E(Y).
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400
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Exercice 12| La séquence pile-face par les fonctions génératrices

On counsidére une piéce pour laquelle la probabilité d’obtenir « pile » est p € ]0; 1]
et la probabilité d’obtenir « face » est ¢ et p.
On lance successivement et indépendamment la piéce et on note X la variable aléa-
toire égale au rang d’apparition de la premiére séquence « pile-face ». On convient
de prendre X égale au rang du « pile » de cette séquence.
Ainsi, si les premiers lancers donnent : F1, Fa, P3,F4,Ps, ..., alors X = 3. On note :
o VkeN, ay € PX =k);
e P; (resp. Fy) I'événement “ obtenir « pile » (resp. « face ») au premier lancer ”.
1. a) A l'aide du systéme complet (Py,F;), montrer que :
(V) VkeN*, ap=pFq+qar_1.
b) En déduire que I’événement J « la séquence pile-face n’apparait jamais » est
presque impossible.

N t
2. a) A laide de (©), montrer que : Vvt € [0;1], G(t) = #j—pqtz
b) En déduire E(X).

3. Pour quelle valeur de p 'espérance E(X) est-elle maximale ?

Solution (Ex.12 — La séquence pile-face par les fonctions génératrices)

1. a) A l'aide du systéme complet (Py,F;),

Vk € N* ap = P(Pl)Ppl (X = k‘) + P(Fl)]}bpl (X = k)

indép.

o Pp,(X=k)=P(PyNPsN---NPrNFpy1) "= pk-lq.
Pr, (X = k) = P(« obtenir la premiére séquence PF en k-1 coups ») =
PX=k-1)

Conclusion : Vk € N*, ay, = p*q + qajp_1.

L]
b) J = s [X = k] et par incompatibilité
N

_ +oo +oo
P(J) =Y P(X=k) =) ax
k=1 k=1

Par (©) et comme ap =0,
+00 +00 400 +00 +oo
; ar = q;pk+q ; ar = 1q_pp+q; ay ot (1—¢q) ; ax = p et finalement

400

Zak =1.

k=1

Ainsi P(J) = 1 — P(J) = 0.

2. a) Soit t € [0; 1]. Nous avons : Vk € N*, ayt* = pFqt* + qap_ t*.
En sommant pour k£ parcourant N*, en se souvenant que ag = 0,

ol
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400 “+o0 + oo
k=1 k=1 k=1
—+oo —+oo
G(t) =qpt Y (pt)* ' +qt > ap 1"
k=1 ) k=1
G(t) = gpt x tG(t).
(t)=qp i T4 (t)
pqt pqt pqt
1—qt)G(t) = d G(t) = = .
(1= at)G(t) = 37— done G(?) (=p)(I—qt) ~ Tt +pgf?
1—1t—pqgt®) — pqt(2pgt — 1 1 — pqt
b)WG[O;l]vG,(t):pr( pqt*) —pat(2pgt —1) _ pq(l —pgt)
(1 —t + pqt?)? (1 —t + pqt?)?
1-— 1
EX) =q)= 2l 1
(1-1+pg?> pg
3. E(X) est minimale lorsque pq est maximale.
2
1 1
pqg=p(l—p)=p—p*>=— <p — 2) +1 est maximale si, et seulement si, p = 1/2.
E(X) est minimale si, et seulement si, p = 1/2, et vaut alors 3.
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