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Attention aux erreurs de frappes...

Autres Ecoles - PSI
Algébre
1185. IMT. Soient n € N* et z = e . Soit k € [1,n—1].

a) Donner le module et un argument de z* — 1.

n—1
s
b) Mont ) (k—1’:2 t (7)
) ontrer que 2 yA cotan 2n

1186 . T P E . On se donne trois réels distincts aq, as, as.

Soit ¢ I'application de Ro[X] dans R? définie par o(P) = (P (a1), P (a2), P (a3)).
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme.

b) On note (e;)? la base canonique de R? et Ly = ¢~ (eg).

Montrer que (L)% est une base de Ry[X]. Expliciter les L.

1187. CCINP. a) Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde.

Soit n € N. On souhaite montrer que la famille ((X + &)™)y est libre.
n
Soient ag,...,a, € C tels que Zak(X + k)" =0.
k=0

n
b) Montrer que pour tout p € [0, n], Zak(X +EP=0.
k=0

¢) Montrer que pour tout p € [0, n], 2": arpk? = 0. Conclure .
i=0
1188. CCINP. Soient E un e-v de dimension finie et p, ¢ deux endomorphismes de E.
On suppose que p+q = id et rg(p) +rg(q) < dim E. Montrer que p et ¢ sont des projecteurs.
1189. IMT Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2.
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Soient f,g € L(E) tels que fogo f = f.
a) Montrer que f o g et go f sont des projecteurs.
b) Que peut-on dire des rangs de f, foget go f?
¢) Montrer que f o g est un projecteur sur Im(f) parallélement & un sev contenant Ker(g).
d) On suppose désormais que l'on a en outre go fog = g.
Que peut-on dire des rangs de f et g?
e) Montrer que E = Im(f) ® Ker(g).
1190. ENSEA. Soieat E un espace vectoriel et (f1, fa,..., fn) € L(E)™.
On suppose que f1 + fa + -+ f, = id et que f; o f; = 0 pour tous i et j distincts.
a) Montrer que les f; sont des projecteurs.
b) Montrer que E = @ Im f;.
1<i<n
0 -1 -1

1191. ENSEA. Soit M = -1 0 -1
1 1 2

a) Déterminer I’application linéaire de R? canoniquement associée a M.

b) Montrer qu'il existe A € M3 2(R) et B € M3 3(R) telles que M = AB.

¢) Montrer que BA = I5.

1192. Navale Soit n € N*. Déterminer les A € M, (R) égales & leur comatrice.

1193. CCINP Soient n € N* et, pour 1 < 4,j < n, E; ; la matrice de M, (R)

dont tous les coefficients sont nuls sauf celui en position (7,7) qui vaut 1 .

a) Sil<i,j k£ <n, calculer E; ;Ej .

b) Soit f une forme linéaire sur M,,(R) telle que, pour tout couple (4, B) de M, (R)?,
on ait f(AB) = f(BA). Montrer que f est colinéaire a la trace.

¢) Soit g un endomorphisme de M, (R) tel que g (I,) = I, et, pour tout couple (A, B)



de M,(R)2, g(AB) = g(BA). Montrer que g conserve la trace.

1194. TPE Soient E un espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de F.
a) Montrer que pour tout entier £ € N, Im (fk‘H) C Im (fk)

b) Montrer que s’il existe un entier p tel que Im (fP) = Im (fp+1),

alors pour tout entier k € N, Im (f?) = Im (fP**).

¢) En déduire que Im (f™) = Im (f™*1) .

1195. IMT. Soient u, v, w trois suites vérifiant, pour tout n € N,

Upt1 = dup — vy, — 3wy, , Vnt1 = 3up — 20, — 3Wy, , Wpt1 = Uy — U, — 2wy,

Exprimer u,,, v,, w, en fonction de n, vy, ug, wo

011
1196. IMT. Déterminer les matrices M € M3(R) telles que M2 = [ 1 0 1
1 10
a 0 b
1197. St Cyr Montrer que la matrice A= 0 a+b 0 | est diagonalisable
b 0 a

et trouver ses élements propres.

1198. IMT. On rappelle que si A est une matrice de M,,(K) dont les colonnes sont notées

n
Cy,...,Cy, alors pour tout X = (x1,.. .,xn)T e K" AX = ijCj.
j=1

11111
00010
a) Déterminer le rang de la matrice Z=| 0 0 1 0 0
01000
11111

b) Calculer C; 4+ C5. En déduire un élément propre de Z.
c¢) Calculer C 4+ C5 — C5. En déduire un élément propre de Z.

d) Achever la réduction de Z.

1199. CCINP. Soit f I'endomorphisme de R? canoniquement associé & A =

—_ O =
N O
N = O



Soit ¢ un endomorphisme de R? tel que go g = f.

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

b) On note e; et ez des vecteurs propres de f associés aux valeurs propres 1 et 3 .
Montrer que g (e1) et g (e3) sont aussi des vecteurs propres de f associés & 1 et 3 resp.
c¢) En déduire que e; et eg sont des vecteurs propres de g.

d) L’endomorphisme g est-il diagonalisable ?

e) Déterminer I’ensemble des valeurs possibles pour le spectre de g.

0 —a -b
1200 TPE.Soit M=| a 0 —c | ota,bceR3
b ¢ 0

a) Déterminer un polyndéme annulateur de degré 3 de M.

b) La matrice M est-elle inversible ?

c) Est-elle diagonalisable ?

d) Montrer que les valeurs propres de M? sont négatives ou nulles.

1201. CCINP. Soient E un espace vectoriel de dimension n, £ une forme linéaire non nulle
sur F et a un vecteur de E non nul.

On pose f:z € Ew L (a)x — {(x)a.

a) Montrer que f est un endomorphisme de E.

b) Calculer f(a).

c¢) Déterminer Ker(f).

d) Calculer f(Ker(¥)).

e) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

f) On suppose £(a) = 0. Calculer f?; en déduire un polynéome annulateur de f.

Retrouver le résultat de la question e) ).



1202. CCINP. Soit u un endomorphisme de R? tel que u? = id et u # id.
a) Montrer que 1 est valeur propre de w.

b) Montrer que Ker(u — id) & Ker (u? 4+ u + Id) = R>.

¢) Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u est

O = O
_ o O
O O =

1203 . IMT Soient E = C!(R,R), e; = cos , ea = sin, F' = Vect(e1,e3). Pour tout f € E,
On pose : Ty : t — (10£(0) — 6£7(0)) cos(t) + (12£(0) — 7£'(0)) sin(t).

On pose enfin u : f = T.

a) Montrer que e et es sont linéairement indépendants.

b) Montrer que w est un endomorphisme de E. Est-il injectif ?

c) Montrer que v = u | F' est un endomorphisme de F'.

d). Donner les valeurs propres de v.

1204. Navale. Soient K un corps, f un endomorphisme de rang r d’un K.espace vectoriel
de dimension finie . Montrer que le polynéme minimal de f est de degré majoré par r + 1.
1205. Navale. Soient n € N*, M € M,,(C).

Montrer que [ est la seule valeur propre de M ssi, pour tout k € N* tr (Mk) =n.

1206. CCINP. Soit X € M, ;(R) non nul et A = XX7.

a) Déterminer le rang et le spectre de A.

b) Calculer le polynome caractéristique de A.

c¢) Montrer I'égalite det (I, + A) =1+ XTX.

1207. CCINP. Soit o € C et A = (a'*772),
a) Si a € R montrer que A est diagonalisable.

b) Calculer le rang de A. Ea déduire ses valeurs propres.



c¢) A quelle condition sur « la matrice A est-elle diagonalisable ?

1208. CCINP, a) Soit M € M, (C) et A1,..., A, ses valeurs propres.
n
Montrer que tr (M2) = Z A2,
k=1
b) Pour n > 3, on considére la matrice A € My(R) dont tous les coefficients sont nuls sauf
ceux situés sur les quatre bords, égaux a 1.

Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de A.
1209. CCINP. Soit E = C°([0,1]). Pour f € E, on définit
1 [
P(F)10.1] = R par - o(/)(0) = £(0) et o(f)(x) = /0 f(t)dtsiz £ 0.
a) Montrer que ¢ € L(E).
b) Montrer que 0 n’est pas une valeur propre de ¢.
¢) Montrer que 1 est une valeur propre de @ et trouver I’espace propre associé.
d) Trouver les autres valeurs propres.
1210. CCINP. Soient E un R -espace vectoriel de dimension finie et u € L(F) tel que
3ud = u? +u+id.
a) Montrer que u est bijectif.
b) Montrer que pour tout k € N, u* est combinaison linéaire de u?, u et id.
¢) Est-il possible que u soit diagonalisable 7 non diagonalisable ?
d) Qu’en est-il sur un C -espace vectoriel 7
1211. CCINP. Soit u un endomorphisme de R* qui vérifie u? + u? 4+ u = 0.
a) Déterminer Ker(u) N Ker (u? + u + Idgn).
b) Montrer que Im(u) = Ker (u? 4+ u + Idgn) puis montrer que R" = Ker(u) @& Im(u).
c) Soit v I'endomorphisme de Im(u) induit par u.

Que représente le degré du polynoéme caractéristique de v par rapport a u?



d) Montrer que 0 n’est pas valeur propre de v, puis en déduire que le rang de u est pair.
1212. CCINP. Pour A € My(K), on note fa: M € My(R) — AM.

a) Montrer que f4 est an endomorphisme de M, (R).

b) Montrer que si A2 = A alors f4 est un projecteur.

¢) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si f4 lest.

d) Construire une matrice propre de f4 a 'aide d’un vecteur propre de A.

e) Construire un vecteur propre de A a I’aide d’une matrice propre de f4.

f) En déduire que Sp(A) = Sp(fa).

1213. Navale a) Diagonaliser la matrice M = ( 1 le )

. A 4A —A 0
b)SOﬂAEMn<C)7B:<A A)etC:< 0 3A>'

Montrer que B et C' sont semblables.

1214 . CCINP. Soient A € M,,(C) et B = ( I 61 >

a) Exprimer le rang de B en fonction du rang de A.
b) Trouver une relation entre X 5 et X 4.
En déduire le spectre de B en fonction du spectre de A.
c¢) Déterminer les dimensions des espaces propres de B en fonction de celles
des espaces propres de A.
d) Montrer gxe B est disgonalisable si et seulement si A est diagonalisable et inversible.
1215. TPE. On note E = C,[X].
Soient F' et G deux polynoémes n’ayant pas de racine commune.
On suppose que G est de degre n + 1 et scindé a racines simples ;
on note ag, ..., a, ses racines.

On note ¢ l'application qui a P € B associe le reste de la division euclidienne de F' par G.



a) Montrer que ¢ est un autormorphisme de E.

X —a

b) Pour i € [0,n], en nole L;(X) = | | ( aj).
a; — aj
gt

Montrer que (Lo, ..., L,) est une base de E.

¢) L’endomorphisme ¢ est-il diagonatisable ?

1216. IMT. Soient B un espace vectoriel muni d’une base (eq,...,e,) et v un vecteur de E.
Soit f I'endomorphisme de E tel que f(e1) =---— f(en) = v

a) Quel est le rang de f 7

b) Discuter de la diagonalisabilité de f en fonction du vecteur v.

1217, CCINP. Soir w un endomorphisme d’un espace vectoriel F de dimension finie.

On suppose que 0 est racine simple du polynéome annulateur de wu.

a) Montrer que Ker(u) = Ker (u?).

b) Montrer que si u est nilpotent alors u est nul.

1218. CCP. Soit u € C (C™).

a) Montrer que si u est diagonalisable alors u? aussi.

b) Montrer que la réciproque est fausse.

c) Soit A € C*. Montrer que Ker (u? — A? id ) = Ker(u — X id ) & Ker(u + X id).

d) Montrer que si u est bijectif alors la réciproque du résultat de la question a) est vraie.

1219. CCINP. a) Montrer que si deux matrices U et V € M, (C') sont semblables alors
pour tout polynéme R, R(U) est semblable & R(V).

Soient A et B € M,,(C) deux matrices telles que AB = BA. On pose M = < 13 i )
b) Pour P € C[X], exprimer P(M) en fonetion de P(A), P'(A) et B.

c) Montrer que si A est diagonalisable et B est nulle alors M est diagonalisable.

d) Démontrer la réciproque.



1220 . IMT On munit R* de sa structure canonique. Déterminer la matrice dans la base

canonique de la symétrie orthogonale par rapport au plan P défini par les équations

r+y+z+t=0
r—y+z—-1t=0

1 [t
1221. CCINP. a) Calculer, pour n € N, I,, = f/ e~ dt
™ —00

(distinguer les cas n pair et n impair; on donne Ip =1 ).

+o00o
b) Montrer que I'application (P, Q) — / e_t2P(t)Q(t)dt est un ps sur R[X].

c) Calculer la distance de X3 & Ro[X].

1
1222.CCINP. Soit E = C°([0,1]). On pose, pour f,g € E, < f,g >= / t2f(t)g(t)dt.
0

a) Montrer que <, > est un produit scalaire.

1
b) Calculer / t"Int dt pour tout n € N.
0
c) Soit FF={z+— ax+b|a,beR}etuckE telle que u(x) = zInz pour tout = €]0, 1.

Déterminer le projeté orthogonal de u sur P.

1

d) Déterminer inf (at + b — t1nt)*t2dt.
a,beR 0

1223, CCINP. Soit E = C2([0,1],R). Pour f,g € E, on pose < f,g >= /01 (fg+19d).
On considére les sous-ensembles V ={f € E, f" = f} , G ={f € E, f(0) = f(1) = 0}
et H={f € E,f(0)=ch(1), f(1) =1}.

a) Montrer que la famille (ch, sh) est une base de V.

b) Soient f € V et g € E. Montrer que < f,g >= f'(1)g(1) — f'(0)g(0).

Calculer < ch,sh >, || ch ||%et ||sh|?.

c) Soient f € V et g € G. Montrer que < f,g >= 0.

d) Soit f € H. Calculer < f,ch > et < f,sh >. En déduire le projeté orthogonal de f sur V.
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1
e) Calculer inf /0 (f(6)? + f(1)?) dt.

feH
1224. CCINP. Soient (E, <, >) un espace euclidien et (eq,...,e,) une bon de E.
Soit (u1,...,uy,) une famille de vecteurs de E.
n n

2
<SRl
=1 =1

n
b) En déduire que si Z |wi]|* < 1 alors la famille (e; + Ui)ie[1,n) €St une base de E.
i=1

znz )\iui

=1

a) Soient Aq,...,\, des nombres réels. Montrer que

1225. TPE A quelle condition sur les réels p et ¢ la matrice

p 0 ¢
A= q 0 —p | est-elle orthogonale? Déterminer les élements propres de A.
01 0

1226. CCINP Soit M € On(R) telle que (I, + 2M) /3 € On(R).
a) Montrer que pour tout z de R” | < Mx,z >= ||z|*.

b) Que peut-on en déduire sur M ?

1227 . CCINP. on dit qu’'une matrice carrée réelle est & diagonale propre si ses coefficients

diagonaux sont exactement ses valeurs propres répétées avec leur multiplicité.

a) Donner des exemples de telles marices.

-1
0 est-elle & diagonale propre 7
0

¢) Soit A une matrice antisymétrique a diagonale propre.

0
b) La matrice A= | 0
1

o O O

i) Que peut-on dire de ses valeurs propres ?

ii) Montrer qu’il existe p > 2 tel que AP = 0.

iii) Calculer (ATA)".

iv) En remarquant que AT A est symétrique, montrer que A = 0.

d) Donner la dimension de I’espace A, (R) des matrice antisymétriques.

e) On note F,, ’ensemble des matrices a diagonale propre.



n(n—i—l).

Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel inclus dans F,, slors dim(F') < 5

f) Quelle est la dimension maximale d’ un sous-espace inclus dans E,, 7
Analyse 1228. Navale. Soit (u,) une suite complexe telle que

Upt1 = (Un + |up]) /2 pour tout n € N.

Montrer que cette suite converge et déterminer sa limite en fonction de ug.
1229. TPE. Pour n > 2, on nole f,, : & — na® + nx — 2.

a) Montrer qu’il existe un unicque réel u,, € [0,1] tel que f, (z,) = 0.

b) Montrer que la suite ( u, ) décroit et qu’elle converge. Déterminer sa limite.

c¢) Déterminer un équivalent de w,.

U204 fnl
1230.MT. On définit, pour n € N*,d,, = =+ "+

n!

a) Déterminer une relation enire dy 1 et d,.
b) Montrer que pour tout n € N*;d,, < 2.

c¢) Montrer que (d,,) est convergente. Déterminer sa limite.

na

1231. ENSEA. Etudier la nature de la série > In (1 + (71)”) selon les valeurs de o € R.
1232. IMT. Nature de la série Y (—1)"sin (W) ?

1233. TPE. a) Pour n = 1, montrer que I’ équation z" 4+ nz = 1

posséde une unique solution positive, que I’on note u,,.

b) La suite (u,) converge-t-elle ?
c¢) Déterminer un équivalent simple de w,,.
. . .. 1
d) Déterminer la nature de la série > n! [ — —u, |.
n

1234. IMT. a) Soit n € N. On pose g,(t) = In(t) — arctan(t) — nm.

Montrer qu’il existe un unique réel x,, > 0 tel que g, (x,) = 0.

11
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b) Montrer que la série ) ﬁ converge.
1235. IMT . Soit (ay,) une suite de réels vérifiant ag > 0 et pour tout n € N, ap41 = 1—e % .
a) Etudier la convergence de la suite (ay,).

b) Déterminer la nature de la série > (—1)"ay, .

c¢) Déterminer la nature de la série " a2.

1236 . CCINP. Soit (a,) une suite positive. Soit (u,) définie par ug € RT et, pour n € N.
Unt1 = 5 (Un + \/m>

a) Montrer que pour tout n € Ny up41 — up < an/2 .

b) Montrer que si Y a, converge alors (u,) converge.

¢) Montrer que la réciproque est fausse. Ind. Considérer u,, = nL+1

1237, CCINP. Soit (a;,),,~, une suite de réels positifs. Pour n € N*, on pose u,, = L
a) Calculer u; + ug. Généraliser.

b) Montrer que la série ) u, converge.

c) Calculer f Up, pour a, = 1/y/n.
n=1
1238. CCINP, a) Pour p € N, justifer I'existence de S, = 327 22
b) Développer (n + 1)? et en déduire S, en fonction de Sy, ..., Sp—1.
e) Montrer que, pour tour p € N, S, € N.
1239. TPE. Soit P € R(X]. On définit K = {z € R | P(x) = cosx}.
a) Montrer que si deg(P) > 1, alors K est borné.
b) Montrer que si une fonction f défnie et dérivable sur un intervalle I s’annule
un nombre infini de fois, alors sa derivée aussi.

c) Montrer que si K est infini, alors P est constant.

(1+a1)...(14an) "



142

+o0
1240. IMT. Justifier I'existence de l'intégrale I = / In < 2 > dt et la calculer.
0

+o0 gin(t)

o dt.

1241. ENSEA. On pose F(z) = /

T

a) Donner le domaine de définition de F' et calculer sa dérivée.

1
b) Montrer que l'on a au voisinage de +oo, F'(x) = cos(zx) +o <2>
x x
sin(t)—¢

77— est prolongeable par continuité sur [0, 1] .

c) Montrer que g : t —

d) Déterminer un équivalent simple de F en 0 .

e) Montrer que F est intégrable sar R** et calculer / o F.
0
1242. CCINP. Pour n € N, on note f, : x € [-1,1] + sin (nx.e_"x2>.
a) Montrer que (f,,) converge simplement sur [—1, 1] vers une fonction f.
b) Montrer qu’il y a convergence uniforme sur [a, 1] si a > 0.
¢) Y a-t-il convergence uniforme sur [—1, 1]7

1243. CCINP a) Montrer que pour tout ¢ € [—3,1] on a |In(1+¢) — ¢t| < 2¢%.

. —1)"
b) Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la série Z in (1 + ()33> .

n(1+ x2)

1244. IMT. Soit ( a, ) n > 1 une suie décroissante d’éléments de R*.
Pour n € N* et x € [0,1], soit fp(z) = apz™(1 —x) .

a) Montrer que Y f,, converge simplement sur [0,1] .

b) Montrer que ) f,, converge normalement sur [0, 1] si et seulement si ) %= converge.

c¢) Montrer que ) f, converge uniformément sur [0, 1] ssi (an),,»; converge vers 0 .
+oo 1
1245. TPE. Soit f(x) =

nl(n+z)

a) Etudier la convergence de la série sur |0, +ool.
b) Calculer f(1).

¢) La fonction f est-elle de classe C'*?

13
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d) Exprimer f(x + 1) en fonction de f(x).

—nx

+oo
e
1246. IMT. Soit f : —.
oit f:z+— Z 1
n=0
a) Déterminer le domaine de définition de f.
b) Etudier la continuité de f.
¢) Montrer que f est de classe C* sur |0, +00] .
d) Déterminer la limite ¢ de f en +oo puis un équivalent de f(x) — /.
e) Etudier les variations de f.

—nx

1247. CCINP. Pour z € R et n € N* on pose uy(z) = (—1)"¢

n

b) Montrer que S est continue sur R™.
¢) Montrer que S est de classe C! sur R*t.

d) Calculer S .

In(z)
z" In(n) "

1248. CCINP. Pour > 0 et n > 2 on pose u,(x) =
a) Déterminer le domaine D de convergence de Y uy,.

b) Montrer que la série ) u,, ne converge pas normalement sur D.

¢) Montrer que, pour x > 0 et n > 2, le reste d’ordre n de la série vérifie | R, (z)| < m
+o0

d) Etudier la continuité de S = Z Uy, sur D.
n=2

e) Montrer que S est intégrable sur D.

1249. IMT a) Donner un équivalent simple de H, =1+ % +...+

S =

b) Donner le rayon de convergence de » , H,x" puis calculer la somme de cette série entiére.

1250. CCINP. a) Montrer que pour tout n € N*, f,, : & — (chz)™" est intégrable sur RT.

+00
b) Limite de I,, = / fn quand n — +o0 .
0

c¢) Nature des séries Y (—1)"I, et Y_ I, . ind : Montrer que ch(z) > sh(x) sur RT.
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d) Rayon de convergence de la série entiére > I,z".

1251. IMT. a) Donner les développements en série entiére en 0 des fonctions cos et sh.

s IBN n
b) Donner le rayon de convergence de la série entiére » %

c) Expliciter la somme S(x) de h série précédente selon le signe de x.
1252. CCINP. Soit (ay) la suite définie par ag = 1,a; =3

et, pour n = 2,a, = 3an—9 — 2ap—1.

a) Exprimer a,, en fonction de n.

b) On propose maintenant une autre méthode.

Montrer que pour tout n € N | |a,| < 4™ .

En déduire une inégalité sur le rayon de convergence de ) anz™.

= 1452

c¢) Montrer que nz_;)anx” =1 or 322 Calculer le rayon de convergence de > a,x".
d) En déduire a,.
1253. CCINP. On considére la série entiére W;(%H)x%ﬂ.

a) Déterminer son rayon de convergence R.
b) Pour z €] — R, R], on note f(z) la somme de cette série entiére.
Trouver une équation differentielle d’ordre 1 & coefficients variables vérifiée par f.

En déduire f.

n
1254. IMT'. Soit t une suite vérifiant, pour tout n € Ny uyp 1 = Zukun_k.

k=0
a) La suite u est-elle bien définie ? unique ?
“+o0o
b) On suppose que f(z) = Z upx” est de rayon strictement positif.
n=0

Trouver une relation entre f2 et f et en déduire f a l'aide de fonctions usuelles.

c) Développer f en série entiére et conclure.



1255. IMT. Soit f,, : z +— (;p2 + 1) "eXP(I);f;XP(—:c).

a) Montrer que (f,) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction f & déterminer.

1
b) Calculer lim fn-

n—+o0 Jq

O 14
0o Vit
Montrer que la suite (I,) est bien définie et calculer sa limite.

1256. Navale. On pose, pour n > 2, I, =

dt
1+¢n

1 1
1257, CCINP. On pose, pour tout € N, I,, = / et Jy = / In (1 +¢")dt.
0 0

a) Donner une relation entre I, et J, , on pourra calculer n(1 — I,,)).

1
b) En déduire un développement asymptotique de I,, avec une précision de —.
n

“In(l+¢
¢) Montrer que application F : u € [0, 1] — / n(t—l_)dt est bien définie,
0
1
puis montrer que / F (t")dt — 0 quand n — 4o0.
0

1
d) En déduire un développement asymptotique de .J,, avec une précision de —,
n

puis un développement de I,, en #

1258. ENSEA. Soit @ : 2 — / cos(x.sin(t))dt.
0

Montrer que ® admet un unique zéro z € [0, 7], et que z > /2.

. i +o0 —at?
1259. IMT. Soit F : x — [, S-dt.
a) Montrer que pour tout z > 0, l'intégrale F'(x) est convergente.

b) Etudier les variarions de la fonction F'.

c¢) Montrer que F est de classe C! sur |0, +oo].

1
1 vz dt
d) Montrer que, pour tout x > 0, F(z) > — v T+t En déduire la limite de F en O .
€Jo
+eo sh(t)
1260. ENSEA. a) Déterminer le domaine de définition de f : z / e*“T dt.
0

b) Calculer f’.



c¢) Déterminer la limite de f en 4+o00. En déduire f.

+00 te—t$

dt.
et —1

1261. CCINP. Soit f: r—>/0
a) Donner le domaine de définition de f.

b) Calculer la limite de f en +oo.

¢) On suppose x > 0, calculer f(z —1) — f(x).

d) Déterminer une expression de f(x) sous la forme d’une somme de série.

e) Quelle autre méthode aurait-on pu utiliser pour trouver cette expression de f(x)?

+oo 1 _
1262. CCINP. Soit f(z) = / L= cos(t) —atgy.

0 t?

a) Montrer que f(z) existe pour x > 0.

b) Montrer que f est contime sur R*.

c) Montrer que f est de classe C2 sur ]0, +o0l.
d) Déterminer les limites de f et f' en +o0.
e) Calculer f'(z) et f(z) .

sin(t)
t

dt.

+0o0
f) Justifier I'existence et calculer /
0

+oo
1263. CCINP. On considére la fonction f : x — / tYet dt.
0

a) Montrer que f est définie et continue sur R*.

b) On pose, pour n € N*, u,, = / In f(¢) dt. Déterminer la nature de > (—1)"/u,,.

n—1

too 4.2
1264.CCINP a) Existence de I = / T =1 dz.
o &~
+oo 9
b) Mont I= —.
) Montrer que nz:l 3

1
1 In(1 —
1265. IMT. a) Justifier I'existence de I = / de.

0 T
In(z)In(1 — z)

b) Pour z €]0, 1], écrire
x

sous forme d’une somme ) uy,(x).
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c) Calculer 1.

1266. CCINP. On pose I, = /4 (tant)™ dt.
0

a) Calculer lim I,,.
b) Calculer I,, + I, 42 (on fera le changement de variable u = tant).

S D"
c) Calculer 7;) 11

d) Montrer que la série de terme général (—1)"1,, converge et calculer sa somme.
1267. TPE. Soit (1) 'équation différentielle zy’ — 2|y| = x.

On suppose qu’il existe une solution f de (1) définie sur R.

a) Montrer que f(0) = 0.

b) Montrer que f est strictement positive sur |0, +ool.

c¢) En déduire la forme générale de f.

d) Conclure qu’il n’existe ancune solution de (1) sur R.

-1 3 -2
1268. CCINP a) Diagonaliser la matrice A— | —3 5 -2
-3 4 -1
b) Résoudre le systeéme differentiel X’ = AX.
¥=y—z
1269. IMT. Résoudre le systéme differentiel { 3 =2z +y + 2
Z=-2x—y—=z

1270. TPE. Extrema de f(x,y) = 2* + y* — 4zy sur R??

Probabilités

1271. TPE. Une information booléenne est transmise grace a n relais notés Ry, ..., R,.
La probabilité qu’'un relai transmette correctement 'information est p.

Les relais sont indépendants.

Calculer la probabilité que 'information transmise par R, soit la méme que celle regue
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par Ry. Application numérique : n = 100 et p = 0, 999.

1272. CCP . On considére 2n lapins sélectionnés aléatoirement dans un enclos a lapins.

La probabilité qu'un lapin soit méale est 1/2. On note M la variable aléatoire égale au
nombre de lapins méales obtenus et C' la variable alétoire égale au nombre de couples possibles
(un lapin male + un lapin femelle).

a) Donner la loi de M.

b) Donner une relation entre C' et M.

c¢) Donner la loi de C.

d) Calculer I'espérance de C.

1273 . St Cyr . Python . On jette un dé jusqu’a obtenir un 5,

on note T la variable aléatoire égale au nombre de lancers.

a) Donner la loi de T, son espérance et sa variance.

b) Ecrire une fonction Python qui simule 'expérience et renvoie T'.

c) On jette 4 dés et on retire & chaque fois ceux qui sont tombés sur 5 |

jusqu’a ne plus avoir de dé. On note IV la variable aléatoire associée a ce nombre de lancers.

Ecrire une fonction Python qui simule cette expérience,

et une autre qui donne une approximation de l’espérance de N.

d) Déterminer, pour k € N, P(N < k). En déduire ’espérance de N.

1274. CCINP. On considére deux variables de Poisson indépendantes X et Y,

de paramétres A et pu.

a) On pose Z = X 4+ Y. Question de cours : montrer que Z ~ P(A+ p).

b) Soit n € N. Déterminer et reconnaitre la loi conditionnelle de X sachant que Z = n.

1275 .IMT. On considére une piéce équilibrée et on réalise une série de lancers indépendants.

On s’intéresse a ’apparition du deuxiéme pile.



On note X la variable aléatoire comptant le nombre

de faces avant 'apparition du deuxiéme pile.

Déterminer la loi de X et calculer son espérance.

1276 . CCINP . Trois individus A1, As, A3 se présentent dans un bureau de poste comportant
deux guichets. Les individus A; et As sont pris en charge dés leur arrivée,

As doit atrendre que A; ou Ao ait fini pour passer a son tour au guichet.

Le temps passé au guichet par A; est noté X;(1 < i < 3);

on suppose que chaque X; suit une loi géométrique de paramétre p.

a) On note Y le temps d’attente de A3 avant son passage au guichet.

Pour k € N, déterminer P(Y > k). Donner la fonction de répartition de Y.

b) Soit Z le temps total passé par As a la poste. Donner la loi de Z.

c¢) Déterminer le temps moyen passé par As a la poste.

1277. IMT. Soil a > 0 et X une variable aléatoire A valeurs dans N* telle que :

Vn e N, P(X =n) = ﬁ

a) Trouver la valeur de a.

b) La variable X admet-elle une espérance ? une variance ?

c¢) Déterminer la fonction génératrice de X.

1278. CCP. Soit (Xp,), N+ Une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant chacune une loi de Bernoulli de paramétre p.

Soit N une variable aléatoire telle que N + 1 suive la loi géométrique de paramétre p.

N
On pose Y = ZX”'
n=1

a) Soit n € N*. Donner la loide S, = X1 +---+ X,, .
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b) Soit z €] — 1,1[. Calculer, pour k € N*, io ( Z ) "k,

n=~k
c) Calculer P(Y = k) et donner la loi de Y + L.
1279. CCINP. On considére une urne contenant des boules numerotées de 1 a n.
On dispose d’un jeton mobile sur un axe gradué de 0 & n; la position initiale da jeton est 0.
On effectue des tirages avec remise dans I'urne et a chaque tirage,
si le numéro de la boule est inférieur ou égal a la position de jeton, on déplace
le jeton d’une graduation vers la gauche, et si le numéro de la boule est strictement
supérieur a la position du jeton, on le déplace d’'wne graduation vers la droite.
a) Donner les positions possibles du jeton aprés p lancers.
b) On note X, la position da jeton apres p lancers.
Expriner P (X, 41 = 0) en fonction de P (X, = 1) et P (Xp41 = n) en fonction de P (X, =n — 1).
c) Pour 1 < k < n—1, exprimer P (X4 — k) en fonctionde P (X¢e =k — 1) et P (X, = k + 1).
d) Rappeler pourquoi la fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs dans N existe

au moins sur l'intervalle [—1, 1]. On note G), la fonction génératrice de X,

pourquoi G, est-elle polynomiale ?

1— ¢
e) On admet que Gp41(t) = tGp(t) + G, (t) pour tous t et p.
2
Montrer que E (Xp41) =1+ <1 - ) E(X,).
n

f) Déterminer E (X,).

1280. CCP. a) Donner le développement en série entiére de (1—1;p)n

pour n = 1 puis pour n € N*,

b) On définit, pour k € N, pj, = ( n+Z_1 >p”qk avec p € 0,1[ et g =1—p.

Montrer que la suite (pg) définit use probabilité sur N.
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c¢) On définit la loi d’une variable aléntoire X par : Vk € N, P(X = k) = py.
Déterminer la fonction génératrice de X.

d) Calculer I'espérance et la variance de X.

Algébre PC

1281. CCINP Soit P = (X +1)" — X7 — 1.

Montrer que j est racine de P. Déterminer sa multiplicité.

1282. CCINP. Soit P = X3 +2(4 +5i) X% + (10 — i) X + (3 — 114) = 0.
Montrer que P posséde une racine réelle.

Déterminer les racines de P dans C.

1283. ENSEA. Déterminer les racines complexes de X2 — X + 1,

et montrer que X2 — X + 1 divise (X — 1)"+2 + X?7 + 1

n—1 n—1
k
1284. TPE En factorisant ZX’“ dans C[X], montrer que H sin (;) = 2nn_1.
k=0 k=1

1285. Soit E = {P € R,[X]; P(0) = P'(0) = 0}. Donner dim(E).

1286. IMT Soit A € GL,(C) telle que A+ A~! = I,,. Calculer A* + A= pour k € N.

1287.CCINP.SoientA—<; :g>etA_<(1) 2).
a) Soit X € Ms(R) telle gue X? = A.

Montrer que X et A commutent puis que X est diagonale.

b) Résoudre I'équation M2 = A d’inconnue M € My(R).
1288. I M T . On pose B, = X*(1 — X)"* pour 0 < k < n.
a) Montrer que (B, )q est une base de R, [X].

b) Donner la matrice de passage de la base canonique de R,, | X] a cette base.

1289. TPE Montrer que P +— P — P’ est un automorphisme de R[X],



et donner ’automorphisme réciproque.

1290. CCINP a) Pour f: Ma(R) — R linéaire non nulle, préciser dim Ker f et rg f.

b) On note (E; ;) la base canonique de M, (R).

1<i,5<n

Soit A € M, (R), montrer que A = 0 ssi, pour tout (i,5) € {1,...,n}? tr (AE;;) = 0.

c) Pour A € M,(R), on pose 4 : M € Mp(R) — tr(AM) € R.

Montrer que A — ¢4 est un isomorphisme de M, (R) sur £ (M, (R),R)
1291. HT Soit £ un K -espace vectoriel de dimension finie n.

Montrer que n est pair si et seulement s’il existe u € L(FE) tel que Imu = Keru.
1292. CCINP. Soient E un espace vectoriel de dimension n € N*

et f: E — R linéaire et surjective.

a) Montrer qu'il existe xg € B tel que E = Ker(f) & Vect (z9) .

b) Soit ¢ € L(E). Montrer qu’il existe un scalaire A tel que fop = \f

si et seulement si Ker f est stable par ¢.

1293. CCINP. Soient E un espsce vectoriel et u,v € L(F).

a) Montrer que Ker(u) = Ker(v o u) si et seulement si Im(u) N Ker(v) = {0}.
b) Montrer que si £ = Ker(v) + Im(u), alors Im(v) = Im(v o u).

1294. IMT. Soit A € M,(R) telle que A? = —I,,. Montrer que det A = 1.

1295. CCINP . Soit A = ( _13 :f > € May(R),

est-ce que A admet une racine carrée réelle 7

1296 . IMT . Soit J =

o O

a) Montrer que les matrices M (a, b, c), pour (a,b,c) € C3, commutent entre elles.

b) Montrer que J est diagonalisable. Préciser ses éléments propres.

23

1 0
0 1 |.Pour(a,b,c)€ C3 onposeM(a,b,c) = al3+bJ+cJ?.
0 0
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c) Soit (a,b,c) € C3.

Montrer que M (a,b, c) est diagonaliable et déterminer ses éléments propres.

1297. IMT. Soit M =

=
_ o o
o o
==

a) Déterminer rg M et montrer que M est diagonalisable.

b) Calculer M? et donner le spectre de M.

1298. CCINP. Pour a € R, on pose M, =

—Q =9
= = Q
—Q = 9
= = Q

a) Déterminer le rang de M,. Qu’en déduire sur ses valeurs propres ?
b) Déterminer valeurs propres et sous espaces propres de M,.

1299. IMT. Déterminer une condition necéssaire et suffisante sur (a, b, ¢, d, e) € R?

pour que la macrice A =

o O Q
o Q o

c
d | soit diagonalisable. Ind. Distinguer a = e et a # e.
e

0 siny sin2¢p
1300. IMT . Soient p € Ret A= | sin2¢p 0 sin 2¢p
sing sin2¢p 0

Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que A soit diagonalisable.

0 --- 0 1
1301. CCINP. Pour n € N, on pose A = | : € Map11(R).
0 --- 0
1 1

a) Calculer M?2.

b) La matrice M est-elle diagonalisable 7 En déterminer les éléments propres.
1302. IMT. On considére C comme R ev. Soit f:2z € C iz + (1 —1i)z.

a) Quelle est la base canonique de C?

b) Montrer que f est R - linéaire. Donner sa matrice dans la base canonique.
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c) L’application f est-elle diagonalisable ?
1303. CCINP. Soit M € M, (R) telle que M* — 2M3 + 2M? = 0.
a) Soit A une valeur propre complexe de M. Montrer que A* — 23 4 2)\2 = 0.
b) Montrer que ¢r(M) est un entier naturel pair.
1304. IMT. Soit f: PeR[X]|—» X(X —1)P(-1)+ (X +1)(X —1)P(0)+ X (X +1)P(1).
a) Montrer que f est un endomorphisme de R[X].
b) Soient A=X(X —-1),B=(X+1)(X—-1)et C=X(X+1).
Montrer que (A, B, C) est une base de Ry[X].
c¢) Déterminer Ker f. En déduire une valeur propre et un sous-espace propre associé.
d) Montrer que Imf = Ry[X].
e) Soit P un vecteur associé a une valeur propre non nulle de f.
Que peut-on dire du degré de P?
Préciser I’ensemble des valeurs propres et des sous-espsces propres de f.
1305. IMT. Soit E = R[X]. On pose f: P € E — P(1)X — P(3) (25 — X?).
a) Montrer que f définit un endomophisme de E.
b) Déterminer Ker f et Imf.
c¢) Déterminer les éléments propres de f.
1306. Navale. Soient n € N* et ¢ : P € R,,[X] = P — P’ € R,[X]
a) Donner la matrice M de ® dans la base canonique. La matrice M est-elle diagonalisable ?
b) Montrer que M est semblable & A = (ai7j)1<i,j<n+1 ou pour tout i, a;; =1, a; ;41 = —1,
les autres coefficients étant nuls.
Soit @ € R, [X]. Montrer qu’il existe un unique P € R, [X] tel que P — P' = Q.

Exprimer P en fonction de @) et de ses dérivées.
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1307. CCINP. Soit A € M3(R) nilpotente.

Montrer que la trace et le déterminant de A sont nuls. Etudier la réciproque.
1308 . CCINP . Soient n € N avec n > 3, J € M,(C) la matrice dont tous les coefficients
sont égaux & 1, (m;;)1<ij<n € Mn(C) telle que,

pour (i,7) € {1,..,n}% m;; =1sij>i,m;;=2sij<i, m;=0.
Soit, pour A € C, fy : x € C+> det (A, — M + zJ).

a) Soit A € C. Montrer que f) est polynomiale de degré < 1.
Calculer f\(1) ex fx(2). En déduire fy.

b) Déterminer X, . La matrice M est-elle diagonalisable ?

1309 . Navale. Soient A et B € M, (K).

a) Soit A une valeur propre non nulle de AB. Montrer que c’est une valeur propre de BA .
b) Montrer que, si 0 est valeur propre de AB, c’est une valeur propre de BA .

c¢) En déduire une relation entre Sp(AB) et Sp(BA).

d) Soit £ = K[X]. On considére les endomorphismes f et g

de E définis par f(P) = XP et g(P) = P'.

Montrer que 0 est valeur propre de f o g. Est-ce une valeur propre de g o f?

1310. CCINP. Soit A € M, (R) non nulle et ¢ : X € M,(R) — X + Tr(X)A.

a) Montrer que Ker ¢ € Vect(A) puis que ¢ est bijective si et seulement si Tr(A) # —1.
b) Déterminer les valeurs propres de .

1311. TPE, On se donme deux matrices A et B non nulles de M, (R).

Pour M € M, (R), on pose p(M) = M + (tr AM)B

a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de M, (R) et calculer dim Ker(p— id ).

b) Est-ce que ¢ est diagonalisable ?
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1312. CCINP. Soit ® I’endomorphisme de M,,(R) qui & une matrice A = (a; ;)
associe la matrice ®(A) = (an+1_i7n+1_j)1<i’j<n.
a) Déterminer ® o ®.
b) Exprimer ® (M) en fonction de ®(M), ®(AB) en fonction de ®(A) et ®(B).
¢) Montrer que ®(M) est inversible si et seulement si M est inversible.
d) Montrer que ®(M) est diagonalisable si et seulement si M Dest.

1313. CCINP. Soient £ un R -espace vectoriel de dimension finie,

n € N* (e1,...,e,) une base de E. Soit f I’endomorphisme de E tel que :

VEe{l,....n}, flex) = e
ik
a) Montrer que f est diagonalisable.
b) Déterminer les valeurs propres de f.
1314. CCNP. a) Donner un sous-espace vectoriel de M,,(R) dont toutes
les matrices sont diagonalisables.
b) Donner un sous-espsce vectoriel de M, (R) dont aucune matrice non nulle
n’est diagonalisabie.
c¢) Déterminer la dimension maximale d’un sous espace vectoriel de M,,(R)
dont toutes les matrices sont diagonalisables.
1315. CCINP. Soient E un C e-v de dimension n > 1, et f,g € L(E).
On suppose que fog=go f .
a) Montrer que f admet une valeur propre.
b) Montrer que f et g ont un vecteur propre en commun.
1316. CCINP. Soit A € M, (R) telle que (In, A,AQ) est libre et A% = zI, + yA + zA?

avec (z,y,2) € R%. On pose E = Vect (I, A, A?). Soit enfin f: M € E +— AM.



a) Montrer que f est un endomorpbisme de E.

b) Donner la matrice de f dans la base (InlA,AQ) et justifier que YA € R rg(f — Aid) > 2.
¢) On admet que X ;(A) = A3 — 222 — g\ — .

Montrer que f est diagonalisable si et seulement si Y 5 est scindé & racines simples.

d) Montrer que f et A ont les mémes valeurs propres.

e) On suppose que X ;(X) = (X — A)"™ (X = A2)"™ (X — A3)"™

avec \; €] —1,1[ pour i € {1,2,3} et ny +na+n3 =n.

i) Montrer que la suite (f¥) converge vers 0 dans L(E).

ii) Montrer que la suite ( A¥ ) converge vers 0 dans M, (R).

1
1317. TPE. Calcuter inf (ZC2 —ar — b)2 dzx.

(a,b)€R? Jo
1318. CCINP. Soient E un espace euclidien de dimension 3
et (i, j, k) une base orthonormée de E.
Soit V = (Vect(i — 3k))*.
Donner la matrice dans la base (i, j, k) de la projection orthogonale sur V.
1319. CCINP . Soit E = C°([0,1],R). Soient h : x € [0,1] = z.In(z) , et pour n € N,
P,z €[0,1] = 2™ Pour (a,b) € R?, on pose f,p: z € [0,1] = 22.(In(z) — az — b)%

Soit enfin F' = Vect (P;, P»). On munit E du produit scalaire défini par :

Who) € B = [ fstiar

a) Justifer que pour tout (a,b) € R?, f,; € E.

b) Montrer que h € E. Calculer, pour n € N, < h, P,, >.

c) Calculer (Py, P), || P1]] et || P2]|.

d) Trouver A\, u € R, tels que Q1 = AP; et Q2 = ”I;E%ZEH forme une bon de F'.

Donner 'expression de la projection orthogonale de A sur F' en fonction de Q)1 et Q9.
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On notera g ce projeté.

e) On propose une autre méthode pour déterminer g.
1 1
Chercher g = aP; + bP, tel que / x(h—g)(zr)de =0 — / 22(h — g)(z)dz.
0 0

1
f) Calculer inf / 2% (In(z) — a — bx)*dz.
(a,b)eR? Jo

1320. TPE Soit (eq,...,e,) une famille de vecteurs unitaires d’un espace euclidien E.

On suppose que, pour tout = € E, ||z||* = i (z,e)>.
i=1
Montrer que (e, ..., €e,) est une base orthonormée de E.
1321. CCINP. Soient (FE,<,>) un espace euclidien et a € E non nul.
Onnote f,:x € E—x—2 <z, a> a.
a) Déterminer Ker (f, — Id).
b) Calculer f,(a).

¢) Montrer que f, est diagonalisable.

. P 1
1322. CCINP Soit A = (a;;) € Mp(R) définie par a; ; = T
a) Montrer que A est diagonalisable.
b) On pose. pour X € M, 1(R), p(X) = XTAX.

Exprimer ¢(X) cornme 'intégrale d’une fonction positive.

1323, CCINP. Soient n € N avec n > 2, E =R, [X |, € R.

n
On pose, pour (P,Q) € E*, < P,Q >= Zp(k)(a)Q(k) (a).
k=0
a) Montrer que <, > est un produit scalaire sur E.

b) Soit f: P € Ew f(P)= (X —a)P(a).
Montrer que f est un endomorphisme symétrique de E.

1324, CCINP. On munit R? de son produit scalaire canonique <, >, .
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Soit u : R® — R3 définie par

u(z) =< a,r > b+ < b,z > a oil a et b sont unitaires et libres de R3 .

a) Montrer que u est un endomorphisme symétrique. Que peut-on en déduire ?
b) Donner Ker(u) et Im(u). Montrer que u n’est pas une projection orthogonale.
1325. IMT. Soient (E, <,>), un espace euclidien, u € O(F).

a) Que peut-on dire des éventuelles valeurs propres de u ? Justifier.

b) Une isométrie vectorielle a-t-elle toujours une valeur propre réelle ?

c) Soit A = €eO(E) .

O O =
_— o O
O = O

Préciser la nature géométrique de 'endomorphisme de R? canoniquemnent associé a A.
1326. CCINP. Soient n € N* et A = (a;)1<ij<2n+1 € Mant1(R) ol Gpg14 = @i =1
pour i € {1,...,2n + 1}, les autres coefficients étant nuls.

Montrer que A est diagonalisable. Diagonaliser A.

1327. CCINP. Soient (E,<,>), un espace euclidien, g € O(E} et f =id — g.

Montrer que Imf C (Kerf)*, puis I'égalité.

1328. CCINP. Soient A € M5 19(R) et B = AT A.

a) Déterminer le format de la matrice B.

b) La matrice B est-elle diagonalisable ?

¢) Montrer que 0 est valeur propre de B.

1329.CCINP . Soit A = (a; j)1<i,j<n € Mn(R) ot @41 = aj41;, =1 pour 1 <i<n—1
les autres coefficients étant nuls.

a) Soil A € R. Montrer que rg (A — Al,) >n — 1.

b) En déduire que A posséde n valeurs propres distinctes.



1330.TPE. Soit A € M,(R) antisymétrique. Montrer que (I, + A) est inversible.
1331. CCINP Soit A € M, (R) telle que A'AA =1, .

a) Montrer que A est symétrique.

b) Montrer que A = I,

1332. IMT Soit A € GL,(R) telle que A% + AT = I,,.

a) Montrer que A = I,, — (AT)? .

b) Montrer que (A — I,) (A*+ A —I,,) = 0.

c) Montrer que 1 n’est pas valeur propre de A.

d) En déduire que A est symétrique.

Analyse-PC

1333.CCINP. Soit A = (a;,j)1<ij<n € Sn(R) telle que pour tout (4, j),a;; > 0 et,

n
pour tout 1, Zaij = 1.
j=1

On admet que rg (A —1I,) =n — 1.

Si X = (x1,...,2,)" € M,1(R), on pose | X| = max |z;|.
1<i<n

a) Déterminer Ker (A — I,).

b) Montrer que, pour tout X € M, 1(R), ||AX]|| < | X].

c) Soit A une valeur propre de A. Montrer que |A| < 1.

d) On pose B = A+ I,, = (b;;). Montrer que, pour tout i, b;; > Z bij.
J#i

e) Montrer que B est inversible.

f) Montrer que ( AP ) converge vers une matrice R, et que R est semblable a diag (1,0, ...

1<j<n 4

1334. CCINP. Pour A = (a; )1<i,j<n € Mn(C), on pose ||A|| = max E |a ;|-
J
i=1

On admet que c’est une norme sur M, (C).

31
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On note aussi p(A) le plus grand module des valeurs propres de A.

1 142
0 ei@

b) Montrer que, si A et B sont dans M,,(C), alors |AB|| < ||A||||B]|-

a) Soit # € R. On pose A = < > Calculer [|A| et p(A).
c) Soit A € M, (C). Montrer que p(A4) < [|A]|

d) Soient A € M, (C) et k € N, Montrer que p (AF) = p(A)*.

e) Soit A € M, (C). On suppose A diagonalisable.

Montrer que (A*) tend vers 0 si et soulement si p(A4) < 1.

n 2
1335. CCINP . Donner un équivalent de S,, = kzo ﬁ
"1
1336. CCINP a) Montrer que kz; z < lnn.
1+u?

On pose u; = 3 et, pour n € N* w41 = et v, =1 — uy.

b) Montrer que, pour tout n, u, € [1/2,1].

1 1 1 2
¢) Montrer que, pour n € N*, — — = — et en déduire que v, < ——.
Un+l  Un 2 — vy n+3
1 2
d) Montrer que — < In(n + 2) + n;_ .
Un

e) En déduire un développement asymptotique a deux termes de uy,.
1337. IMT . Soit (uy,) la suite définie par ug > 0 et Vn € N, u,y; = arctan(uy).

a) Montrer que la suite (u,) converge et détermirer sa limite.
1 1
(uni1)a (un)o

Déterminer a pour que la suite (v,) converge vers une limite réelle non nulle.

b) On pose, pour « € Ret n € N : v, =

c¢) On admet le théoréme de Césaro. Déterminer un équivalent de w,.

1
1338. CCINP. a) Nature, suivant a € R, de la série de terme général u,, = In <1 + a> ?
n

Shﬂ/n)>7

b) Nature de la série de terme général v, =In | — !
sin(1/n)



1
1339.IMT'. Nature de la série de terme général u,, = ——5—7
nln’(n)

+0o0
1
1340. TPE Calculer Z arctan (712—1—371—1—3) Ind. Utiliser tan (a — b).

n=0
n
1
1341. IMT. Soient o > 0 et pour n € N*, §,, = 51 k. Etudier la nature de E 5

—un

1342.IMT. Soit (uy,) la suite définie par ug € R et Vn € N, up4q = enj
a) Déterminer la limite de la suite (uy,).

b) Déterminer la limite de la suite (v, ) définie par Vn € N, v, = nu,.

¢) Quelle est la nature des séries > u, et Z(—l)"vn ?

1343. IMT. Soit u la suite définie par ug €]0,1] et, pour n € N, up 1 = up, — u2.
a) Etudier la suite w.

b) Donner la nature des séries > (—1)"u,, Y u2, et > uy,.

1344. TPE. Soit u la suite définie par la relation wuy,+1 = sinu,, avec ug €0, 1].

a) Montrer que u converge et donner sa limite.

b) Calculer lim Untl — % gy deduire la nature de Z ud.

uy
c¢) Donner la nature ) In (UZ—?) . En déduire la nature de > u2
k-1
1345. CCINP Soit (Sk) la suite de R[X] définie par Sy =1 et Vk € N*, S, = [ [(X —i).
i=0

a) 1) Calculer Sp, S2,S3. Quel est le degré de S, ?
ii) Montrer que pour tout m € N, la famille (Sp, S1, ..., Sm) est une base de R,,[X].
iii) Calculer Sg(n) pour (k,n) € N2,
b) Soit P € Ryn[X]. On écrit P(X) =) axSp(X).
k=0

ak
(n—k)

P(n) _<-
i) Montrer que Vn > m, = Z
' k=0
P(n)

n!

+oo
ii) Montrer que la série E

n=0

converge et exprimer sa somme en fonction des ay.



—+00

—1)---(n— 1
¢) Montrer la convergence de la série Z nin=1)--(m=-p+1)

n!

pour p > 2
n=0

et calculer sa somme.

l n
1346. CCINP On pose, pour n € N*, u,, = M,vn = (=1)"up, Sp = Zun )
n
k=1

(]
-

n
Tn :ka y Hn:
k=1

On admet que H,, =

>
= |l
MR

n(n)+ v+ o(1) svec v € R.
Etudier les variations de x — me

b) Comparer u, et 1/n. Nature de > u, et > v,?

(In(2))?

c) Montrer que S, — S, = In(2) In(n) + 5 + o(1).
+oo

d) Exprimer So,, + To, a 'aide de S,, et de T},. En déduire une expression de Z Up, -
n=1

1347. IMT. Soit (u,) une suite réelle & termes strictement positifs.
Soit (zy,) la suite définie par zo > 0 et Vn € N,z 1 = % (ﬂsn + /22 + un)
a) On suppose que la série > u, converge. Montrer que la suite (x,) converge.

b) On suppose que la suite (x,) converge. Montrer que la série > u,, converge.

a® b7\ =
5 .

1348.IMT. Soient a,b > 0. Trouver lir+n (
0

1349. IMT . Soit E = C°([~m, 7], R). Pour f € E, on pose ®(f) : x > sin(z +1t) f(t)dt.

—T

a) Montrer que ® est un endomorphisme de E.
b) Calculer ®(sin) et ®(cos).

c¢) Déterminer ker ® et Im®.

T+a
1350. CCINP. Déterminer les fonctions f € CO(R,R) tq Vz € R,Va > 0, 2af(z) = / f.

r—a

1351. CCINP. Soit E I'espace des fonctions C*° de R dans R.

Soit ¢ 'application qui & f € E associe la fonction g = ¢(f) définie sur R
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par g(z) = /() — 2f(z).
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
b) Résoudre y'(x) — zy(z) = 0. En déduire Ker(y). L’application ¢ est-elle injective ?
¢) Montrer que ¢ est surjective.

1352. CONIP Soit f:z — 4/ — 1]

xT

a) Montrer, pour z € R*,|f(z)| < |z|.
b) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f son prolongement.
c) La fonction f est-elle dérivable en 07

d) En quels points de RT I'application f est-elle continue ?

In(¢)In(1 —¢t)

1353. CCINP. Montrer que f : ¢+ est intégrable sur ]0, 1[.

sin? z

+o00o

1354. IMT'. Soit a > 0. Donner la nature de / - dx.
0 X
zlnx

sdx. Calculer I.
1+ 22)

+o0
1355. CCINP. Montrer 'existence de I = / (
0

dx
Hm)”

+oo
1356. CCINP. Pour quelles valeurs de n € N I'intégrale /
L

converge-t-elle 7 Donner alors sa valeur.

T gint T
1357. CCINP. On admet que l'intégrale / — dt converge et vaut 5
0

1 — cos™(t too
On pose, pour n € N*, f, : t € R™* — t2() et uy = / fa(t)dt.
0

a) Montrer que f,, est prolongeable par continuité en 0 .

T
b) Montrer que u,, existe et que u; = 5

001 — cos(st
c) Montrer que, pour tout s € R, I'intégrale A dt converge et vaut
0 t?

g|s| En déduire la valeur de us

k+1 T — % _ m
1358. CCINP. Pour k& € N* on pose I, = / —= = dzx.

k X
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a) Calculer I}, .

z—} - |uj
xr

b) On pose J, :/ dx.
1
Montrer que J, =n+ (n+ 1) In(n+ 1) —Inn! .

¢) Montrer que Inn! =nlnn —n+Inn+ i In27 + o(1).

d) Montrer que (Jy),~, converge et donner sa limite.

too 14
e) Montrer que / 27H dx converge et donner sa valeur.

1 T

1359. CCINP Soit f € C? (RT*R) telle que Vz > 0, f(z + 1) = 2 f(x) et f"(z) > 0.
a) Enoncer le théoréme de Rolle.

b) i) Expliciter f(n) pour n € N*.

ii) Montrer qu'il existe a €]1,2[ tel que f'(a) = 0.

En déduire les variations de f sur |0, +o0].

c¢) i) Montrer que f est de signe constant sur |0, +oo[; déterminer son signe.

ii) Déterminer la limite de f en +o0.

d) Préciser la nature des intégrales suivantes :

N A o [T
1)/1 f(t)dt 11)/0 f(t)dt, 111)/1 mdt.

1360. Navale. Soit o € R. On pose f, : © — n®z2e " et g, : & — n®xsinze™ "™

pour n € N*. Etudier la convergence simple et uniforme des suites (f,,) et (¢,) sur RT.

(="

1361. CCINP. Soit, pour n > 1, fp, : . — 5
n+x

Etudier la convergence simple/uniforme/normale sur R de 3 f,.
1362. IMT. On veut déterminer les fonctions f € C° (RT,R) telles que () :

Ve e RT™, f(2z) = f(z) + zlnz .

1
Pour k € N*, soit u : z — 2—kln (2%)
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+oo

a) Montrer que Y uy converge simplement sur |0; +occ[. On note S = Z Uk
k=1

b) Soit f € OO (R*,R) vérifiant (x).

Exprimer f en fonction de f(0) et de S.

c) Conclure.

+oo
1
1363. CCINP. Montrer I'existence de f : z €]0, +-00[— Z ,
= chnz

puis déterminer les limites de f en 0 et en +ooc.

+oo
1364. CCINP. Soit f:x s Y e "7
n=0

a) Montrer que f est définie sur R™ mais qu’il n’y a pas convergence normale sur R**.
b) Montrer que f est continue sur RT*.

c) Montrer que f — 1 est intégrable sur RT™ et exprimer son intégrale

1

A Dai g —.

a l'aide de 3
n=1

d) Montrer que f n’est pas intégrable sar RT*.
+0o0 2 +o0 2
e) Montrer que, pour x € R** / e At < fx) <1 +/ e U dt.
0 0
oo o NG )
f) En admettant que / e du= ER donner un équivalent de f en 0.
0

n
1
. 1365. CCINP Pour 2 > 0 et n > 2, on pose un(x) = [ | <1 - km)
k=2
a) Soit ¢t > —1. Montrer que In(1 +1¢) < ¢t.
b) Montrer que, si z > 0, la suite ( un(7)),5, converge.

On note u (z) sa limite. Quelle est la valeur de u(x) lorsque z €]0,1]7?

1
¢) Soit a > 1. Montrer que Z In <1 — k$> est normalement convergente sur |a, +o0] .

En déduire que u est continue sur |1, 4+o00[.

d) Montrer que u est continue sur j0, +o0.
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n

1366. CCINP. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z n—|azn
n

1367. CCINP. Soient (a,,) et (b,) dans RY" définies par : Vn € N*, a,, = In(n) et b, = In(n!).
Déterminer les rayons de convergence de Y anx™ et Y byz™.

n

+o00

: sh(n)

1368. IMT. Soit f:x — R
2+ 1)

a) Donner un équivalent de sh(n).

b) Donner le domaine de définition de f.

1

1369. TPE On pose g(z) = /2 esint gt
0

Montrer que g est développable en série entiére autour de 0 sur R,

™

2
et exprimer les coefficients de ce développement a l’aide des intégrales / sin™ ¢ dt.
0

1370. CCINP Soient o : t — e 1 et (Pn) >0 12 suite réelle définie par pg = 1
et, pour n € N, pry1 = > 1 ( Z )pk-

00 D
7 . rm n
Smtf.xHZ n!$ .
n=0
a) On admet que @(t) o 1+t+1t2+ 2t>+ o (¢3). Donner ©™(0) pour n € {0,1,2,3}.
ﬁ
b) Calculer p1, p2, ps. Montrer que, pour n € N, p,, < n.
c) Montrer que le rayon de convergence de f est > 0.
d) Montrer que f'(z) = e f(x). En déduire que, pour n € N, p,, = ¢ (0).
e) Montrer que p,, est égal au nombre de partitions d’un ensemble a n éléments.
1371. CCINP. On définit (uy,),, = 0 par ug = 1 et, pour
n+1 L Un
n €N upy1 = (n+ 1Duy, + (—1)"", puis l'on pose, pour n € N, v,, = —
n!

a) Calculer vg ..., vs.

b) Exprimer v,11 a l'aide de v, et de n.
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c) En déduire que (v,),,5, converge, et donner sa limite.

d) Donner le rayon de convergence de la série entiere E vpz™. On note S sa somme.
n=0

e) Donner une équation différentielle verifiée par S.

du
1+un’

1372. IMT. Soit, pour n € N, I, = /01
a) Calculer Iy, I et Is.

b) Déterminer la limite de (1,).

1373. CCINP, On pose, pour n € N*: [, = 0+°O e t"dt.

Justifier 'existence de I, et déterminer la limite éventuelle de la suite (7).

1374. CCINP, a) Enoncer le théoréme de convergence dominée.

b) Déterminer la limite de I,, = / (1 - 7> e “" dx.
0 n

c¢) Enoncer le théoréme de continuité des intégrales a paramétres

et le démontrer & partir du théoreme de convergence dominée.

t$

dt.
1+t

1375. CCINP. Soit F': z — /01
a) Déterminer le domaine de définition de F'.

b) Calculer F(1/2). Ind. Poser t = u3.

1376. CCINP Soient D =R\{-1,1} et I : z — /Ox In (2% — 2z cos(0) + 1) db.

a) Soit # € D. Montrer que § € [0;7] — In (2% — 2z cos(d) + 1) est définie et continue.

En déduire que I est définie sur D.

b) Soit € D\{0}. Montrer que I(1/z) = I(z) — wIn (2?).

¢) Montrer que I est paire.

d) Soit 6 € R. Montrer X*—2X?cosf+1 = (X% 4+ 2X cos(6/2) + 1) (X? — 2X cos(0/2) + 1).

e) En déduire que, pour z € D, I (a:2) =2I(x).
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+o Arctan(wt)
t(1+12)

Montrer que f est continue, puis de classe C! sur R.

1377. CCINP. Pour = € R, on pose f(z) = /
0

400 h
5 )e_t dt.

1378. IMT. Soit f: x +— /
a) Déterminer le domaine de définition D de f. Montrer que f est de classe C'* sur D.

b) Donner une expression de f’ puis une expression de f.

/2 )
1379. IMT. On pose f(z) :/ e"sint dt,
0

a) Montrer que f est définie et de classe C'* sur R.

( ) quand z — +o0.

b) Déterminer les limites de f en +00 et en —oo, la limite de
c¢) Donner 'allure de la courbe représentative de f.
1380. CCINP. Soit H, =1+ 3+ -+ 1 pour n € N*

a) Montrer que la suite (H,,) est croissante et déterminer sa limite.

1—u)

Soit F': »—>/ du.

b) Montrer que F est définie et croissante sur RY.

¢) Calculer, pour z € RT, F(x+1)— F(z) et en déduire F(n) en fonction de H,, pour n € N*.

1tac_1
Int

d) Montrer que Vz > 0,In(1 + z) = / dt.
0

e) En déduire que F(z) ol In(1 + x).

1381. Soient g : (z,t) € R x R i~ sem( zt) et f: am—)/Jroo (x,t)dt.
a) Soit x € R. Déterminer la limite de ¢ — g(z,t) quand t — 0.

b) Déterminer le domaine de définition D de f.

c¢) Montrer que f est de classe C! et expliciter f’.

d) On fixe z € D. On pose, pour n € N*, u,, : t — sin(xt)e™™

Montrer que la série Y u, converge simplement sur R™*.
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—+00
Calculer Z Up,-

n=1

e) Soit « € D. Exprimer f(z) sous forme de somme.

arctan(zt)

z (14 22?) -

+o0o
1382. IMT. Soit F : t — /
0
a) Préciser le domaine de définition D de F. Montrer que F' est continue sur D.
c) L’application F est-elle de classe C' ?

d) Calculer F.

1383. CCINP, Soit f : R — C continue par morceaux et intégrable sur R.
~ +oo .
On pose f:u— / f(z)e 2mue dy,
— 0o

a) Montrer que f est définie sur R et bornée.
b) Montrer que f est continue sur R.
c¢) On suppose que x — zf(z) est intégrable sur R.

Montrer que f est de classe C' sur R.

R +oo '
d) Soient t > 0 et ft Cu / e*ﬂ'tg;?emeuxdm_
—00
Montrer que ft est définie sur R de classe C!.

e) Trouver une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par fr.

1
1384. IMT. a) Soit n € N. Calculer / 3,
0

400 (_1)n
b) Montrer la convergence et calculer E 32
n

n=0
—+00
2 1

“+00
t
1385. TPE. Montrer I’égalité /0 e dt = Z -

n=1

1
1386. IMT. a) Calculer / t"(Int)™ dt pour n € N.
0

1 oo
b) Montrer que / ttdt = Zn_”.
0 n=1

w/2 /2
1387. CCINP. Pour n € N, on pose a,, = / cos" (z) sin(nz)dz et b, = / cos" z dzx.
0 0
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a) Justifier 'existence de a,, et de b,. Calculer ag, a,as .

b) Calculer ’1 + e cosx| et montrer que 1+ ¢ cosx # 0.

c¢) Montrer que (b,) tend vers 0 . On pose S, = Z(—l)kak.
k=0

/2 d w/2 (_ i n+1
d) Montrer que S,, = Im (/ e« / (=€ cos ) de |
0 0

1+ eZcosz 1+ eTcosx

e) Montrer que Z(—l)"an converge et calculer sa somme.

f) Montrer que, pour tout n,a, > 0. Ind. On pourra intégrer par parties.

1
1388. CCINP. Soit I = / () ..
0o 1+t

a) Montrer que I est convergente.

= (=

b) Montrer que I = TLZZO m

x

1+e® dz.

+oo (_1)n 7.[.2 400
1389. CCINP. On donne E 5— = — Calculer /
o= n 12 0

1
1390. IMT. a) Justifier, pour n € N, I'existence de I,, = / t"(Int)? dt. Calculer I,,.
0

dt. Montrer la convergence de cette intégrale.

1)
c) Justifier la convergence de la série Z M
n

+00 (hl t)2
b) O I=
) On pose /0 Ty

S
et montrer que I = 47;) m
1391. CCINP. Résoudre y™ — 4y’ + 13y = 0.
1392. ENSEA. Résoudre 1’équation différentielle z” + 62’ 4+ 92 = 2te 3¢
1393. IMT Résoudre |x|y’ + (z — 1)y = 22
1394. IMT Résoudre (2/ =z — 8y +te hy =20+ y+e ).
a) Donner une base de I'espace des solutions. On cherchera des solutions de la forme ¢ — ¢".
b) Résoudre 22" — 2tx® + 22 = 1 + 2 sur |0, +ool.
1396. IMT. Soit (E) I’ équation différentielle (1 — 1‘2) Yy’ —2xy' + 2y =0.

a) Pour quelles valeurs de « la fonction = +— 2% est-elle solution sur un
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intervalle de longueur strictement positive ?

b) Résoudre (E) sur |0, 1].

c) Résoudre (E) sur R.

1397. TPE. Pour z € R, on pose f(z) = /07r cos(zsint) dt.

Montrer que f est de classe C2 sur R et que Vo € R, zf"(x) + f'(z) + o f(z) = 0.

+oo

1398. CCINP. Soit f: ¢+ > e
n=0
a) Montrer que le rayon de convergence de f est infini.

b) Montrer que f est solution de ’équation différentielle (E) : ty” +y' —y = 0.

1399. CCINP. a) Calculer les parties réelles et imaginaires de i (avec x € R ).
x+i
1
b) En déduire les solutions de 1 équation (E) ' + my =0

ezxte—t

Vit

i) Montrer que f est définie sur R.

dt.

+oo
C)Onposef:acl—>/
0

ii) Montrer que f est de classe C! sur R et exprimer sa dérivée a I'aide d’une intégrale.

d) Montrer que f est solution de I’ équation (E).

+oo —at o;
e)SoitI:ar—>/ 67sm(t)dt.
0 Vi

Montrer que I est définie sur R™. Exprimer I en fonction de f. En déduire le signe de I.
1400. CCINP, a) Résoudre sur |0, +oo [ 'équation differentielle ta’ — x = 0.

Dans la suite, on considere une fonction f satisfaisant sur |0, 400 [ a l'identite

L) — 1 — £(1)] = 1.

b) Montrer que f est strictement croissante.

¢) On suppose par 'absurde que f est minorée par 1 . Donner la limite de f en 0 et conclure.

d) Montrer que f ne peut étre majorée par, 1.
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e) Montrer qu’il existe un unique ty > 0 tel que f (t9) = 1.

f) Résoudre I’ équation donnée.

1

1401. IMT. Soit (E) I’équation differentielle (1 — x)y —y = T

a) Résoudre (E) sur | — oo; 1].

b) Justifier que les solutions de (FE) sont développables en série entiére au voisinage de 0.

+0o0
c) Soit f: x> Z anx" de rayon de convergence > 0 et solution de (F).
n=0

Comment retrouver les coefficients a,,”

1/t
1402, CCINP. a) Montrer que — 0.
t—0t+
T e—l/t
En déduire I'existence de 'application h : x € RT* — / ; dt.
0

b) On considére sur R™ Péquation différentielle (E) : 2%y +y = .

Montrer que I’ensemble des solutions est {x — Al /T elTh(x), N e R}.

—u

+o0 e
¢) Montrer que e'/"h(z) = :z/ du.
0 1+2u
Ind. Effectuer le changement de variable ¢t = T
1+uzx

—Uu

du est définie et de classe C*® sur Rt.

“+o00
d) Montrer que g: x — x
) aue g /0 1+ zu

1403. CCINP, Soit, pour n € N, u,, = /OW/2 cos™ ¢ dt.

Soit (E) l'équation differentielle (z? — 1) y” 4 3zy’ +y = 0.
On admet que, pour n € N, (n 4 2)up42 = (n + 1)uy,.

a) Montrer que u,, — 0 quand n — 4o00.

b) Déterminer le rayon de convergence de g uQna:2" et de ) uQonQ”H.

—+o00 —+o00
On pose f:x+— ZuanQ” et g:x— ZuQonQ”H.

c¢) Vérifier que f et g sont solutions de (E) sur | — 1,1].
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w/2
d) Soit z €] —1,1[. Montrer que g(x) = /0 %
2
1404. CCINP. Soit f : R*\{(0,0)} — R definie par f(z,y) = 2x+y 2"
x2+y

a) Montrer que f se prolonge par continuité en (0,0).

b) La fonction f ainsi prolongée est-elle de classe C! sur R??

1405. CCINP. Etudier les extrema locaux et globaux de f : (z,y) € R? = 23 + 3 — 3xy.
1406. IMT. Soit f : (z,y) € R* — a4yt — 2(z —y)?. Déterminer les extrema de f sur R
Géométrie-PC

1407. TPE. Tracer l'arc paramétré (z(t) = 2cost — sint; y(t) = (2cost — sint) sin ¢.
Probabilités-PC

1408. CCINP. Au péage d’une autoroute, 12 guichets sont ouverts.

Les voitures qui se présentent & ce péage se répartissent aléatoirement sur ces guichets,
indépendamment les unes des autres. On note X le nombre de voitures arrivant au péage
au cours d’une journée et on supppose que X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0.
On note Y le nombre de voitures se présentant au guichet numéro 12.

a) Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant que (X = n), pour n € N*.

b) Déterminer la loi de Y ainsi que son espérance.

1409. Navale. Dans un jeu de pile ou face, la probabitité d’obtenir Pile est p €]0,1[.

Soit r € N*. On note X le nombre de lancers nécescaires pour obtenir r fois Pile.

Donner la loi de X.

1410. CCINP. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre .
Déterminer la loi, 1 ’espérance et la variance de Y = (—1)%.

1411. CCINP Soit X une variable aléatoire a valeurs dans 1’ensemble {zg,...,x,},

ot les z; sont des réels distincts. On pose p; = P (X = x;).
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a) On suppose n = 2 et x; = i. Calculer les p; en fonction de E(X) et E (X?).
b) Dans le cas général, calculer les p; en fonction des E (Xk) Jk=1...,n.
1412. IMT. Soient a € R et p €]0,1[. On pose ¢ =1 — p.

Soient X et Y deux variables aléatoires entiéres telles que

PX=kY=n)= < Z > a"pFq"F si k < n, et 0 sinon.

Déterminer la valeur de a, les lois de X et Y.

Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

+oo
Ind. Utiliser le développement en série entiére de (1—1‘)_(k+1) pour calculer Z ( Z > "k,
n=k

1413. Navale. Une piéce tombe sur pile avec la probabilité 2/3. Soit X la variable aléatoire
dénombrant les lancers nécessaires a ’obtention de deux piles consécutifs.

a) Calculer P(X = 2),P(X = 3),P(X =4).

b) Calculer P(X = n) pour n > 2.

1414. CCINP. On lance une infinité de fois une piéce équilibrée.

On note P, ’événement « on obtient pile au n-iéme lancer» et

F,, V'événement « on obtient face au n-iéme lancery .

On note Y la variable aléatoire donnsnt le premier rang d’apparition de la séquence PPF
(le rang est le rang du face), Y étant égal a 0 si cette séquence n’apparait jamais.

On pose B, =P, sNP, 1NF,sin>3, U, = U By, et u, =P (U,), avec u; = ug = 0.

n=3

a) Montrer que (un)n>1 est monotone, et en déduire qu’elle converge. On note ¢ sa limite.
b) Calculer P (B,). Montrer que By, B,+1 et By 12 sont deux a deux incompatibles.
Calculer us, uq et us.

¢) Montrer que U,, N Bp+1 = Up—2 N Bp41. Exprimer P (U, N B,,+1) en fonction de uy,_s.
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1
d) Montrer que up4+1 = uy, + 3 (1 — up—2) et calculer £.
e) Calculer P(Y = 0). Commenter.
+o00o

1415. a) Calculer Z
n=1

1
n(n+1)

b) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* tq P(X =n) = pour n € N*.

n(n+1)
Montrer que E(X) = +o00 et que E(In X)) < +o0.

1416. Soit (Xj) une suite de variables aléatoires i i d. telle que, pour tout &,
P(Xy =1) =P (Xg=—1)= 3. On pose, pour n € N*, S, = X1 + - + X,,.
a) Soit k € N*. Calculer E (sin (Xpt)) et E (cos (Xit)).

b) Montrer que, pour n € N*, E (cos (Syt)) = (cost)".

1417. CCINP. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi

qui admettent une espérance et une variance. On suppose que X (€2) C N.

a) Calculer E(X —Y) et exprimer V(X —Y) en fonction de V(X).

b) i) Montrer que P(X =Y) = iOP(X = k)2
k=0
ii) Calculer P(X =Y) si X et Y suivant une loi uniforme sur {1,2,...,n}.
c¢) Dans cette question, X et Y suivent une loi géométrique de paramétre p €0, 1[.
i) Calculer P(X =Y).
ii) Déterminer la loi de Z = X — Y.
d) Rappeler l'inegalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique dans R™.
Montrer que, si X(€) C {1,2,...,n}, alors P(X =Y) > 1.

e) Montrer que P(X =Y) > 1 -2V (X).



