Maths

PS| * Cours EVN PSI*
Année 2023-2040

Nous aurons besoin de plein de petites choses ... Cauchy-Schwarz etc .
Voici un exo important...

Soit 2 familles de réels non vides et bornées a; et b; telle que Vj,a; < b; .
Le fait que I'indexation soit non dénombrable n’intervient pas .

Alors A =supa; <supb; =B , car Vj,b; < B, donc Vj,a; < b; < B.

Donc A qui est le meilleur majorant des a; est dominé par cet autre majorant...

Espace vectoriel normé ( dim finie ) PSI *

Les acronymes sont strictement interdits dans une copie de concours ...
Et la rigueur des premiéres pages ainsi que I’honneteté intellectuelle
doivent étre exemplaires ...

La présence des ... révéle qu’on le fera a l'oral.

Normes, distances, parties bornées‘

Def : [norme sur un K-espace vectoriel|.

Soit E un espace vectoriel sur K (avec K =R ou K = C).
On dit que N : E — R est une norme sur F si :

Pour tous vecteurs x et y, et pour tout scalaire A\ :

N(z) >0, avec Nz)=0<=2z2=0
N(Az) = [AIN(z)
N(z +y) < N(z) + N(y) (inégalité triangulaire)

On note en général ||z|| plutot que N(z).



L’espace E, muni de la norme = — ||z||, est appelé un espace vectoriel normé.

> Normes usuelles sur KP?.

En notant x = (21, 2,...,2,) un vecteur qcq KP, on définit 3 normes usuelles sur K :
p
— la norme indice 1 : |jz]|, = Z |z;| = |z1] + |22| + +|))|
i=1 » 1/2
— lanorme indice 2 : ou norme euclidienne : ||z ||, = Z |z |? = |z1]? + |22? + +|x, |2
— la norme infini : ||z = = max |z;| = max {|z1], ‘33’2’ )

La seule vérification non triviale concerne 'inégalité triangulaire pour la norme indice 2.

On regarde cette inégalité triangulaire dans les trois cas précités :

— pour la norme indice 1 : ||z + yl|, = Z |2 + i < Z(|xi| +lwl) = Izl + llyll,.
=1

— pour la norme indice 2 : d’abord : ||z + y||§ = Z |2+ yil” =

p

p
> (ail* +2Re(x) + [uil*) = ll«]l5 + 2 Z Re(:7) + |yl

p P
/
ct: Y Relai) < Z il 1 < (Z ) () = el ol
i=1 i=1
(x = Cauchy—Schwarz dans R").

on a donc obtenu : ||z + yll; < [|zl5 + 2 [lll; lyll, + 1y,

cest-a-dire - [lz +yll, < [lzfly + llyll,-
— pour la norme infini :

I+ vl = masx [+ 3l < yuae ([l + ) < pmase [l + e [l = [l + gl
Voir annexe cours 2 norme 2 sur C
> Un espace de suites : les suites bornées forment un espace vectoriel.

Il est normé par la norme infini : Ny (u) = supy(|uy]) -



Remarques diverses :

Prop : (Inégalité triangulaire inversée).

V(x,y) € E*|N(z) — N(y)| < N(z —y).

Preuve : a=x-y,b=y. Puis on échange...
— Ces définitions s’étendent a un K-espace vectoriel £ de dim n muni d’une base B.
— Soit E un espace préhilbertien réel (pas nécessairement de dimension finie).
La norme déduite du produit scalaire est définie par : Vo € E, ||z|| = /(x|z)
Dans un e v n E, on la double inégalité : | ||lz]| — ||yl | < [lz = yl| < =] + [yl
Démo ensemble
— Soit E un espace vectoriel normé non réduit a 6)
Il existe des vecteurs unitaires, c’est-a-dire dont la norme vaut 1.

Plus généralement, il existe des vecteurs de norme r > 0 fixée

T

<p7’endre rm, avec x % 6))
> Remarque sur le cas d’égalité dans 'inégalité triangulaire
Soit £ un espace vectoriel euclidien, et soit « — ||z|| la norme du produit scalaire de E.
On sait que ||z + y|| < ||z|| + ||y|| est une égalité x et y sont positivement liés.
Pour une norme quelconque, et siy = Az, avec A = 0: ||z +y|| = (1+A) ||z|| = ||z||+]y]]-
Mais la réciproque est fausse, en général. Prenons deux exemples :
—siz=(1,0) et y =(0,1) dans (R%, || ||,) :

lzlly = llylly = Tet flz+ylly =2 = llzll, + lyll;-

—siz=(1,0) et y=(1,1) dans (R*, || ||.) :



[2lle = lylloe = Let [l +ylle = 2 = |2l + 1Yl -

Exo : Montrer que N : R? - R, u = (x,y), N(u) = sup |z + ty| est une norme.
o<t<1

Représenter la boule unité fermée de centre 0.

Sol :

Dans cette question u = (z,y) et v = (2/,3) sont deux éléments quelconques de R2.

— La borne supérieure N(u) existe car elle représente le maximum (atteint au moins
pour une valeur tg) de I'application ¢ — |z + ty|, définie et continue sur [0, 1].

— On a évidemment U'inégalité N(z,y) > 0.
D’autre part : N(z,y) =0= (Vt € [0,1], s +ty=0) =2 =y=0(t=0et t =1).
— Pour tout réel A :
N(Au) = sup |(Az) +t(Ay)| = sup [A| [z +ty[ = [A] sup |z +ty| = [A[ N(w).
0<i<1 0<i<1 0<<1
— Pour tout réel t de [0,1] : |(z + ') +t(y +¢)| < |z +ty| + |2" +ty/| < N(u) + N(v).
On peut alors passer a la borne supérieure dans |(z 4+ 2') + t(y + /)| et écrire :
N(u+v) < N(u) + N(v)
L’application v — N (u) est donc une norme sur R2.

Soit u = (x,y) quelconque dans R?. Soit  définie sur [0, 1] par o(t) = |z + ty|.
L’application (? est positive convexe sur [0, 1] (sa dérivée seconde est positive).

Elle atteint donc son maximum en ¢ = 0 ou en ¢ = 1. Il en est de méme de ¢.
(0)

1 <1 —-1<z<1
o |z] < o <z <
e(l) <1 |z +y| <1 —r—-1<y< —o+1

On en déduit la forme (ci-contre) de la boule unité fermée.

Ainsi : N(u) < 1<:>{

NN



CURIEUSE.png

> Normes usuelles sur M,, ,(K).

Il y a de nombreuses normes usuelles sur M,, ,(K), a commencer par celles qui consistent
a identifier un élément de M,, ,(K) avec un élément de K™ et & utiliser 'une des trois
normes usuelles sur K"?.

On obtient donc les trois normes suivantes sur M,, ,(K) :

— la norme indice 1 : ||A||1:Z |a; ;| ; 1a norme infini : ||A|| = max|a;;|.
— ij
i.j 1/2
~ la norme de Frobenius, ou norme de Schur, définie par : [|Af ;= <Z |a?,j ) .
1]
On vérifie que [|A], = (tr(AT.A))1/2 (voir exercice aprés).

— L’exercice plus loin étudie deux autres normes sur 'espace vectoriel M,, ,(K).

Exo : On munit M,,(R) de la norme de Schur, définie par : [|Al|; = (tr(AT.A))1/2.



Montrer que pour toutes matrices A et B de M, (R), on a: ||[AB||, < [|All; || Bl
Montrer que ce résultat ne peut pas étre amélioré de fagon générale.

Solution :

Il s’agit de la norme associée au produit scalaire canonique de M,,(R) :

< A|B >= (tr AT B) (voir prop...)

Pour toute matrice A = (a; ;) de M, (R), on a :

(trATA):zn:ATA ZZAT” i :iaij.
j=1

7j=1 =1 3,j=1
Soit A = (a;;) et B = (b;x) dans M,,(R), et soit C' = AB = (¢; ).

n
Pour tous indices i, k, on a ¢; , = E a; b

J=1
n n n

On applique Cauchy-Schwarz, et on trouve : ¢, < Z az; Z b] gy done @ ¢f) < Z ai jbzk.

i.j
jl=1
n n n n
N 2 2 2 32 | _ 2 2 ot a1
Ainsi [[C]} = E Cip S E ( g am-be’k) = E a; ; g by i, c'est-a-dire
ik=1 ik=1 Vje=1 ij=1  jk=1

ICI < A2 1B

Ce résultat ne peut pas étre amélioré de fagon générale.

Soit A = B = J ou J est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Ona: ||All; = ||B|l; = n et AB =nA, donc ||AB|, = n* = [|All, | B,

Gram plus tard...

Exo : On munit l'espace M,,(K) de la norme définie par : ||Al|_ = max la; ;|-
Montrer que : V(A, B) € M, (K), [|[AB|| < n|A| ||Bll., et pas améliorable.

Solution :

On munit espace M,,(K) de la norme définie par : || Al = max |a;;]|.
i,

7



Montrer que : ¥(4, B) € M, (K), [|ABIl. < n Al |Bll..
et que ce résultat n’est pas améliorable.

Soit A = (a; ;) et B = (b;x) dans M,,(K), et soit C' = AB = (¢; ).

n

Pour tous indices ¢, k, on a ¢;j, = Zawbﬁk donc |¢; | < Z lai ;] bkl < n|All |Bll
j=1
On en déduit bien str : |AB| = max lcirl < nlAll, ||B||
23
Avec par exemple A = B de coefficients tous égaux a 1,

on a ||A|l =1, mais AB = nA donc ||AB|| =

On ne peut donc pas améliorer 'inégalité [|AB||_ < n|A|l ||B|l,, de facon générale.

Exo : On munit I'espace M,,(K) de la norme définie par : ||Al|, = Z |la; ;|-
4,7=1

Montrer que : V(A, B) € M,(K), [[AB||, < ||All, [|B|l;, et que ce n’est pas améliorable.
Solution :
Attention piége Fii... En classe...

Soit A = (a; ;) et B = (b;;) dans M,,(K), et soit C = AB = (¢;z).

n n n

Pour tous indices i, k, on a ¢;; = Zai,jbj,k donc |¢; | < Z a; ;| 1bjx] < Z la; ;| bk
. =1 j=1 =1
Ainsi || AB]|, = Z el <37 sl [besl, cest-a-dire [ AB|, < (Z lai ] )(Z |bg,€\)
i,k=1 1,7,k =1 i,j=1 k=1

On a ainsi obtenu 'inégalité || AB||, < ||All, || B]l,-

Ce résultat ne peut pas étre amélioré de facon générale.
En effet, si A = B ot a;; = 1 pour tous 4,7, on a :

[Ally = [IBlly = n et AB =nA, donc [[AB||, = ||All, | B];-

Exo : (deux normes sur M,, ,(K))



Pour toute matrice A = (a; ;) € M,,,(K), on pose :

m(Z o] ). Na() = m(Z o).
(1) Montrer que N; est une norme sur M,, ,(K) (dite norme de colonne).

(2) Montrer que, pour tout A de M,, ,(K) et tout B de M, ,(K), on a
Ni(AB) < Ny (AN (B).
(3) Montrer que N4 est une norme sur M,, ,(K) (dite norme de ligne).

(4) Montrer que, pour tout A de M,, ,(K) et tout B de M, ,(K),

on a Nyo(AB) < Nyo(A)Nyo(B).
Solution :

(1) Ni(A) 20, (N1(A) =0 A=0), et Ny(AA) = |A| N1(A) sont assez évidentes.
Soit A = (a;;) et B = (b; ;) dans M,, ,(K ) et C =A+ B = (¢,).
Pour tout j de [1,p], on a : i i j] < Z |la; ;| + Z b; ;] < )+ N1(B).
i=1
Comme cela est vrai pour tout j de [1,q],

on obtient bien Ny (C) < Ny(A) + Ny(B).
(2) Soit A = (a; ;) dans M,, ,(K), et B = (b;,) dans M,, ,(K).

La matrice C' = AB est donc dans M,, ,(K).

Pour tout & de [1,¢], on a :

n n p
D el =D 1D aishix| <
i=1

i=11j=1

n p P n
Sl oyl < (\bj,k\ 3 raz-,j\).

1 j=1 1 i=1
V4

onmajorezyai,j\paer(A),donc:Z\Ci,k\ (Zybjkojvl A) < N (A)Ny(B).
=1

i=1 j=1

=
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Comme cela est vrai pour tout k de [1, g], on obtient bien Ny (AB) < Ny(A)N;y(B).
(3) Tl est clair que N (A) = N;(AT).

Deés lors, il est évident que Ny, est une norme sur M,, ,(K).
(4) 11 suffit d’écrire :

Noo(AB) = Ny (tr(AB)T) = N, (tr(BTAT)) < Ny (tr BT)N, (trAT) = Noo(B)Na (A).

Distance associée, boules et sphéres.

Def : (distance associée & une norme).

Soit £ un espace vectoriel normé. Pour tous vecteur =,y de E on pose d(z,y) = ||y — z||.
Cette application est une distance sur E car elle vérifie les propriétés suivantes :

— pour tous z,y de F : d(xz,y) >0 avec dz,y) =0z =y

— pour tous z,y de E : d(x,y) = d(y,x)

— pour tous z,y,z de E : d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (inégalité triangulaire)
On lappelle distance induite par (ou associée a) la norme x +— ||z|| sur E.

Rq : On vérifie seulement 'inégalité triangulaire (le reste est évident) :
dz,y) = lly —zl| = |z —2) + (y = 2) | <]z =zl + ly — 2| = d(z, 2) + d(z,y).
— Pour tous vecteurs x,y, z de E, on a 'inégalité : |d(z,y) — d(z, 2)| < d(y, 2).
Preuve :
On sait que d(z,y) < d(x, z) + d(z,y), ce qui sécrit d(z,y) — d(z,2) < d(y, 2).
Donc d(zx, z) — d(x,y) < d(y, z) par symétrie, puis |d(z,y) — d(x, z)| < d(y, 2).
— La distance d est invariante par translation :
V(z,y,2) € B3, d(z,y) =d(x + z,y + 2).
preuve :

Clest évident : d(z + z,y +2) = |[(y + 2) — (z + 2)|| = |ly — z|| = d(z, y).
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Def : (distance d’un point & une partie de E).
Soit a un élément de I'espace vectoriel normé F, et soit X une partie non vide de E.

On appelle distance de a & X la quantité d(a, X) = inf{d(a,z), v € X}.

Dans le cas général, rien n’indique que la distance de a & X soit atteinte, c¢’est-a-dire
qu’il existe un xy de X tel que d(a,zg) = inf{d(a,z), x € X}. Et méme si x, existe, rien
n’indique qu’il soit le seul a posséder cette propriété (a ce sujet, on pourra se reporter a
I'exercice??7) .

Par exemple :

— Dans (R, ||), soit a =0 et X =1, +o0.

Alors d(a, X)) = 1 mais cette distance n’est pas atteinte.
Avec a =0 et X =| — 00, —1]U[1, +00[, on a d(a, X) =1,
distance atteinte en xg = —1 et en z; = 1.

— Dans (C,||),soit a=0et X ={z€C, |z] > 1}.

On a d(a, X) =1 et cette distance est atteinte en tous les points du cercle unité.

En revanche, on sait que si F' est un sous-espace de dimension finie d’un espace préhil-
bertien £ (muni de la norme associée au produit scalaire), la distance d(x, F') d'un vecteur
x de E au sous-espace F est atteinte en un point unique : le projeté orthogonal pr(x) de
x sur F .
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Def : (boules et sphéres dans un espace vectoriel normé).

Soit E un espace vectoriel normé.

Soit a un vecteur de E et r un réel positif ou nul.

— B(a,r) ={x € E, d(a,z) < r} est appelé boule ouverte de centre a et de rayon r.
~ B(a,r) = {x € E, d(a,x) < r} est appelé boule fermée de centre a et de rayon 7.

— S(a,r) ={z € E, d(a,z) = r} est appelé sphére de centre a et de rayon r.

Cas particulier : si a = ﬁ et r =1, on parle de boule unité et de sphére unité.

Sur un EVN FE les boules ouvertes et fermées dépendent bien str de la norme utilisée.
Dans R2, voici une illustration de B(a,r) pour les normes

u > ||ul|2 puis u — [|ulle et enfin u — ||ul;.

Dessins au tableau!!!

Trop long a faire proprement ...

Parties convexes d’un espace vectoriel normeé.

Def : (segment dans un espace vectoriel normé).

Soit E un espace vectoriel normé, et soit x,y deux éléments de F.
On appelle segment d’extrémités x et y Uensemble [z,y] = {z = (1 — XNz + Ay, A € [0,1]}.

Def : (partie convexe d’un espace vectoriel normé).

Soit C une partie d’un espace vectoriel normé E.
On dit que C est conveze si : V(z,y) € C?, [z,y] C C.

Exemples et propriétés.
— L’ensemble vide est convexe. Tout sous-espace vectoriel de E est convexe.

— L’image d’un convexe, par homothétie x — ax ou translation x — x + a, est convexe.
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Soit X une partie convexe de F. Soit a dans K et a dans F.
— Soit Y = {y = az, v € E}. Soit y; = ax; et yo = axs dans Y (x, x5 dans X).

Pour 0 < A < 1, le vecteur yz = (1 — A\)y1 + Ay2 = a((1 — A\)z1 + Axg) est dans Y/,

eX

donc Y est convexe.
— Soit Z={y=a+zx, z € E}.
Soit z; = a+ x1 et z3 = a + x5 dans Z (donc xq, 25 sont dans X).

Pour 0 < A<1l:23=(1—-XN)z1+Azx=a+ (1 — Az + Azy est dans Z, donc Z

exX

est convexe.

— Soit f une forme linéaire sur un R-espace vectoriel F, et soit o un réel. Les ensembles
définis par f(z) = a, ou f(z) > a, ou f(z) < «a, ou f(x) > «, ou f(x) < « sont
convexes.

Soit A un élément quelconque du segment [0, 1] :

Si f(2) = a et f(y) = a,

alors f(L=XNz+Ay) =1 =N f(z)+ A f(y) =(1—-Na+ ra=a.
C’est la méme chose en remplacant = par >, <, > ou <.

(pour la conservation des inégalités strictes, on note que A > 0 ou 1 — X\ > 0).

Exo : A = (a;;) € M,(R) est dite stochastique si

V(i j)€[l,n]? 0< a;y < LetVie[Ln], Y a;; = 1.

j=1
Montrer que l’ensemble des matrices stochastiques est un convexe de M,,(R).
Démo :

A = (a;;), B = (b; ;) 2 matrices stochastiques, VA € [0,1], C = A+ (1 — X\)B = (¢;;).
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o O

1
Pour tous 7,5 de [1,n], on a : { ) donc: 0<¢j =Aa;j+ (1= AN)b;; <L

Enfin, Vi de [1,n] :

n

Zci’j = Z()\ai,j + (1 — )\>bl7]) = )\Zai’j + (1 — )\) Zbi’j = )\ + (1 — /\) =1.
j=1 7=1 7=1

j=1
Conclusion : I'ensemble des matrices stochastiques est une partie convexe de M,,(R).

> Complément : enveloppe convexe...

Prop : (convexité des boules dans un espace vectoriel normé).

Dans un espace vectoriel normé, les boules (ouvertes ou fermées) sont convexes.

Preuve : Soit a dans E et r dans R™.
Soit x,y dans B(a,r) et z = (1 — X\)x + Ay, avec 0 < A < 1.

M'IIZ—GHII = (A =XNz+ ) —al = [A=N(z—a)+Ay—a)| < A=)z —al+
Yy —all.

Mais ||z — al|| < r, ||y — a|| < r, et 'un au moins des deux réels 1 — X ou A >0 .
On en déduit ||z — al| < (1 —A)r+ Ar, c’est-a-dire ||z — a|| < r. Ainsi z est dans B(a, ).
La démo est la méme (et un tantinet plus simple) dans le cas de la boule fermée B(a, 7).

Parties bornées d’un espace vectoriel normé

Def : (partie bornée d’'un espace vectoriel normé).

Soit F un espace vectoriel normé.

Une partie X de E est dite bornée s'il existe r dans R* tel que X C B(0,7).

Autrement dit : X est bornée s'il existe r > 0 tel que : Vo € X, ||z| < 7.
> Complément : diamétre d’une partie bornée non vide

Soit X une partie bornée et non vide de E.
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La quantité A(X) = sup{d(z,y), v € X, y € X} est finie. On I'appelle le diamétre de X.
Exo : Soit E un espace vectoriel normé.

Mq toute boule (ouverte ou fermée) de rayon r > 0 est bornée de diamétre 2r.

Def : (fonction ou suite bornée, a valeurs dans un espace vectoriel normé).
Soit F un espace vectoriel normé, et soit X un ensemble quelconque.

Une fonction f de X dans E est dite bornée si son ensemble image f(X) est une partie
bornée de E.

En particulier, une suite (x,),>0 de E est dite bornée si {z,,, n > 0} est une partie bornée
de E.

Suites d’un espace vectoriel normé

Def : (suite convergente d’un espace vectoriel normé).
Soit (2, )n>0 une suite d’'un espace vectoriel normé F.

Cette suite est dite convergente s’il existe ¢ de E tel que : Ve > 0, dng € N, Vn >
no, ||z — £l <e.

Dans le cas contraire, la suite (z,),>0 est dite divergente.

Remarques

— L’inégalité ||z, — £|| < e s’écrit aussi x,, € B({,¢), ou encore d(z,, /) < ¢.

— Dans la définition précédente, on peut remplacer ||z, — ¢|| < € par ||z, — ¢|| < e.

— Dans la définition, on peut méme remplacer ||z, — (|| < € par ||z, — ¢|| < Ke, ou

K > 0 (cela se produit fréquemment dans les démonstrations ou il s’agit de prouver
la convergence d’une suite).
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Prop : (unicité de la limite en cas de convergence).
Soit (z,,)n>0 une suite d’'un espace vectoriel normé F.
Si cette suite est convergente, I’élément ¢ de la définition est unique.

On lappelle limite de la suite (x,),>0 et on note £ = lim z,.
n—oo

Preuve : On suppose qu’il existe £ et ¢’ répondant a la définition .
On se donne ¢ quelconque dans R**.

Vn = ng, ||z, — ¢ <e
Vn > ng, ||v, — 0 <e
Ainsi : Vn > max(ng,n1), [0 — 0| < |[€ — x| + ||z, — ]| < 26.

Par hypothese, il existe (ng,n1) dans N? tels que :

Ceci est vrai pour tout € > 0, et il en résulte ||¢ — ¢'|| = 0, c’est-a-dire £ = ¢'.

Prop : (toute suite convergente est bornée).
Soit (z,,)n>0 une suite d’un espace vectoriel normé E.

Si cette suite est convergente, alors elle est bornée (mais la réciproque est fausse!).

Preuve : Par hypothése, il existe ng dans N tel que : ¥Yn > ng, ||z, —¢|| < 1,
donc tel que : Vn = ng, ||z,| < ||4]] + 1.

Soit M le maximum de la famille finie des ||xx|| pour 0 < &k < no.

On alors, pour tout n de N : ||z,|| < max(M, ||¢]| +1).

La réciproque est fausse : si a # 6>, la suite n — u,, = (—1)"a est bornée,
mais elle est divergente.

Propriétés immeédiates

— Toute suite stationnaire est convergente vers la valeur o elle stationne.
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— Si la suite (z,,)n>0 converge vers ¢, la suite n (||xn||)n>0 converge vers ||/]|.
C’est une simple conséquence de l'inégalité |||z, || — ||¢||| < ||xn — £||-
— La suite (x,,),>0 converge vers £ si et seulement si la suite n — ||z, — ¢||

converge vers 0 dans R.

1 1 2
oV

Exo : Pour la norme de Schur , la suite A, = | 0 Smé") 0 est convergente ,
1 0 —1

on verra que le choix de la norme importe peu...

Def : (suite extraite d’une suite d'un espace vectoriel normé).
Soit (Z4)n=0 €t (Yn)n>o0 deux suites d’'un espace vectoriel normé E.
On dit que la suite (yn)n=0 est extraite de la suite (z,),>0 s'il existe une application

¢: N — N, strictement croissante, telle que : Vn € N, y,, = 2,0).

Remarques

— Rappel! Soit ¢: N — N, strictement croissante. Pour tout n de N, on a ¢(n) > n.
Par récurrence. On a ¢(0) > 0, et si p(n) > n, alors
en+1) > p(n) =ndonc p(n+1) =>n+1.

— Comme cas particulier de suite extraite, on peut définir la suite des termes d’indices
pairs (¢(n) = 2n) ou la suite des termes d’indices impairs (¢(n) = 2n + 1).

— On peut également considérer ¢ : n +— n + k, ou k est fixé.
La suite extraite (y,)n>0, définie par yo = x, y1 = Tpr1, Y2 = Trao, - - -

est alors notée (z,)n>k-
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Prop : (suite extraite d’une suite extraite).

Si la suite (y,)n>0 est extraite de la suite (x,),>0, et si la suite (2,),>0 est extraite de la
suite (Yn)n>0, alors la suite (z,)n>0 est extraite de la suite (z,)n>0-

Preuve : Cela peut sembler évident, mais il y a une petite subtilité.

Soit p : N — N et ¢ : N — N strictement croissantes, telles que :

Vn €N, yp = Tym) et 2n = Yyn)-

Alors, pour tout n de N, on a : 2z, = Yyn) = Tupn)) = Ton), avec = p o .
L’application 6 = ¢ o 1 est strictement croissante de N dans lui-méme,
donc (zp,)ns0 est extraite de (x,,)n>0-

La subtilité tient au fait qu’on aurait pu s’attendre a ¥ o ¢ plutdét qu’a p o .

Prop : (toute suite extraite d’une suite convergente est elleeméme convergente).
Soit (x,)n>0 une suite convergente d’un espace vectoriel normé F.

Alors toute suite extraite de (z,),>0 est encore convergente, avec la méme limite.

Preuve : Soit ¢ la limite de la suite (z,),>0, €t s0it (¥, ),>0 une suite extraite.
Il existe donc ¢ : N — N, strictement croissante, telle que : Vn € N; y, = 2.
On se donne ¢ quelconque dans RT*.
Par hypothése, il existe ng dans N tels que : Vn > ng, ||z, — ¢|| < e.
Pour tout n > ng, on a ¢(n) > n = ng, donc : ||y, — || = wa(n) — €|| <e.
Ainsi lim g, = £.

n—00

Conséquence : si une suite extraite de (x,,),>0 diverge, alors la suite (x,,),>0 diverge (idem
si on connait deux suites extraites qui sont convergentes mais qui ont des limites distinctes).



Prop : (combinaisons linéaires de suites convergentes).
Soit (z,)n>0 €t (Yn)nso deux suites convergentes de l'espace vectoriel normé F.

Pour tous «, 8 de K, la suite n — ax, + [y, converge, et lim (ax, + fy,) = a lim x, +
n—00 n—00

£ lim y,.
n—oo

Preuve : Posons / = lim xz, et ¢ = lim y,.
n—-+00 n—-+00

On se donne ¢ quelconque dans RT*.

Yn = ng, ||, — /0| <e

Par hypothése, il existe (ng,n;) dans N? tels que : :
yp (no,n1) q {Vn > 1, |lyn — 0| < &

Ainsi : Vn > max(ng, nq),

(e + Byn) = (al + )| < [l [|€ = zall + Bl lyn — €| < (laf + [B])e.

Il en résulte lirf (ax, + Byn) = al + BL.
n—-+00o

Prop : (produit d’une suite scalaire et d’une suite vectorielle).
Soit (\,)n=0 une suite convergente de K et soit (x,),>0 une suite convergente de E.

On pose lim A\, =\, et lim =z, =/.
n—4o0o n—-4o00

Alors la suite n — \,x, converge, et lim \,z, = A/.
n—oo

Preuve : Soit € quelconque dans R™*.

Vn > ng, |\ — Al <€
Par hypothese, il existe (ng,n;) dans N? tels que : { = 1o, [ | \<
<e

Vn = ny, ||z, — £
Ainsi : Vn > max(ng, nq),

[Anzn — M| = [[An (2 =€) + (An = M| < [ Aal |2 — €] + [An — €] 1€]-
La suite (A\,)n=0 est convergente, donc bornée. Soit M = sup |\,|.

n=0

Pour tout n > max(ng,n1), on a : [[A\,x, — M| < (M + ||£])e.

Il en résulte lim A\,x, = A\L.
n—-+00
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Exo : Soit E' un espace vectoriel normé de dimension finie.

Soit u dans L(E) tel que : Vo € E, ||u(z)|| < ||z

Montrer que E = ker(u — Id) & Im(u — 1d).

Démo

En vertu du théoréme du rang, il suffit d’établir que Ker(u — Id) N Im(u —1d) = {6)}
On se donne x dans Ker(u — Id) N Im(u — 1d).

Ainsi u(z) = x et il existe y dans E tel que x = u(y) — v.

Par une application répétée de u, on trouve : Vk € N*, o = uf(y) — u* " (y) (Ep).

)
1

Par somme des égalités (E,),. .., (E,), on trouve nx = u"(y) —y, donc x = —(u"(y) —y).

Mais [[u"(y) = yll < llu" ()] + llyll < 21[lyll,
1
donc lim —(u"(y) —y) = T. Ainsi z = 0 et cest fini.
n—+oo N,

Indépendance par rapport a la norme utilisée

Rappelons les trois normes usuelles sur KP :

p

— la norme indice 1 : [|z]|, = Z |23 = |21] + 22| + - -+ + |2
i—1 1/2

— la norme indice 2, ou norme euclidienne : ||z ||, = (Z |24 ) = \/|951|2 +mo - |2y

2

— la norme indice oo : ||z|| = = max |lz;| = max{|:1c1| |x2| oy l@pl}

Prop : (comparaisons des normes usuelles sur K?).

Pour tout = (x1,22,...,2,) de K, on a :
2]l < llzlly <pllelle lole <zl < vPllzle 2l <=l < vellzl,.
Preuve :

— Les inégalités ||zl < ||z]l, < pllz|,,, c'est-a-dire :
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P
max |z;| < Z |z;] < p max |x;|, sont évidentes.
1<i<p — 1<i<p

— Les inégalités ||z < ||z, </P]lz] . donc :

p 1/2
max |z;| < (Z |x2]2> < \/ﬁlrgzag; |z;|, sont faciles.

1<isp —
1=

P P 1/2
- Linégalité [, < /plzlly, cost-a-dire Y || < \/;3(2 yxiﬁ)
=1 =1

est un cas particulier de Cauchy-Schwarz (prendre les y; tous égaux a 1).

P 172 P
Linégalité ||z]|, < ||z||,, c’est-a-dire (Z 2] ) <Y i,
i=1 =1

est facile (élever au carré).

Prop : (admis : équivalences des normes en dimension finie).

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.

Soit x — N(x) et x — N’'(x) deux normes sur E.

Alors il existe a > 0 et § > 0 tels que : Vo € E, aN(x) < N'(z) < BN(z).

On exprime cette propriété en disant que les deux normes N et N’ sont équivalentes.

Exo : On munit M, (K) d’une norme quelconque A — N(A).
Montrer qu’il existe un coefficient k£ > 0 telle que :
V(A, B) € M,(K)?, N(AB) < kN(A)N(B).

Démo : 11 existe de nombreuses normes "usuelles" sur M, (K) ...

n
On peut notamment utiliser la norme définie par ||A||, = Z la; ;|-
ij=1

On sait que pour cette norme, on a : V(A, B) € M, (K), ||AB||; < |All, | B]l,-

On sait également que toutes les normes sur M, (K) sont équivalentes.
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Il existe donc a, § dans R** tels que : VA € M, (K), a||4|, < N(A) < 8| Al
B

On en déduit : V(4, B) € M,(K)%, N(AB) < 8[| ABIl, < B|lAll, | Bl, < ;N(A)N(B).

Il existe de nombreuses normes "usuelles" sur M,,(K) ...

n
On peut notamment utiliser la norme définie par ||A||, = Z la; ;|-
ij=1

On sait que pour cette norme, on a : Y(A, B) € M, (K), ||AB||; < |All, | B|l,-
On sait également que toutes les normes sur M, (K) sont équivalentes.

Il existe donc «, 8 dans R™ tels que : VA € M, (K), a||A4], < N(A) < 8| Al

s B
On en déduit : V(A, B) € M, (K)?, N(AB) < 8||AB||, < B||All, || BIl; < ;N(A)N(B).

Prop : (indépendance de la convergence et de la limite par rapport & la norme utilisée).

Soit E un espace vectoriel normé |de dimension finie. |

Soit N et N’ deux normes de E. On sait qu’elles sont équivalentes.

Une suite (x,)n>0 de E est convergente au sens de la norme N si et seulement si elle I'est
au sens de la norme N', et dans ce cas les deux limites sont égales.

Preuve : Par hypothese, il existe a« > 0 et 5 > 0 tels que :

Ve € B, aN(z) < N'(z) < fN(x).

On suppose que la suite (z,),>0 converge vers ¢ au sens de la norme N.

On se donne ¢ quelconque dans RT*.

Il existe donc ng dans N tels que : Vn > ng, N(x, —¥) < e.

Pour tout n > ng, on a alors N'(z,, — {) < Se.

Il en résulte la convergence de la suite (z,,),>0 vers le vecteur ¢ au sens de la norme N'.

Evidemment, avec la symétrie des roles de N et N’, toute réciproque est inutile.



22

Prop : (la convergence d'une suite se rameéne a celle de ses coordonnées dans une base).
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie p, muni d'une base B = (e, ..., €p).

Soit (x,,)n>0 une suite de E.

P
Pour tout entier n, posons z,, = E Tin €.

i=1
Alors la suite (x,,)n>0 converge dans E si et seulement si les suites

n +— x; , convergent dans K.

p

Dans ces conditions, on a I'égalité : lim x, = E (lim gsi’n)e,-.
n—r00 7 n—r00
1=

Preuve : Puisque toutes les normes sur E sont équivalentes (voir proposition ...), le ca-
ractére convergent d'une suite de E, et sa limite éventuelle, ne dépendent pas de la norme
utilisée (voir proposition ) : on peut donc choisir de munir E de la norme infini associée a
la base B.

P
Cette norme est définie par ||z||_ = maxi<;<, ||, pour tout vecteur z = E Aie;de E.
i=1

P

Soit £ = Zﬁi e; un élément de E. Pour tout n de N, on a N(z,, — ¢) = max |z;, — {;|.
Py I<i<p

— On suppose que la suite (z,,),>0 converge vers le vecteur ¢. Soit € > 0 quelconque.

Il existe ng dans N tel que : Vn > ng, N(z — /) < e.

Mais alors : Vi € [1,p], Vn = ng, |z, — ;| < €. Alnsi : Vi € [1,p], liril Tin =V,
n—-+0oo

— Récipt, on suppose que, pour tout i de [[1,p], la suite n — z;,, converge vers ;.
La encore, on se donne £ > 0 quelconque.
Pour tout ¢ de [1,p], il existe n; dans N tel que : Vn > n;, |x;,, — ;] < e.
On pose ng = max n;. On a alors : Vn > ng, Vi € [1,p], |z;n, — 4] < e, donc :

1<i<p

Vn = ng, N(x — /() <e.



23

I1 en résulte que la suite (z,,),>0 converge vers le vecteur /.

LA exo Arséne :

Complément : propriété de Bolzano-Weierstrass

Prop : (de toute suite bornée, on peut extraire une suite convergente).

Soit (z,,)n>0 une suite bornée d’un espace vectoriel normé E de dimension finie.

Alors, de la suite (z,),>0, On peut extraire une suite convergente.

Preuve : Le critére borné ou CV d’une suite de E est indépendant de la norme utilisée.

On établit la propriété par récurrence sur la dimension p de F.

— Si p = 1, la propriété est immédiate car le terme général de la suite (z,),>0 s'écrit
T = Ap, OU u est un vecteur non nul fixé (une base) de E, et ot la suite (A, ),>0 est une
suite bornée de K. On applique alors simplement le théoréme de Bolzano-Weierstrass
dans K, qui dit que de toute suite bornée de K, on peut extraire une suite convergente.

— On suppose que la propriété est vraie au rang p — 1, avec p > 2.

Soit u # 6) fixé dans F, et soit £’ un supplémentaire de la droite Ku dans E.
Tout vecteur x de E s’écrit avec unicité © = Au + 2/, X dans K et 2/ dans E’.

Soit N’ une norme (quelconque) sur E’.

On vérifie facilement qu’on définit une norme sur E en posant N(z) = ||+ N'(2/).

— On se donne maintenant une suite (z,),>0 bornée de E.

On pose : Vn € N, z,, = \u+ 2!, avec \,, dans K et 2/ dans E'.
Ainsi : Vn € N, N(x,) = |\u| + N'(2)).
Puisque la suite (x,,),>0 est bornée dans E, il en est de méme de

(An)nso dans K et de (2,),>0 dans E'.
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De la suite (27,)nz0, on peut extraire une suite convergente (2, )n>0 (H rec).
De la suite scalaire bornée (Ay(n))n>0, 00 extrait une suite convergente (Ag(n))n>o0-
La suite (zp, )n0, extraite de la suite convergente (z{,,)n=0, est convergente.
Si on note 1}_?01 Non) = A et l_il_grol Tp(ny = L', on a alors lilgg Tomy = Au+ ',
11 suffit de remarquer que N (2o — (Au+ ) = |Xgn) — A| + N'(zyy — ).

— De la suite bornée (x,),>0 de E, on a donc extrait une suite convergente.
Cela prouve la propriété au rang p et achéve la récurrence.

L’exemple des suites de matrices

Soit n +— A,, une suite de M, ,(K).

Pour tout entier n, soit agz) le terme d’indice (7, ) de A,.

La suite n — A, converge vers A (de terme général a; ;) dans M, ,(K) si et seulement
si, pour tous indices ¢ de [1,n] et 5 de [1, p], la suite numérique n +— aiz CONVerge Vers a; ;.

C’est un cas particulier de la proposition d’avant, avec ici la base canonique de M, (K).

Exo : Soit A dans R. Pour tout n de N, on pose : A,, = L =A/n . Calculer lim A”.
)\/n 1 n—-+o00 n

A " A2\1/2 A
Preuve : On pose 1 4+ —i = p,, €', avec p,, = (1 + —2> et 6, = arctan(—).
n n n

050 SN oty — g ()~ ()

in(0,) cos(6,) sin(n#,)  cos(nb,)
2

n O

Avec ces notations, A, = p, (

A
Mais lim nf, = X et In(p]}) = gln<1 + —2> — Odonc lim p; =1.
n

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

o n_ {cos(A) —sin(N)
Ansi nl—l>TooA”_ <sin()\) cos(A) )’
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Prop : (convergence d’une suite de produits de matrices).
Soit (A;)n>0 une suite de M, ,(K) et (B,),>0 une suite de M, (K).

On suppose que lim A, = A et que lim B, = B. Alors lim A,B, = AB.
n—oo

n—o0 n—0o0

q

Preuve : Pour tout ¢,j de [1,p] x [1,r], on a [A,B,];; = Z[An]lk [By k.-
k=1

Or on sait que, V(4,7,k) - lm [A,];x = [Alik, et que lim [B,]x; = [Blk

n—+oo n—-+o00 J

Il vient V(i,5) :  lim [AyBylij = > [Alix [Blsj = [ABlij, donc : lim A,B, = AB.

n—r+00 n——+o00
k=1

Le résultat précédent est le plus souvent utilisé avec des suites de matrices carrées.

Par exemple, si lim A, = A et si P est inversible, alors lim (P~ 'A4,P) = P *AP.

n—-+0o0o n——+oo

Exo : A quelle CNS sur A € M,,(R) existe-t-il une matrice M € M,,(R)\ lirf M"=A?
n——+0oo
Preuve : Projecteur!! M?" tend vers A aussi donc unicité de la limite.

Topologie d’un espace vectoriel normé

Quand on sera grands...

Def : (intérieur).

Soit F un espace vectoriel normé, soit X une partie de E et soit a un élément de F.
On dit que a est intérieur & X s’il existe r > 0 tel que la boule ouverte B(a,r) soit incluse
dans X.

Ils sont bien str dans X...

Def : (ouvert).

Soit X un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé E.
On dit que X est un ouwvert si tous les points de X sont intérieurs a X.




26

Prop : (ouverture d’une boule ouverte).

Soit E un espace vectoriel normé. Toute boule ouverte de E est un ensemble ouvert.

Preuve : Soit B(a,r) la boule ouverte de centre a et de rayon r > 0.

Soit b un élément de B(a,r), et soit p = ||b — a|| (donc 0 < p < 7).

Alors la boule ouverte B(b,r — p) est incluse dans B(a,r).

En effet - [y —bll <r—p=lly —all <lly =0l + Ib = all = [ly = bl +p <.
Conclusion : B(a,r) est un ensemble ouvert.

Remarques

— Important : en dimension finie ( programme officiel ), le fait qu'un sous-ensemble de
E soit (ou ne soit pas) ouvert ne dépend pas de la norme utilisée ;

Si on se donne deux normes N et N’, on sait qu’elle sont équivalentes .

En particulier , toute boule ouverte et de rayon strictement positif (pour 1'une des
deux normes) contient une boule ouverte et de rayon strictement positif (pour I'autre
norme) : bref, si un ensemble est ouvert pour 'une des deux normes, alors il est ouvert
pour 'autre.

Démo : hypothése a, 8 > 0 tq Vo € E,aN'(x) < N(z) < BN'(x).

Soit O un ouvert pour N, alors Va € O,3r > 0/Bx(a,r) C O.

Il suffirait de trouver r’ > 0 tq By/(a,r’) C By(a,r).

On choisit ' = —.

™| 3

Car si N'(a —z) <" alors N(a —z) < fN'(a — 2) < ﬁ.% =r.
Ainsi Byi(a,7") C Bn(a,r) C O.

Donc O est ouvert pour N'.

— les ensembles E et () sont des cas (trés) particuliers d’ouverts de E';




— une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert ;
Soit (U;)ier une famille quelconque d’ouverts de E.
Soit 2 = U U; et soit a un élément de Q.
iel
Il existe ¢ dans [ tel que a soit dans U;.
Comme U; est ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) C U;.
On a B(a,r) C U; C Q, donc € est ouvert.
— une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Soit (U;)1<i<p une famille finie d’ouverts de E.

Soit 2 = ﬂ U; et soit a un élément de €.

1<isp

Pour tout ¢ de [1,p], a est dans I'ouvert U;.

Pour tout ¢ de [1,p], il existe donc r; > 0 tel B(a,r;) C U;.

On pose alors r = min r; > 0.
1<i<p

On a B(a,r) C B(a,r;) C U; pour tout ¢, donc B(a,r) C 2, donc €2 est ouvert.

Boite a outils utiles... Pour bcp de démos a venir.

/(1) (A=A

(2) AC B<= B°C A°

B)ACB*<—= BCA°<—= ANB=10

4)
\_

Morgan

~

27
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Fermés d’un espace vectoriel normé

Def : (point adhérent & une partie).
Soit F un espace vectoriel normé, soit X une partie de E et soit a un élément de E.

On dit que a est adhérent & X si, pour tout r > 0 I'intersection X N B(a, ) est non vide.

Remarque évidente : les points de X sont adhérents a X.

Def : (fermé d’un espace vectoriel normé).
Soit X un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé FE.

On dit que X est un fermé s’il contient (donc s’il est égal a) ’ensemble de ses points
adhérents.

Bref F' = adh(F'), qui sera donc un fermé.

Attention a I’abus de langage, fermé en opposition avec ouvert...

Prop : (les fermés sont les complémentaires des ouverts).
Soit X une partie d’un espace vectoriel normé F.

Alors X est fermé si et seulement si son complémentaire est ouvert.

Preuve : Soit X une partie de F, et soit X¢ son complémentaire dans E.

On a les équivalences suivantes.

L’ensemble X est fermé < aucun des éléments de X n’est adhérent & X
< pour tout a de X, il existe r > 0 tel que X N B(a,r) soit vide
< pour tout a de X¢, il existe r > 0 tel que B(a,r) soit inclus dans X°
& X¢ est un ensemble ouvert.

Seule la premiére est vraiment a regarder, car pas si simple...
X fermé <= X = X <= X C X <= X°C (X)°. Gagné!

Rq on a utilisé boite (2).
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Propriétés
— Important : en dimension finie (c’est le cadre du programme de la classe), le fait
qu'un sous-ensemble de F soit (ou ne soit pas) fermé ne dépend pas de la norme
utilisée.
— Les ensembles E et () sont des fermés (trés) particuliers de E.
Les singletons sont des fermés.
— Les unions finies de fermés sont des fermés.
Les intersections quelconques de fermés sont des fermés.

En particulier, tout ensemble fini est fermé.

11 suffit d’utiliser un passage au complémentaire et les propriétés vues précédemment
sur les unions quelconques (ou les intersections finies) d’ensembles ouverts.

Prop : (une boule fermée, ou une sphére, est un fermé).
Si E est un espace vectoriel normé,

toute boule fermée et toute sphére de E est un ensemble fermé.

Preuve :

— Soit b un point adhérent a B(a,r).
Pour tout n de N*, soit x,, dans I’ensemble non vide B(a, ) N B(b7 %)
Ona:||b—al < |la =z, + ||z, — 0] < r—i—% pour tout n > 1.
On fait tendre n vers +oc et on obtient ||b — a|| < 7, c’est-a-dire b € B(a,r).
On a ainsi démontré que B(a,r) est un sous-ensemble fermé de E.

— Soit b un point adhérent a S(a,r).

1
Pour tout n de N*, soit z,, dans I’ensemble non vide S(a,r) N B<b, —>.
n
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Pour tout n de N*, on a :||a — z,|| — [|[b — x| < ||b — a|| < ||la — x| + ||zn — 0.
o 1 1
Ainsi:Vn> 1, r— =< ||[b—a| <7+ —,
n n

puis (quand n — +o0) : ||b —a| =r, donc b € S(a,r).

On a ainsi démontré que S(a,r) est un sous-ensemble fermé de E.

— On peut également dire que S(a,r) est l'intersection de deux fermés : d’une part la
boule fermée B(a,r), d’autre part le complémentaire de la boule ouverte B(a,r).

Rq perso : c’est plus simple!

NB : on retiendra de ce qui précéde que si £ un espace vectoriel normé de dimension

finie (c’est le cadre du programme de la classe de PSI), deux normes sur E définissent les
mémes ouverts et les mémes fermés (on dit encore : définissent la méme topologie).

Prop : (caractérisation séquentielle de la notion de point adhérent ou d’ensemble fermé).
Soit X une partie d’un espace vectoriel normé F.

Un élément a de E est adhérent & X si et seulement si il est la limite d’une suite d’éléments
de X.

L’ensemble X est donc fermé si et seulement si la limite de toute suite convergente de X
est dans X.

Preuve :
— Soit a un point adhérent & une partie partie X de E.

1
Pour tout entier naturel n, on peut choisir x,, dans I’ensemble non vide XNB (a, 1 ) .
n

On définit ainsi une suite (z,),>0 de X telle que :
¥n >0, [ln — af] < ——, donc telle que limz, —
n 20, |lon —al] < ———, donc telle que lim z,, = a.
— Réciproquement, soit ¢ la limite d'une suite convergente (x,,),>¢ d’éléments de X.
Pour tout £ > 0, il existe ng dans N tel que : Vn > ng, ||z, —¢| < e.

En particulier, Ve > 0, on a X N B(¢,¢) # 0 : le vecteur ¢ est donc adhérent a X.
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— Enfin, une partie X de E est fermée si et seulement si elle contient ses points adhérents ,
c’est-a-dire les limites des suites convergentes d’éléments de X.
On en retiendra la caractérisation séquentielle des fermés.
Exo : Soit E/ un espace vectoriel normé. Non fondamental.
Montrer que les seules parties a la fois ouvertes et fermées sont () et E.
Démo : Par Iabsurde, soit A C E, a la fois ouverte et fermée, distincte de () et de E.
Soit a € A, et b ¢ A.
Soit ¢ I'application définie sur [0, 1] par ¢(t) = a + t(b — a).
Les points () décrivent le segment [a, b].
Soit T'={t € [0,1], ¢(t) € A}. On a p(0) =a € Adonc 0 € T.
Onap(l)=>b¢ Adonc 1 ¢T.
Soit a = sup(7).
Par définition de la borne supérieure, il existe une suite (¢,),>0 de T tq nl_lﬁloo t, = a.
C’est la caractérisation séquentielle de la borne sup.
Preuve :
Les x, = a + t,(b — a) forment donc une suite d’elts de A, qui cv vers ¢ = a + a(b — a).
Le vecteur ¢, limite d’une suite cvte d’éléments du fermé A, est lui aussi dans A.
Mais I'ensemble A est ouvert, donc il existe r > 0 tel que B(c,r) C A.
Dans ces conditions, les vecteurs ¢+ A(b—a) = a+ (a+ A)(b — a),
r

avec |\ < —al sont encore dans A.
—a

Cela rentre en contradiction avec le fait que « est la borne supérieure de 7.
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Exo : Soit E un espace vectoriel normé. Non fondamental...
Montrer que tout fermé X de E peut s’écrire comme l'intersection d’une

suite décroissante d’ouverts 2,,.
1
Démo : Soit ,, = {y €E JreX, duzy) < —}.
n

1
En d’autres termes, €2, = U B(:c, —).
n
zeX

De facon évidente, chaque €2,, contient X.

L’ensemble 2,, est un ouvert car union d’ouverts, mais on peut le prouver directement :
. ) ) 1
— Soit y dans €,,. Il existe x dans X tel que y soit dans la boule B (x, —).
n
1
— Celle-ci étant un ouvert de E | il existe p > 0 tel que B(y, p) C B(x, —) C Q,.
n

1
Soit a € ﬂ €2,,. Pour tout n de N*, il existe x,, dans X tel que |la — z,|| < —.
n

neN*

La suite (z,),>1 est donc convergente vers a, mais c’est aussi une suite du fermé X.
Ainsi x = lim =z, est dans X, et on a prouvé ﬂ Q,CcX

n—-+o0o
neN*

(I'inclusion inverse est évidente).

Def : (intérieur, adhérence, frontiére).

Soit X une partie d’un espace vectoriel normé F.

~ on note X et on appelle intérieur de X 1’ensemble des pts de X qui sont intérieurs a X.
— on note X etl’adhérence de X I’ensemble des pts de E qui sont adhérents a X.

— on note Fr(X) et on appelle frontiére de X 'ensemble des points de £ qui sont adhérents
a la fois & X et au complémentaire de X.

Important : toujours sous 'hypotheése de la dimension infinie, les notions de point adhé-
rent, d’intérieur, d’adhérence, et de frontiére ne dépendent pas de la norme utilisée sur F.
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L’adhérence de la boule ouverte B(a,r) est la boule fermée B(a, ).

La frontiére de B(a,r), ou de B(a,r), est la sphére de centre a et de rayon r.
Exo : Soit X une partie de 'espace vectoriel normé E.

Montrer que X est le plus grand ouvert inclus dans X,

et que X = X si et seulement si X est ouvert.

Démo
— Les points intérieurs a X sont déja, au départ, des points de X, donc X C X.

~ Soit a dans X, et soit r > 0 tel que B(a,r) C X.
On sait que B(a, ) est un ouvert .
Tout élément de B(a,r) est donc intérieur & B(a,r), donc intérieur a X.
En particulier B(a,r) est inclus dans X, on a prouvé que X est un ouvert.
— Soit Y un ouvert inclus dans X.
Va € Y est intérieur a Y, donc intérieur & X, donc est dans X. Ainsi Y C X.

— Ainsi X est un ouvert inclus dans X , et qui contient tous les ouverts inclus dans X
(il est donc le plus grand d’entre eux, au sens de 'inclusion).

En particulier, on a X = X si et seulement si X est lui-méme un ensemble ouvert.
Exo : Soit X une partie de 'espace vectoriel normé F.
X est le plus petit fermé contenant X, et X = X si et seulement si X est fermé.

Démo :
— On note ici X¢ le complémentaire de X.
On va montrer que le complémentaire de X est égal & l'intérieur de X°(**).

o

Cad, (adh(X)) = )EC, ce qui prouvera encore adh(X) fermé.
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Soit @ un élément de E. On a les équivalences suivantes :

a est dans le complémentaire de X < a n’est pas adhérent a X
< il existe 7 > 0 tel que X N B(a,r) soit vide

< il existe r > 0 tel que B(a,r) soit inclus dans X°¢

& a est intérieur a X°.
La on a (**). Donc en particulier, 'adhérence est un fermé.

Donc (adh(X))¢ est le grand ouvert inclus dans X°.
Or AC B< B°C A

Donc si X C F bref un fermé contenant X.

o o o

Il vient F© C X, donc Fec )EC, donc F° C X° = (adh(X))¢, donc (adh(X)) C F.

C’est donc bien le plus petit.

— Ainsi X est le plus petit fermé contenant X (car son complémentaire est le plus grand

ouvert inclus dans le complémentaire de X).
En particulier, on a X = X si et seulement si X est lui-méme un ensemble fermé.
Donc si X fermé, il est le plus petit fermé se contenant, X = adh(X).

Réciproquement, si X = adh(X), X est fermé(**).

Def : (complément : partie dense dans un espace vectoriel normé).
Soit X une partie d’un espace vectoriel normé F.

On dit que X est dense dans E si X = E, c’est-a-dire si tout point de E est adhérent a X.

Si un fermé Y de E contient une partie dense X, alors Y = E.

NB : rappelons (une fois de plus) ne dépendent pas de la norme utilisée sur l’espace

vectoriel normé F, dans la mesure ou celui-ci est de dimension finie (ce qui est le cadre du
programme de mathématiques de la classe de PSI).

Limite et continuité en un point

Important : ici, E, F' et G sont des espaces vectoriels normés de dimension finie sur K.
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Les normes sur les espaces vectoriels £, F' et G seront toujours notées = — ||z||.

Limites dans un espace vectoriel normé

Def : (limite d’une fonction en un point adhérent a son domaine).

Soit f une application définie sur une partie D de FE, a valeurs dans F.
Soit a un point adhérent a D. Soit £ un élément de F.

On dit que ¢ est limite de f en a si :

Ve>0,30>0,VzeD, (|z—al| <= ||flx) - <e).

La limite de f en a, si elle existe, est unique.

On note lim f(z) = ¢ ou plus simplement : lim f = /.
T—a a

L’unicité de la limite (si elle existe) se prouve comme dans la proposition vue plus haut :
On suppose qu’il existe ¢ et ¢’ répondant & la définition précédente.

On se donne £ quelconque dans R**.

Ve €D, (o —al <5= | f2) -4 <e)
Ve eD, (o —af <& = ||f(x) - ]| <e)

Par hypothése, il existe § > 0 et §' > 0 tels que : {
Ainsi : Ve € D, ||l — al]| < min(6,0") = || — V|| < ||f(x) = 2| + || f(x) = ]| < 2e.
Il en résulte ||¢ — ¢'|| < 2e pour tout € > 0, donc |[{ — ¢'|| = 0, c’est-a-dire £ = /.
Remarques

— La définition précédente peut s’écrire : Ve > 0, 35 > 0, f(E(a, 5N D) C B((,¢).

Dans cette définition, on peut remplacer les boules fermées par des boules ouvertes.

— L’existence de la limite de f en a, et la valeur éventuelle de cette limite, ne dépendent
pas des normes utilisées (car dimension finie).

— Dans le cas ou a appartient au domaine D de f, la limite ne peut étre que f(a).

— L’existence et la valeur de lim f ne changent
a
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pas si on remplace D par DN B(a,r) ou r > 0.

On exprime cette propriété en disant que la notion de limite est une notion locale.

Prop : (caractérisation séquentielle de 1'existence d’une limite).

Soit f une application définie sur une partie D de F, a valeurs dans F'.
Soit a un point adhérent & D. Soit ¢ un élément de F'.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

— la limite de f en a existe et est égale a /.

— pour toute suite (z,)n>0 de D convergeant vers a, la suite (f(z,))n=0 converge vers £.

Preuve :
— On suppose que lim f =/, et on se donne une suite (x,),>o de D convergeant vers a.
a

On se donne un réel strictement positif €.
Par hypothese sur f: 30 > 0, Vz € D, (lz —a|| <6 = || f(z) — ¢]| <¢).
Avec ce 0, et par hypothése sur la suite (,),>0 : Ing € N, ¥Yn = ng, ||z, — || < 9.
On en déduit : Vn = ng, ||f(z,) — || <e.
En résumant : Ve > 0, Ing € N, Vn > no, ||f(z,) — || <e:
on a prouvé lim f(z,) =¢.
n——+00
— On procéde par contraposition. On suppose donc qu’on n’a pas lim f = /.

Le fameux contraire de P = Q...

de > 0/V6 > 0,3z € D, ||z —al| <0 et |f(z)—1L] >e.

1
On impose 6 = ——, donc x,, € D et x,, — a.
n+1

1
Pour tout n de N, il existe donc z,, dans D N B(a, m 1) tel que || f(z,) — £]] > e.
n
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Ainsi la suite (z,),>0 de D cv vers a, mais la suite (f(z,))n>0 ne cvpas vers /.

Prop : (limite et composantes dans une base de I'espace d’arrivée).
Soit f une application définie sur une partie D de F, a valeurs dans F'.
Soit a un point adhérent a D. Soit ¢ un élément de F'.

Soit B = (ey,...,e,) une base de F.

Posons ¢ = ZE e; et, pour tout x de E : f(x Z filz

=1
Les fonctions f;, définies sur D a valeurs dans K, sont les fonctions composantes de f.

Les conditions suivantes sont équivalentes :
— la limite de f en a existe et est égale a /.

— pour tout ¢ de [1,p], la limite de la fonction composante f; en a existe et est égale a ;.

Preuve : On sait que l'existence (et la valeur) de la limite d’une fonction
ne dépendent pas de la norme utilisée.

On munit F' de la norme infini associée a B, définie par
p
lyll, = = max |)\ | pour tout y = Z)‘i e;.

Soit ¢ = Z& e; un élément de F.
i=1

Pour tout x de D, on a N(f(z) — () = 11r<1?<>;|f1( x) — 4.

— On suppose que liin f = {. Soit € un réel strictement positif quelconque.
Il existe > 0 tel que : Vo € DN B(a,d), ||f(z) — || <e
Il en résulte : Vi € [1,p], Vo € DN B(a,d), |fi(z) — 4| <e

Ainsi : Vi € [1,p], lim f; = ¢,.
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— Réciproquement, on suppose que licrln fi = £; pour tout 7 de [1, p].
La encore, on se donne £ > 0 quelconque.
Pour tout i de [1,p], il existe d; > 0 tel que : Yo € DN B(a,d;), |fi(z) — 4] <e.
On pose 0 = min;<;<, d; > 0.
Avec ces notations B(a,d) C B(a, ;) pour tout i de [1,p].
On a alors : Vo € DN B(a,d), Vi € [1,p], |fi(z) — 4] <e.

Il en résulte : Vo € DN B(a,d), ||f(x) — || <e. On a donc obtenu : lim f = £.

Prop : (combinaisons linéaires et limites de fonctions).

Soit f et g deux applications de D C E dans F. Soit a un point adhérent a D.
On suppose que les limites de f et g en a

existent et valent respectivement ¢ et £'.

Alors, pour tous scalaires a et 3, on a : lim(af + Sg) = ol + BL'.

Preuve : On pourrait procéder directement, mais on va utiliser la caractérisation séquen-
tielle des limites et un résultat déja connu sur les limites de suites .

On suppose lim f = £ et limg = /'
a a
Soit (2, )n>0 une suite de D, convergente vers a.
Par hypothése sur f et g, on a lim f(z,)=/(et lim g(z,)=¢
n—-+0o n—-+o0o
(caractérisation séquentielle).
D’aprés une proposition précédente, on en déduit lirf (af(xy) + Bg(x,)) = al + BL.
n—-+0oo

Ainsi lir+n (af + Bg)(x,) = ol + B,

et ceci pour toute suite (a:n)@g de D convergeant vers a.
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Il en résulte ( par caractérisation séquentielle des limites) que li(llrn(oz f+Bg)=al+pl.
> Complément : produit de limites
Pour écrire (lién f=¢, lign g=10)= lign fg =10, c’est plus compliqué :
— Si f et g sont toutes deux définies sur D C E et a valeurs dans F, il faut que l'es-

pace d’arrivée F' soit muni d’une structure d’anneau, et il faut une hypothése de type
llzy|| < allz|| |ly]| - Mais c’est hors-programme.

- DCE—K lim f = A
- Si / cr= et si ¢ ¢ alors on a lim fg = A\ .
g:DCE—=F limg=1¢ a
. DCE K lim f = A
~ Si f:DCE= My, (K) et si { @ alors on a lim fg = AB .
g:D CE— Mg,r(K) limg =B a

Prop : (composition de limites).

On se donne trois espaces vectoriels normés F, F, G (de dimension finie).

Soit f: D C E — F. Soit a un point adhérent a D.

On suppose que liin f =10 :il en résulte que b est adhérent a f(D).

Soit g : D' C F' — G, avec f(D) C D' (donc go f est définie sur D et b est adhérent a D).

On suppose lil{ng = /(. Alors limgo f = /.

Preuve : On peut faire une démonstration directe,

ou utiliser la caractérisation séquentielle des limites.

— On se donne un réel strictement positif ¢.
Par hypothése sur g, il existe § > 0 tel que g(D’ N B(b,d)) C B({,¢).
Avec un tel d, et par hypothése sur f, il existe a > 0 tel que f(DNB(a,a)) C B(b,9).
Compte-tenu de 'hypothése f(D) C D/,

on a en fait I'inclusion f(D N B(a,a)) C D' N B(b,6).



On en déduit les implications :
r € DN B(a,a) = f(x) € D'NB(b,5) = g(f(x)) € B({,e).
On a donc démontré que lign gof =1{.
— Soit (x,,)n>0 une suite quelconque de D, convergeant vers a.
Alors (yn, = f(x,))ns0 cv vers b (sens direct de la caractérisation séquentielle).
Cela montre d’ailleurs que b est adhérent & f(D), donc a D'.
Toujours par caractérisation séquentielle,
la suite (z, = g(yn) = go f(xn))n=0 converge vers /.

Cela étant vrai pour toute suite (x,),>0 de D (le domaine de définition de g o f)
convergeant vers a, il en découle lim go f = ¢ (c’est le sens réciproque de la caractéri-
a

sation séquentielle des limites).

Continuité en un point

Def : (continuité en un point).

Soit f une application définie sur une partie D de E, a valeurs dans F'.

Soit a un élément de D.

On dit que f est continue en a si la limite de f en a existe (donc si elle est égale & f(a)) :

(f continue en a) <= li({nf = f(a) <= (‘v’e >0, 36 > 0, Vo € DN B(a,d), f(z) €
B(f(a),e)).

Cette notion ne dépend pas des normes utilisées sur £ ou F

(car on est en dimensions finies).
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Prop : (caractérisation séquentielle de la continuité).
L’application f : D C E — F est continue au point a de D si et seulement si,

pour toute suite x = (z,),>0 de D convergeant vers a, la suite (f(x,))n>0 converge vers

fla).

Preuve : Simple reprise d’une proposition précédente dans le cas particulier £ = f(a).

Prop : (continuité en un point, et composantes dans une base de I'espace d’arrivée).
Soit f une application définie sur une partie D de E, a valeurs dans F.
Soit B = (ey, €9, .., €,) une base de F.
p
Posons, pour tout x de E : f(z) = Z fi(x)e;.
i=1

Alors f est cie en un point a de D ssi ses composantes f; sont continues en a.

p

Preuve : Reprise d’'une proposition précédente dans le cas ¢ = f(a) = Z fi(a)e;.
i=1

Applications continues

On rappelle que tous les espaces vectoriels normés sont supposés de dimension finie.

Continuité sur une partie

Def : (continuité sur une partie de ’ensemble de départ).

L’application f: D C E — F est dite continue sur D si elle est continue en tout point de
D.
On note souvent C(D, F') ’ensemble des applications continues de D C E dans F.

Prop : (combinaisons linéaires d’applications continues).
Soit f et g deux applications continues sur D C FE, a valeurs dans F.

Pour tous scalaires « et 3, 'application af 4+ ¢ est continue sur D.
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Preuve : Simple application, avec ¢ = f(a) et ¢’ = g(a) pour tout a de D.

Prop : (composition d’applications continues).
On suppose que f(D) C D', de sorte que g o f est définie sur D a valeurs dans G.

Si f est continue sur D et si g est continue sur f(D), alors g o f est continue sur D.

Preuve : Simple application avec b = f(a) et £ = g(b) pour tout a de D.

Prop : (continuité et composantes dans une base de 'espace d’arrivée).
Soit f une application définie sur une partie D de E, a valeurs dans F.
Soit B = (ey, €2, ..,€,) une base de F.

p
Pour tout élément = de E, posons f(x) = Z fi(x) e;.

i=1

Alors f est continue sur D si et seulement si les f; sont continues sur D.

Preuve : Simple application pour tout a de D.

Prop : (image réciproque de {0}, de R ou de R** par f continue).

Si f est une fonction continue de E dans R alors I'ensemble défini par f(z) > 0 est un
ouvert et les ensembles définis par f(x) =0 ou f(z) > 0 sont des fermés.

Si f et g sont continues de E dans R, les ensembles {z € E, f(z) = g(x)} et
{z € E, f(z) > g(z)} sont fermés, et 'ensemble {z € E, f(x) > g(x)} est ouvert.

Preuve :

— Soit @ un élément de E tel que f(a) > 0.
Pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que ||z —a|| < § = |f(x) — f(a)] <&,
et notamment si € = % |f(a)].

Il existe donc § > 0 tel que :
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e —all <6 = |() ~ f(@)] < 51F@)] = F(2) > ¢ |f(@)] >0

On a donc l'inclusion B(a,d) C f~1(R*),

ce qui prouve que f~'(R'*) est un ensemble ouvert.

Avec la méme démo, on voit que f~1(R™*) et f~1(R*) sont des ouverts.

— Soit (2,,)n=0 une suite de f~1({0}), convergente vers a.

Ainsi f(x,) = 0 pour tout n de N.

L’application f étant continue, on a f(a) = nl—lﬁloof(xn) =0,

donc f(a) =0 donc a € f~1({0}).

On a donc prouvé que 'ensemble f~1({0}) est fermeé.

La preuve est analogue pour f~'(RT) et pour f~!(R™) (changer = en > ou <).
Cela se généralise facilement : si f est continue de E dans R, I'image réciproque
d’un intervalle ouvert (resp. fermé) de R est une partie ouverte (resp. fermée) de E.
L’exercice suivant propose une généralisation de ces résultats :

Exo : fondamental ...

Soit E, F' deux espaces vectoriels normées de dimension finie.

Soit f: E — F une application continue.

(1) Montrer que l'image réciproque par f d’'un ouvert de F' est un ouvert de E.

(2) Montrer que I'image réciproque par f d’'un fermé de F' est un fermé de E.

Sol :
(1) Soit Y un ouvert de F.

Soit a dans f~1(Y). Alors f(a) est dans Y, donc : 3¢ > 0, B(f(a),e) C Y.
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Par continuité de f sur F (donc en a) il existe
d > 0 tel que f(B(a,d)) C B(f(a),e) C Y.
On a donc linclusion B(a,d) C f~1(Y),

ce qui prouve que f~1(Y) est un ensemble ouvert de F.

(2) - Soit Y un fermé de F. Le complémentaire Y¢ de Y est donc un ouvert de F.
Il en résulte que f~1(Y°) est un ouvert de E.
Mais f~1(Y) est le complémentaire de f~(Y) dans E.
Conclusion : f~1(Y) est un fermé de F.
— On peut également utiliser une preuve directe.
Soit (x,)ns0 une suite de f~1(Y’), convergente vers a.
Par continuité de f, la suite (y, = f(x,))n>0 converge vers f(a).
Mais les y,, sont dans Y, qui est fermé. Il en résulte que f(a) est dans Y.

Ainsi a est dans f~1(Y), ce qui prouve que f~}(Y) est un fermé de FE.

On notera également que si les applications f et g sont continues de E dans F', alors
’ensemble des points x de E tels que f(z) = g(x) est un fermé de E. En particulier si f
et g sont égales sur une partie dense de F, alors f et g sont égales sur E tout entier.

Expli : Simple conséquence de la continuité de f — g.

Prop : (cas d’une fonction réelle continue sur un fermé borné).
Soit f: E — R une fonction continue. Soit X une partie fermée bornée de F.
Alors f(X) est une partie fermée bornée non vide de R.

En particulier il existe xq et z; dans X tels que f(zo) = Hll)r(l f(z) et f(z1) = max f(x).
TE xe
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Preuve : On retiendra que si une fonction réelle est continue sur un fermé borné X d’un
espace vectoriel normé F (de dimension finie) alors f est bornée sur X et elle y atteint ses
bornes.

— Par I’absurde, on suppose que f(X) n’est pas une partie bornée de R.
Alors, pour tout n de N, il existe x, dans X tel que |f(x,)| > n.
De la suite bornée (x,),0, on peut extraire une suite convergente (Zyu(n))n>0-
Posons HETOO Ty(n) = a. Par continuité de f en a, il en découle nl_l)rfoo f(@pmy) = fla).
Mais c’est en contradiction avec le fait que |f(x¢(n))‘ > ¢(n) = n pour tout n.

— Pour mq f(X) est fermé, on se donne une suite (A,),>0 cvte d’éléments de f(X).
Posons nl_lgloo An = A. 1l s’agit de montrer que A est lui aussi dans f(X) .
Par définition, il existe une suite (z,),>0 de X telle que : Vn € N, A\, = f(z,).
De la suite bornée (,,),>0, on peut extraire une suite convergente (Zy(n))n>o -
Posons HEIEOO Ty(n) = a. Par continuité de f en a, il en découle ngrfoo f(@pmy) = f(a).
Mais la suite (f(24(m)))n=0 est extraite de la suite (A,)n>0, donc elle cv vers .
Il en résulte A = f(a). On a donc prouvé que f(X) est fermé de R.

— Ainsi f(X) est fermé borné (non vide) dans R.
I en découle que les réels inf(f(X)) et sup(f(X)) sont des éléments de f(X).

Autrement dit : 3z, zy dans X tels que f(zg) = ml)r(; f(z) et f(zy) = max f(z).
xe e

Remarque : si f : E — F est continue, et si X est une partie fermée bornée (non vide)
de E, alors f(X) est une partie fermée bornée (non vide) de F' (il suffit de reprendre la
démonstration précédente, en remplacant les valeurs absolues sur R par des normes sur F.
En revanche, la deuxiéme partie du résultat (qui parle du minimum et du maximum de f
sur X) n’a de sens que si F' = R.

Fonctions continues particuliéres
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Def : (applications lipschitziennes).

Soit f une application définie sur une partie D de FE, a valeurs dans F.

Soit A un réel strictement positif.

On dit que f est A-lipschitzienne sur D si: V(z,y) € D?, ||f(z) — f()|| < M|z — v
On dit aussi f est lipschitzienne de rapport .

Dans le cas particulier ot 0 < A < 1, on dit que f est contractante.

Si on change de norme, 'application f reste lipsch (mais pas avec le méme \).

Si f est A-lipschitzienne, et si u > A, alors f est a fortiori p-lipschitzienne.

Prop : (toute application lipschitzienne est continue).
Soit f une application définie sur une partie D de E, a valeurs dans F.

Si f est lispchitzienne sur D, alors f est continue sur D (réciproque fausse).

Preuve : Soit a un élément de D, et soit (z,),>0 une suite de D, convergente vers a.
Pour tout n de N, on a : || f(z,) — f(a)| < ||z, — a||, et par hyp nl_lﬁloo |z, — al| = 0.
Il en résulte ngrfoo | f(xn) — f(a)]], c’est-a-dire ngrfoo f(z,) = f(a).
Ainsi f est continue en tout point de D.
Propriétés et exemples
— On dit qu’une application f de E dans F' est une isométrie si :

V(z,y) € B2, ||f(z) = f(W)ll = [l —yll

Les isométries sont lipschitziennes donc sont continues.

— Important : ’application norme de E dans R est 1-lipschitzienne donc continue.

En effet : V(z,y) € E%, |[|z]| = |lyll| < = =yl
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Exo : Attention ... dimension finie

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, et soit A une partie non vide de F.

(1) Pour tout x de E, on note d4(z) = inf1 d(z,a).
re

Montrer que la fonction d4 : x +— d(x, A) est continue.

(2) On suppose que A est fermé borné. Montrer : Vo € E, Ja € A, da(x) = ||z — a]|.

(3) Montrer que le résultat précédent reste vrai si on suppose que A est fermé.

(4) On suppose que la norme E est déduite d’un produit scalaire
et que 'ensemble A est fermé convexe.
Pour tout x de E, montrer qu'’il existe un unique a de A (noté ma(x))

tel que da(z) = ||z — al|.

(5) En gardant les mémes hypothéses que dans la question e),

préciser m4(z) dans les deux cas suivants :
— L’ensemble A est un sous-espace vectoriel de E.

— L’ensemble A est une boule fermée de FE.
Sol :
(1) Soit z et y dans E, et soit ¢ > 0. Il existe a dans A tels que ||z — a|| < da(z) + €.
On a alors [ly —all < |ly =z + ||z — all <ly — =[] + da(z) +&.
Par passage a la borne inférieure : da(y) < ||y — z|| + da(z) + ¢, donc :

da(y) —da(z) < |ly — | + e
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Attention aux fautes de langage, parler du y ss entendrait qu’il est atteint.
Par symétrie |da(y) — da(z)| < |ly — x|| + &, donc
|da(y) — da(z)] < |ly — z|| quand € — 0.
Ainsi 'application d4 est 1-lipschitzienne sur E, donc continue.

(2) Cela résulte de la continuité de d4 et du caractére fermé borné de A .
On parle ici de thm des bornes atteintes.

(3) Soit x dans E, et soit 0 = da(z) + 1. Il existe ag dans A tel que d(z,aq) < 0.
Dessin obligatoire !

Quand on calcule la borne inférieure des distances d(z,a) (ot a parcourt A), on
peut donc se limiter aux x de A qui vérifient d(x,a) < 0, c’est-a-dire se limiter a
I'ensemble fermé borné A’ = AN B(x, ).

Avec ces notations, on a donc d(x, A) = d(z, B), et puisque B est fermé borné
(inclus dans A), on est ramené a la question précédente.

(4) On suppose qu’il existe a,b dans A tels que ||z — al| = ||z — b|| = da(z)

(quantité nommeée ici 0). Dessin obligatoire.

b
On pose ¢ = ot , qui est encore dans le convexe A. On a donc d(z,c) > 9.
1 1 2
Ona:lz—c*=|z@@—a)+=(x—0)|| =
2 2
52+52+1< | b>—52+1< |z —b>
st T <z—ae =5ty <z—a .

Or <z —alr—b>< ||z —al ||z — b,
cad < z — a|lr — b >< §* (Cauchy-Schwarz).

Ainsi ||z — ¢|| < 4, et finalement ||z — ¢|| < 0.
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On a donc 'égalité dans Cauchy-Schwarz, qui implique ici que z —a et x — b
(dont on rappelle qu’ils ont méme norme) sont colinéaires de méme sens, donc sont
égaux. Ainsi a = b, ce qui prouve l'unicité.

(5)  — Si A est un sous-espace vectoriel de E, le vecteur ma(x) est la projection or-
thogonale de x sur A.

— On suppose maintenant que A est la boule fermée B(ag,), avec r > 0.

Pour tout = de A, on a bien str m4(z) = z. On suppose donc ||z — ag|| > r.

,
[l = ao

da(x) = ||z — ao|| — r (faire un dessin).

On a alors ma(z) = ap + (x — ag), et
(1) Soit x et y dans E, et soit € > 0. Il existe a dans A tels que ||z — al| < da(z) + €.
On a alors ||y —al| < |ly =zl + lz — al| < [ly — 2| + da(z) + .
Par passage a la borne inférieure :
da(y) < ||y — z|| + da(x) + ¢, donc : da(y) — da(z) < |ly — x| +&.
Par symétrie |da(y) — da(z)| < ||y — || + ¢, donc
|da(y) — da(z)] < |ly — z|| quand € — 0.
Ainsi 'application d4 est 1-lipschitzienne sur E, donc continue.

(2) Cela résulte de la continuité de d4 et du caractére fermé borné de A .

(3) Soit x dans E, et soit 6 = da(z) + 1. Il existe ag dans A tel que d(z,aq) < 0.

(ot a parcourt A), on
est-a-dire se limiter a

Quand on calcule la borne inférieure des distances d(z, a
peut donc se limiter aux z de A qui vérifient d(z,a) < 6,
I'ensemble fermé borné A’ = AN B(x, ).

) Y

Avec ces notations, on a donc d(z, A) = d(x, B), et puisque B est fermé borné
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(inclus dans A), on est ramené a la question précédente.

(4) On suppose qu'il existe a, b dans A tels que ||z — al| = ||z — b|| = da(x)

(quantité nommeée ici ¢).

b
On pose ¢ = ot , qui est encore dans le convexe A. On a donc d(z,c) > 9.
1 1 ? 2521
Ona: ||lz—¢? = Ha(x—a)—kﬁ(x—b) = Z+Z+§(a:—a|x—b) =
52

1
E+§(a:—a|x—b).

On sait que (z — alz — b) < ||z —al| ||z — V||, c’est-a-dire (z — a|z — b) < §?
(Cauchy-Schwarz).

Ainsi ||z — ¢|| < 4, et finalement ||z — ¢|| < 0.

On a donc 'égalité dans Cauchy-Schwarz, qui implique ici que z —a et x — b
(dont on rappelle qu’ils ont méme norme) sont colinéaires de méme sens, donc sont
égaux. Ainsi a = b, ce qui prouve l'unicité.

(5) = Si A est un sous-espace vectoriel de E, le vecteur ma(x) est la projection or-
thogonale de x sur A.

— On suppose maintenant que A est la boule fermée B(ag,), avec r > 0.

Pour tout = de A, on a bien str m4(z) = z. On suppose donc ||z — ag|| > r.
r
[ = ao

da(x) = ||x — ao|| — r (faire un dessin).

On a alors ma(z) = ap + (x — ag), et

Prop : (continuité des applications linéaires).
Soit f: E — F une application linéaire.
On rappelle que E est de dimension finie.

Alors f est lipschitzienne (donc continue) sur E.
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Preuve : On sait que la continuité d’une application entre deux espaces vectoriels normés
E et F (de dimension finie, comme toujours) ne dépend pas des normes utilisées.

Soit B = (e;)1<i<p une base de E.

On munit £ de la norme indice 1 associée a B, définie par

p p
|zl = Z |z;| pour tout z = le é;.
i=1 i=1

Posons M = max || f(e;)||-

1<i<p

p p
Soit x = Z rie; ety = Z y; e; deux vecteurs quelconques de F.
i=1 i=1

Ainsi l'application linéaire f est lipschitzienne (donc continue) sur E.

On obtient facilement :

1560 = 1l = £ (S me) =1 (e

M|z =yll;-

Z(Ii_yi)f<ei>

=1

p
‘ <> Jzi - wl (el <
=1

Def : (fonctions coordonnées, monoémes et polyndomes sur K").
L’application (x1,...,z,) — x; est appelée i-iéme fonction coordonnée sur K".
On appelle fonction monoéme sur K" tout produit de fonctions coordonnées.

On appelle fonction polynome sur K" toute combinaison linéaire de fonctions monoémes
sur K",

Par exemple, la fonction (z,y, z,t) — zy3t? est une fonction monoéme sur K*.

De méme, la fonction (z,y, z,t) — 1+4xyz+y>t* —2* est une fonction polynome sur K.

Prop : (continuité des fonctions coordonnées, mondmes, ou polyndémes sur K").

Les fonctions coordonnées, monoémes, ou polynoémes sur K" sont continues.

Preuve : Toute fonction coordonnée (x4, ...,x,) — x; est linéaire donc continue sur K.
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Toute fonction mondéme sur K" est continue, car produit de fonctions coordonnées sur K.

Toute fct polyndéme sur K™ est alors cie, car combinaison lin de fonctions monomes.

Prop : (continuité des applications multilinéaires).

Les applications multilinéaires de K" x --- x K" dans K sont continues.

Preuve :
— On se place ici dans 'evn(K")P = K" x K" x --- x K" (o0 K" est répété p fois).

On peut I'identifier a l'espace M, ,(K) des matrices A de type (n,p) a coefficients
dans K (ot chacune des p colonnes C,...,C, de A est elle-méme identifiée a un vec-
teur de K").

La colonne C; de A = (a;;) : dans la base canon (ey,...,e,) de K" : C; = Z a; €.
i=1

On munit (par exemple) K™ de sa norme indice 1 dans la base canonique.

On en déduit une norme sur M,, ,(K) = (K")? (la norme indice 1 sur M,, ,(K) dans
sa base canonique).

p n
Cette norme est définie par : [|All; = |[(C1,...,Cp)|l, = Z 1Cill, = Z |a; ;|-
j=1 ij=1
— Soit f: (K")”» — K une application p-linéaire.
VA = (a;;) = (C1,...,Cp) de E, on a (en développant par p-linéarité) :

n

f(A) = f(Cl, ey Cp) = f(z A;1€4, ..., Z (ll'7p€¢) = Z i1 1Qip2 aipypf(eil, €igs e -
i=1 =1

Q1,02 ip=1

On voit que f(A) est une expression polynomiale par rapport aux coordonnées a;
de A dans la base canonique (plus précisément, ce polynome est homogéne de degré
p, mais cela est sans importance ici).

Il en résulte que 'application f est continue.

Exo : Soit E/ un espace vectoriel euclidien.

Montrer que Q2 = {(z,y) € E?, (x,y) libre} est un ouvert de £ x F.

7eip)
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Sol : 2 vecteurs x et y de E sont libres ssi (z|y) < ||z]| [|y]| (Cauchy-Schwarz).
L’application ¢ définie sur E x E par ¢(z,y) = ||z]| ||y|| — |(x|y)| est continue.
Ainsi Q = {(z,y) € E?, p(z,y) > 0} est une partie ouverte de £ x E.

Exo : Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.

Montrer que 1’ensemble P des projecteurs de E est une partie fermée de L(E).

Sol : L’application ¢ définie sur £(E) par o(f) = f? — f est continue, et P est 'image
réciproque du singleton réduit a application nulle : ¢’est donc un fermé de L£(E).

Exo : Montrer que le groupe orthogonal O(n) est un fermé borné de M, (R).

Sol : On utilise par exemple la norme euclidienne canonique, définie par || A|| = \/tr(AT.A).
Les matrices orthogonales Q vérifient ||Q| = /n.

Autrement dit, le groupe orthogonal est inclus dans la sphere de centre 0

et de rayon +/n : il est borné.

L’application linéaire A — AT est continue sur M,,(R).

Il en est donc de méme de 'application ¢ : A — AT A.

Mais O(n) est 'image réciproque du singleton I,, par ¢, donc c’est un fermé de M, (R).

Prop : (continuité de I'application déterminant).

L’application déterminant : A — det(A) est continue sur M, (K).

Preuve : On identifie les colonnes d’une matrice de M,,(K) & des éléments de K”.
L’espace vectoriel M,,(K) s’identifie alors I’espace vectoriel produit (K™)".
Avec cette identification, on sait que A +— det(A) est multilinéaire sur M, (K).

Il en résulte que cette application est continue sur M,,(K).
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Prop : (I’ensemble des matrices inversibles d’ordre n est un ouvert).

L’ensemble GL,(K) des matrices carrées inversibles d’ordre n est un ouvert de M, (K).

Preuve : En effet, GL,,(K) est I'image réciproque de l'ouvert R*
par Uapplication A — det(A).

Penser a diag dom pour un ouvert sympa! centrale.

Rq : Les sev sont fermés en dim finie.
Noyau de proj ( cie car lin ) ou intersection de plusieurs hyperplan.
Centrale 9 (2017) : exo de ref.
Une matrice M = (m; ;) € M, (R) est dite a diagonale strictement dominante
si et seulement si, pour tout ¢ € [1,n], Z Im ;| < |mil.
i
1. Ecrire un programme Python diagdom, qui prend en argument une matrice M et un
entier n (sa taille) et teste si la matrice M est ou n’est pas a diagonale
strictement dominante.
2. Trouver une matrice M € Oy(R) qui vérifie ce test.
3. L’ensemble des matrices a diagonale strictement dominante.
Est-il stable pour la multiplication des matrices.
4. Soit X un vecteur colonne de M, ;(R) de norme ||.X || le maximum des valeurs
absolues de ses composantes.

Si M est a diagonale strictement dominante, montrer que M X = 0 entraine X = 0.

Que peut-on en déduire pour M ?
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5. Ecrire une fonction d’argument M et n qui renvoie I'y; = In f {]m”| — Z Im; ;| ,i € [1, n]]}
J#
6. Mq I’ensemble des matrices a diagonale strictement dominante est un ouvert de
M, (R) (on utilisera la norme ||||» sur ces matrices.
Sol :
Une matrice M = (m; ;) € M, (R) est dite & diagonale strictement dominante
si et seulement si, pour tout i € [1,n], Z Im | < |mil.
JFi
2. Si ’on choisit une rotation, exprimée en cos sin, il faut que le sinus,

soit en valeur absolue strictement plus petit que la valeur absolue du cosinus.

Ceci correspond aux angles de mesure dans } —%, Z [ et } ?%, %T [ a 27 pres.

3. En choisissant deux rotations d’angle %, on trouvera une rotation

d’angle g qui n’est donc plus a diagonale strictement dominante..

Donc cet ensemble n’est pas stable pour la multiplication des matrices.

4. Voir exercice 987...

6. Si ¢ est fixé, 'application ¢; qui & une matrice M associe le réel |m; ;| — Z |m;
J#

est continue (par somme, composition avec la valeur absolue, puis différence).

Ainsi I'ensemble ¢; ' (]0, 0o[) est 'image réciproque d’un ouvert de R,

c’est-a-dire un ouvert de M, (R).

Par intersection finie d’ouverts, pour i € [0,n — 1],

I'ensemble étudié est donc un ouvert de M, (R).

Le code :
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def dd(M,n):
b,i=True,0
while b and i<n:
s=0
for j in range(n):
if jl= i:
s+=abs(M[i,j])
b=(abs(M[i,i])-s>0)

i +=1
return (b)
def rot(t):

a=np.cos(t)

M=np.identity(2)
M=axM
M[0,1]=-np.sin(t)
M[1,0]= np.sin(t)
return (M)

# M=rot(pi/6)

#dd (np.dot (M,M),2)

def gamma(M,n):

mm=abs (M[ 0 , 0 ] )

for i in range ( n )
s=0
for j in range (n):

if jl= i
s+=abs(M[i,j])

m=abs(M[i,i])-s
mm=min (m,mm)

return (mm)

Rq en plus :

Voila : Pour parler de convergence dans M,,(R), on doit munir cet espace d’une norme.
Et comme 'espace est de dimension finie, le choix de la norme est indifférent

(les normes sont équivalentes en dimension finie).

Dire que l'on a r, — f. ( Suite d’endomorphismes ), c’est
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VX e R" Ry X — FX

ou F est la matrice (dans la base canonique) de I'enfo f .

Appliquons ceci aux éléments F; de la base canonique de R™ : Vi, | R, E; — FE;|| — 0.

Comme tous les normes sont équivalentes sur R™, on peut choisir de travailler avec la
norme infinie associée a la base canonique. |RyE; — FE;|| — 0 signifie alors que chaque
suite des coefficients de Ry F'i converge vers le coefficient associé de F'E;. Ceci signifie donc
que chaque suite coefficient de Ry converge vers le coefficient de F' associé. Ou encore que
R, — F au sens de la norme "maximum du module des coefficients".

On a donc convergence de (Ry) vers F.

La réciproque est similaire. Par combinaisons linéaires on remonte vers le V.X.



