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Espaces préhilbertiens réels PSI *I

Produit scalaire et norme associée

Espace préhilbertien réel, espace euclidien

Ne pas oublier de glisser un morceau de 'exo 1138 ccp 21
Dans tout le chapitre, E désigne un espace vectoriel sur R.

De nombreuses définitions et propriétés sont des rappels du programme de MPSI/PCSI.

ExE—R

et possédant les
T,y) =< T,y >

Def : Un produit scalaire est une application notée (

propriétés suivantes :

<ar+fry>=a<z,y>+p<a,y>
<z,ay+ By >=a<z,xy>+p<z,y >
— caractere symétrique : < x,y >=<y,T >.

— caractére bilinéaire :

— caractére défini positif : < zx,x >>0, et <z, x>=0x= 0.

Un produit scalaire sur E est donc une "forme bilinéaire symétrique définie positive".

Pour désigner un produit scalaire, on utilise aussi les notations z-y ou <x,y>.

Def : Un R-espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire est dit préhilbertien réel.

On appelle espace euclidien tout espace préhilbertien réel de dimension finie.

Exemple de référence fondamental

- {x:(xl,...,xn)

Le produit scalaire canonique sur R” est défini par < z,y >= Z i Yi, Ol
i=1 y:(y177yn)
Notation matricielle : si on note X, Y les matrices-colonne associées a x et vy,
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alors < z,y >= XT.Y.

Preuve : Les propriétés de bilinéarité, symétrie, et positivité sont évidentes.

n
Pour le caractére "défini" on a < z,x >= me =0= (Vi e [1,n], z; =0)
i=1

car les x; sont des réels.

Prop : Le produit scalaire canonique sur M,, ,(R) est défini par < A, B >= tr (AT.B).

n_p
En d’autres termes, pour A = (a;;) et B = (b;j), ona: < A, B >= ZZ a;; bij.

i=1 j=1

Preuve : Tableau.

Prop : Soit C°([a, b],R) I'e-v des applications continues de [a,b] dans R, avec a < b.

b
En posant < f, g >= / f(t) g(t)dt, on définit un produit scalaire sur C°([a, b, R).

Preuve : Tableau.
On peut généraliser cette définition en utilisant une fonction w dite "fonction poids".
Soit t — w(t) une fonction continue positive sur [a, b|

(ne pouvant s’annuler qu’en des points isolés).

b
Alors < f,g >:/ f(t)g(t)w(t)dt deéfinit un produit scalaire sur C%([a, b], R).

Preuve : facile.

Prop : Soit E un espace préhilbertien réel.
Pour tous vecteurs z,y de F, on a 'inégalité dite "de Cauchy-Schwarz" :
<mzy><<zar><y,y>.

Il y a égalité dans ce résultat si et seulement si x et y sont liés.




Preuve : Facile.

Exo : Soit A, B deux matrices symétriques réelles d’ordre n.
Montrer que (tr(AB))2 < tr(A?).tr(B?).

Qu’obtient-on par exemple si B = I, 7 Cas d’égalité?

Sol : CS , égalité si proportionnalité.

Norme associée a un produit scalaire

Def : Soit E un espace préhilbertien réel.
Pour tout vecteur 2 de E, on appelle norme de x la quantité ||z|| = /< =,z >.

L’application x +— [|z||, de E dans RT, est dite norme associée au produit scalaire de FE.

Avec cette notation, I'inégalité de Cauchy-Schwarz devient :

V(z,y) € E?, |<z,y > < ]| [yl

Prop :Soit E un espace préhilbertien réel.
Pour tous z,y de F, et tous réels o, S on a :

lax + Byl = ® ||lz)|* + 2a8 < z,y > +82|jy||.

Preuve : Clair.

En particulier :

lz +yl* = 2] + 2 <2,y >+ |lyll* et o —yl* = llz]* =2 <2,y > +ly]*.
Par addition, on en déduit : V(x,y) € E?, ||z + yH2 + ||z — yH2 =2 (HxH2 + Hsz)

Cette égalité est connue sous le nom d’identité du parallélogramme.



Prop : Soit E un espace préhilbertien réel. Identité de polarisation.

Pour tous vecteurs z,y de F, on a :

2 2 2
<,y >= (le+yl” = lzI” = llyl%).

DN | —

Preuve : simple.

Prop : Soit E un espace préhilbertien réel.

— pour tout vecteur z de E, on a ||z|| > 0, et on a ’équivalence : |z]| = 0<x = [
— pour tout vecteur z de E, et pour tout réel A\, on a : ||[Az| = |A| ||=]|

— pour tous vecteurs x,y de E, on a U'inégalité triangulaire : ||x + y|| < ||| + ||y]|

cette inégalité est une égalité si et seulement si x et y sont "positivement liés".

L’expression "positivement liés" signifie I\ € R tel que y = Az ou = = \y.
Preuve : CS en séparant le cas ou 'un est nul .

On regarde le cas x = \y.

Rq : CS strict car libre.

Remarque : pour tous x,y de E, on a l’encadrement :

[zl =Nyl | < lle £yl < ll2ll + [ly]-

Def : Soit E un espace préhilbertien réel.

Un vecteur = de E est dit unitaire (ou encore normé) si ||z|| = 1.

Si x est non nul, les vecteurs im sont les seuls vecteurs unitaires de la droite Rx.
x

Retour sur deux exemples de référence

— Dans R™ avec son produit scalaire canonique, pour tout = = (x1,...,x,), on a



n 1/2
Joll = (3" a?)
=1

2
n

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit : (Z X yl-) < Z 77 Z y?
i=1 i=1 i=1

b
— Dans E = C%([a,b],R) muni de < f, g >:/ f(t) g(t)de,
. a
pour tout f de F on a || f]| = / f2(t)dt.

2
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit alors : </bf(t) g(t)dt) < /bf2(t)dt /bg2(t)dt.

Exo : Soit E' un espace préhilbertien réel, et soit a un vecteur unitaire.

Pour quelles valeurs du réel A 'application

o: (z,y) »<x,y >4+ <z,0a ><y,a > est-elle un produit scalaire ?

Sol : CNS A > —1. A clarifier; Calcul prélable de ¢, (a,a) qui entraine A > —1.

Puis dans le bon cas , c’est positif par CS .

Puis la nullité donne en premier < z,a >= 0 on reporte x = 0.

Produit scalaire usuel du plan ou de I’espace

Dans le plan orienté R?

Dans R? muni de son produit scalaire et son orientation habituelle

(pour laquelle la base canonique e; = (1,0),e5 = (0, 1) est orthonormée directe).

— Soit u et v deux vecteurs unitaires, et soit § = (u, v) [27]. Alors < u,v >= cos(u, v).
Plus généralement, si u et v sont non nuls, on a < u,v >= ||u| [|v]| cos(u, v).
Preuve :

On suppose que u et v sont unitaires. Soit 0 = (u, v) [27].



Soit B = (u,w) la base orthonormale directe formée a partir du vecteur u.
On a : v = cos(f)u + sin(f)w donc : cos(f) =< v,u >.
Dans le cas général (u, v non nuls), on applique a v’ = % et v/ = (unitaires).
Ainsi : < u,v >=< |lu|| v/, ||v]| v >=||u] |v] <,V >=
Jull o] cos(, ) = J1u] o] cos(@D).
— L’équation d’une droite vectorielle D est ax + by = 0,
T

"vecteur normal" & D.

ou 7 = (a,b) est un
Les équations des droites affines D de direction D sont ax + by = h, avec h € R.

~ On peut imposer au vecteur 7 d’étre unitaire, donc poser : n = (cos(fy),sin(6y)).
L’équation x cos(fy) +ysin(fy) = h est alors "l’équation normale" de la dte affine D.
Ici (h,6y) est un couple de coordonnées polaires de la projection de O sur D.

Dans I’espace orienté R3.

Dans R? muni de son ps et son orientation habituelle ( la base canonique

er = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0, 1) est orthonormée directe).

— Soit u et v deux vecteurs non nuls.
Si u, v sont liés, on pose (u,v) = 0 §'ils sont de méme sens,
et (u,v) = 7 s’ils sont de sens opposé.
Si (u,v) sont libres, on mesure § = (w, v) aprés avoir orienté le plan Vect(u, v).
Alors |< u,v >| = |Jul| ||v]| cos 6.

— L’équation d'un plan vectoriel P est ax + by + cz = 0,

ot 77 = (a,b,c) est un "vecteur normal" a P.



Les équations des plans affines P de direction P s’écrivent alors :
ar + by + cz = h, avec h dans R.
— On peut imposer au vecteur 7 d’étre unitaire.
L’équation ax + by + cz = h est alors appelée "équation normale" du plan affine P.
Dans ce cas, h est la mesure algébrique sur 'axe (O, ﬁ) de la projection de O sur P.

Vecteurs orthogonaux, sous-espaces orthogonaux

Def : Soit E un espace préhilbertien réel.

Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux si < x,y >=0

Le seul vecteur a étre orthogonal a lui-méme est le vecteur nul.

A fortiori, le seul vecteur & étre orthogonal & tous les vecteurs de F est le vecteur nul.
Exo : Soit E' un espace préhilbertien réel. Soit u et v deux vecteurs de E.

On suppose que, pour tout réel A, on a :

||lu 4+ Av|| = |Jul|. Montrer que u et v sont orthogonaux.

Sol : Par hypothése, on a |lu + Av||> > ||lu||* pour tout A c’est-a-dire :

VYA ER, 2\ < u,v > +A2 ||[v||*> > 0.

Nécessairement < u,v >= 0, sans quoi p(A) = 2XA < u,v > +A2 ||v]|?

changerait de signe au voisinage de 0.

Exo : Soit E préhilbertien réel, et f: F — E avec : V(x,y), < f(z),y >=< =z, f(y) >.
Montrer que f est linéaire.

Sol : On se donne trois vecteurs quelconque z,y, z, et deux scalaires quelconques a et 5.

En utilisant plusieurs fois ’hypothése sur f, on trouve :



< flaz+Py)z >=< az+Pyf(z) >=

a<w, f(z) >+8 <yf(z) >=a < fla)z >48 < f(yhz >=< af(x)+8f(y)z >
Ainsi le vecteur f(ax + By) — (af(z) + Bf(y))

est orthogonal a tout z de E, donc il est nul.

En conclusion : ¥(z,y) € E?, V(a, B) € R?, f(az + By) = af(z) + Bf(y).

L’application f est linéaire.

Def : Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien réel F.
On dit que F' et G sont orthogonaux si :

Vee F,YyeG, (x|y)=0.

Remarque : si F' et GG sont orthogonaux, ils sont en somme directe.

En effet si z est dans F'N G alors (x | ) = 0 donc x = .

Prop : Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien réel E.
Onnote F+ ={y€ E, Vz € F, (z|y) =0}.
Ainsi, F* est I'ensemble des vecteurs de F qui sont orthogonaux a tous ceux de F.

L’ensemble F'* est un sous-espace vectoriel de E. On I'appelle I’orthogonal de F.

Preuve : L’ensemble F+ est non vide car il contient 6>

Ensuite, pour tous y, z de F-, et pour tous réels ), j,

le vecteur w = \y + pz est dans Ft car : Ve € F, (w|z) =Xy | x) +p(z | z) =0.
Autre idée : F* est I'intersection des noyaux des formes linéaires

0z y+— (y | z) quand x parcourt F.

Rql : F'* est donc un fermé .



Car c’est l'intersection ( infinie ) de fermés.
Les noyaux des ¢, sont fermés comme images réciproques de 0 par des applications
continues (lip) par CS.
Remarques
— De maniére évidente, on a {ﬁ}l =F,et B+ = {ﬁ}
— Dire que les sous-espaces F' et GG sont orthogonaux,
c’est dire que F C G, ou encore G C F'*+.
L’espace F* est, pour l'inclusion, le plus grand sous-espace de E orthogonal a F.
— Si on a l'inclusion F' C G, alors on a l'inclusion G+ C F+.

Si F C G, et si z est dans G+ (c’est-a-dire sil est orthogonal & tous les vecteurs de
@), alors il est a fortiori orthogonal & tous les vecteurs de F', donc x est dans F*.

— Pour tout sous-espace de E, on a l'inclusion F' C (F+)*
(F' est inclus dans son double orthogonal).
On verra plus loin que si F' est de dimension finie, il s’agit d'une égalité.
Soit # dans F. Pour tout y de F+ on a (z | y) = 0.
Autrement dit, = est dans 'orthogonal de F*.

~ Si F = Vect{w;, i € [}, alors: ye€ Ft & Viel, (y|z;)=0.
Si y est dans F'* | il est en particulier orthogonal aux z;.
Réciproquement, si y est orthogonal aux z;, il est orthogonal a leurs

combinaisons linéaires, c¢’est-a-dire & tous les vecteurs de F.

1
Exo : On munit R[X] du produit scalaire (A | B) = / A(t)B(t) dt.

-1
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1
On définit ¢: A — / |t| A(t) dt, H 'hyperplan noyau de cette forme linéaire non nulle.
-1
Pour tout A de R[X], montrer que A—¢(A) est dans H. A-t’on I'égalité R[X] = HGH*?

Sol :

—  est bien une forme linéaire, non nulle car 'image de 1 est 1.

Son noyau est donc bien un hyperplan.
1
~ Donc pour Q € H-, VA € R[X], / Q) ((p(A) — A)(#))dt = 0.
-1
Donc 1 Q(t)A(t)dt = ¢(A) 1 Q(t)dt

Donc / ( — |t / Q(t dt) t)dt = 0. En développant, rangeant...

Mais ceci est vérifié pour tous les polynémes A, donc

t (Q(t) — |t] /11 Q(t)dt) c E*.

Donc cette fonction est identiquement nulle, <Vt € [-1, = |¢| / Q(t dt)

Or un polynéme est dérivable, seul cas possible, / Q(t)dt =0, donc Q = O
A1n81HT:{0},HGBHT:H§E.
On n’a donc pas I'égalitée R[X] = H & H' (la faute a la dimension infinie de H).

Familles orthogonales

Def : Soit E un espace préhilbertien réel.
On dit que (z;);cr de vecteurs de E est orthogonale si les x; sont L 2 & 2.

Si de plus ils sont unitaires, alors la famille est dite orthonormale (ou orthonormée).

La famille (z;);c; est orthonormale < V(¢,j) € I?, (z; | ;) = §;; (Kronecker).

Exemples de référence
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— La base canonique de R" est orthonormale pour le produit scalaire canonique.

— La base canonique de M,,(R) est orthonormale pour le produit scalaire canonique.

2m
— On se place dans C°([0, 2x], R) muni du produit scalaire (f | g) = [ f(t)g(t)dt
0

Les f,, : t — cos(nt), avec n € N, est une famille orthogonale pour ce produit scalaire.

Prop : Soit E un espace préhilbertien réel.

Si une famille (x;);c; est orthogonale de vecteurs tous non nuls, alors elle est libre.

Preuve : On considére 1’égalité Z Aiz; = 0, et on la "multiplie" par un vecteur z;.
iel
Donc 0 = (Z it | xj> Z)\ z; | :17] =\ llz;]1% Ay =0 (V) € 1) : (x;) est libre.
el i€l —0si Z#J

Cas particulier évident : une famille orthonormale (z;);cr est libre.

Si dim £ =n > 1, une famille orthonormale de n vecteurs est une base orthonormale.

Prop :Soit E un espace préhilbertien réel.

p 2
Si la famille (z;)1<; <, est orthogonale, alors H Z |l =

=1

p
Z ||| (relation de Pythagore).
i=1

Preuve : On développe par bilinéarité :

p p p
IS ] = (X1 w) = Zuxzu +3 (@] 2y) - Zrmn.
i=1 i=1 j=1

#] =0 car z;é]
Attention, la réciproque n’est vraie que si p = 2.

Ainsi ¢ |2y + 2o|” = [|21]]” + [|22]] & (21 | 22) = 0.

1
Exo : On munit R[X] du produit scalaire (A | B) = / A(t)B(t) dt.
0
Pour tout n de N, on pose P, = U,(Ln), avec U, (X) = (X? — X)™.

(1) Montrer que (P,),>o est orthogonale (utiliser des IPP répétées).
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1
(2) Calculer J,,, = / t"(1 —t)™dt, avec (n,m)? dans N2, Puis ||P,| pour tout n.
0

(3) Former une bon de R4[X] (faire le rapprochement avec ’exercice qui vient).

Sol :
(2n)!
n!

(1) On remarque que P, est un polynéme de degré n, de coefficient dominant
Les réels 0 et 1 sont racines de U,, de multiplicité n.
Il en résulte que, pour tout k& de {0,...,n — 1}, on a Uék)(O) = UT(Lk)(l) = 0.
Aprés n intégrations par parties :
1 1
¥QeRX) (] Q) = [ UPOQW = (-1 [ U@t
0 0
En particulier : Vn € N, VQ € R,_1[X], (P, | Q) =0.

Les P,, qui sont a degrés échelonnés, sont donc orthogonaux deux a deux.

1
(2) Posons J,., = / t"(1 —t)™dt, avec n et m dans N.
0

1 1
Sim>1:Jy,,=—— [t”“(l—t)m] +

1
m
/ -1 dt = —— 1
0

Tl o ntl nt 1
m m—1 1 m!n! m!n!
On obtient : .J,,,,, = om0 = ———— T = ————————
’ n+ln+2 n4+m T (ma) T (m4n+ 1)

On réutilise 'intégration par parties mise en place dans la question précédente.

IP|> = (P, | By) = (—1)" (Un | Pé”)) = (—1)n(2n)!/0 Un(t) dt = (20) T 0.

n!)? n!

Ainsi : |B,||* = (2 !Jm:< . d B = ——.
insi @ [ P||” = (2n)!Jn, 7+ done [Pl NoTEST

2n +
P, 1 "
(3) Une base orthonormale de R[X] est L, = & = n|+ (X% - X)”)( ),
. n!

On trouve ainsi : Lo(X) =1, L1(X) = v3(X? — X) = /3(2X — 1).
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Ensuite Ly(X) =

VT
6

(X4 —2X3 + X2)" = /5(6X% — 6X + 1).

Puis Ly(X) = ~— (X% — 3X° + 3X* — 1) = V/7(20X? — 30X2 + 12X — 1).

Finalement : Ly(X) = 210X* — 420X 4+ 270X? — 60X + 3.
Bases orthonormales d’un espace euclidien

Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Le code Python Q-R.py annexe 327

Def : Soit E un espace préhilbertien réel.

Soit (e;)1<i<p une famille libre de E.

i—1
1
Pour tout ¢ de {1,...,p}, on pose ¢, = —— u;, ol u; = €; — Z (g5 | ei) &4
j=1

Al

1

La premiére étape de ’algorithme consiste bien str a poser €, = H €1
€1

Prop : Avec les notations précédentes, I’algorithme de Gram-Schmidt se termine.
Pour tout ¢ de {1,...,p}, on a Vect({&?l, .. ,gi}) = Vect({el, . ,ei}), et (g; | e;) > 0.

La famille (g;)1<;<, ainsi construite est une base orthonormale de Vect({e1, ..., e,}).

Preuve : Pour simplifier , on pose F; = Vect({e1,...,e;}) pour tout ¢ de [1,p].
Par récurrence finie sur ¢ dans [1, p], on va montrer la propriété P(i) suivante :

P(i) : «lafamilleeq, . .., &; est orthonormale, et Vect({e1,...,&;}) = Fi, et (g; | &;) > 0».
1 L .
On posant e; = H e1, on s’assure que la propriété P(1) est vraie.
€1
On se donne ¢ dans [2, p], et on suppose que P(i — 1) est vraie.
i—1

Selon la définition , on pose u; = e; — v;, avec v; = E (¢ | €) ;.
Jj=1
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%
Le vecteur v; est dans Vect({el, o ,67;_1}) = F;_q et ¢; n’y est pas, donc u; # 0.
1 . o
On peut donc poser ¢; = H u;, qui est unitaire.
Uj
i—1
Vk € [1i[, (e | vi) = Z (g5 ei)(ex|ej) = (ex | ), (ex | wi) =0, (ex [ &) = 0.
ey ——
Sk
Ainsi la famille €4, . .., g; est orthonormale.

Par construction, u; donc ¢; est dans F;. Puisque Vect({gl, . 751'—1}) = F;_1 (hypothése
de récurrence), on en déduit Vect({e1,...,&;}) C F; (donc égalité car les dimensions sont
les mémes).

Enfin (g; | &) = (&i | wi +v;) = (& | wi) + (& | vi) = (i | ||lwil| &) = [Jwil| > 0.
=0
On a ainsi prouvé la propriété au rang i, ce qui achéve la récurrence finie.

L’algorithme s’arréte donc par la formation du vecteur ¢, et finalement on a formé une
famille (&;)1<i<p qui constitue une base orthonormale de Vect({el, o ,ep}).

Illustration du procédé

Passage d’une famille libre e = (ey, €2, €3) & une famille orthonormale € = (g1, €9, €3).

On a conservé les notations de la proposition en ce qui concerne les vecteurs us et us.

On a cependant noté p(ey) = (&1 | e2) €1, donc ug = e — p(ey).

De méme, on a noté q(ez) = (1 | e3) g1 + (g2 | e3) €2, donc uz = ez — q(es).

On voit bien, ce qui sera repris plus tard, que :

— le vecteur p(es) est la « projection orthogonale » de ey sur la droite engendrée par &,
(donc par eq)

— le vecteur g(e3) est la projection orthogonale de e3 sur le plan engendré par €1, &9

(donc par e, es)
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u3'

Remarque
Si (e;)1<i<p est orthonormale, elle est invariante par Gram-Schmidt.
Par récurrence. Avec les notations de la définition , on a bien siir ¢; = ey.

Enfin si €; = ¢; pour 1 < j < ¢, alors :

i—1 1—1
ui:ei—Z(a‘j | e;) g :ei—Z(ej | e;) e; = e; donc ¢; = e;.
= = ——

=0

Exo : On munit R[X] du produit scalaire (A | B) = /1 A(t)B(t) dt.
0
Former une bon de R4[X] en appliquant le procédé de GS a 1, X, X2, X3 X4
Faire le rapprochement avec I'exercice d’avant.
Sol : On note e, = X%, pour 0 < k < 4, et on va former la base (g3)o<h<a-
Les résultats suivants ont été obtenus a 'aide d’un logiciel de calcul symbolique.

— Le polynome e( est unitaire, donc ¢y = eg = 1.

V3

1
- Ontrouveulzel—(éo|61)50:X—(1|X)1:X—§, ||u1||:?,

donc 1 = HZ—lu =V3(2X - 1).
1

1 )
— On trouve uy = €5 — (g | €2) g9 — (61 | €2) 61 = X? — X + & et [Jug = %,

donc g5 = v/5(6X? — 6X +1).
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— On trouve uz = e3 — (g9 | e3) g0 — (g1 | €3) g1 — (62 ]| €3) g0 = X3 — ng + %X — %
Ensuite |lug|| = E\/Z’ donc g3 = V7(20X3 — 30X2% + 12X — 1).
5 ;5 9 2 1
- Ontrouve:u4:e4—j§0(€j\64)€j:X4—2X‘5+?X2—?X—|—%.
Enfin |jus|| = ﬁ donc g4 = 210X* — 420X3 4+ 270X? — 60X + 3.

Bases orthonormales d’un espace euclidien

Prop : Soit F un espace euclidien (ie un espace préhilbertien réel de dimension finie).

Alors, dans 'espace vectoriel F, il existe des bases orthonormales.

Preuve : Appliquer 'algorithme de Gram-Schmidt & une base quelconque B de E.

Prop :Soit E un espace euclidien de dimension n > 1.
Soit (e) = (eq, ea, . . ., €,) une famille orthonormale de E, avec p < n (donc non génératrice).

Alors il est possible de compléter (e) en une base orthonormale de E.

Preuve : Avec le théoréme de la base incompléte,

on prolonge (e) en une base B = (e1,..., €y, €pt1,...,6€,) de E.

On applique l'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base B.
On en déduit une base orthonormale B’ = (ey, ..., €y, ps1,--.,6,) de E.

On a bien str utilisé 'invariance de la famille orthonormale (e, ..., e,) par 'algorithme.

Prop : Soit E un espace euclidien de dimension n > 1,

et soit B = (&;)1<;<n une base orthonormale de E.

n
Pour tout vecteur x de E, on a 'égalité : = = Z (ei | x)e;.
i=1




Preuve : Posons x = g z;e;. Pour tout j de [1,n],ona: (¢; | z) = E X ej | e;) =
=1
Z

5J

Bref, les applications coordonnées dans la base B sont les ef: x +— (e; | x).

Tout vecteur x de E est entiérement déterminé par ses "ps" sur les vecteurs de B.
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Prop : Soit E un espace euclidien de dimension n > 1,

et soit B = (e;)1<;<n une base orthonormale de E.

Pour tous vecteurs x = E rie; et y= E Y; €, ON & :
i=1 i=1

n
(z [ y) Z Ty et ||$|| Z a3,
=1

n
Preuve : Posons = = Z rie; et y= Z Yj ;.

i=1 j=1

Par bilinéarité : (z | y) Z Z:clyj €; ] 6] leyz

=1 j5=1

Exo : Soit E un espace vectoriel euchdlen.
Soit f € L(F) tel que :

V(u,v) € E?, (u|v) =0= (f(u)| f(v)) =0 (f « conserve Porthogonalité » ).

Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour tout vecteur u de E, || f(u)]| = A||ul|.

Sol : Soit (eg)1<k<n une bon. Par hypothése, les f(ex) sont orthogonaux deux a deux.

Nous allons montrer qu’ils ont méme norme.

Pour cela, on se donne i et j distincts dans [1,n].

Les vecteurs e; +e; et e; — e; sont orthogonaux car (e; +¢; | e; — ¢;) = |les||> = |le; || =

On en déduit :

0= (flei+e) | fles—e;) = (fles) + fles) | fle) = F(ey)) = Ilf(ea)ll* = I f(en)]*.
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Autrement dit, il existe A > 0 tel que : Vi € [1,n], [|f(e)| = A

n
Pour u = g Tie;, on a

=1

Zazzf e;) et || f(u ZxQ I f(e)|” = A\ Zazf = A2 ||u|® (Pythagore).
i=1
Expressmn matricielle du prodult scalaire
Soit z et y deux vecteurs quelconques d’un espace euclidien E.

Soit X et Y les matrices-colonne des coordonnées de x,y dans une base B de F.

— si la base B est orthonormale, alors : (x| y) = X1.Y';

— dans le cas général d'une base B quelconque, alors on a seulement (x | y) Z Z x;iy; (e | €j)
=1 j5=1
on peut écrire (z | y) = XTGY, ou g;; = (e; | €;) pour 1 < 4,5 <

n n
Posons =z = g rie; ety = E Yj €;.
n n

Ona l‘|y szzy] 62‘63 szlng%]:

i=1 j=1 i=1 j=1
Z T (Z gi,jyj> = Z 1,[GY); = XTGY
é?la farj;iile (ei)lgi@;:elst orthonormale, on a G = I,, donc (z | y) = X1.Y.
Exo : Soit A dans M,,(R).
Montrer que les matrices A7.A et A ont le méme noyau, donc le méme rang.

Les matrices A.AT et A ont-elles le méme rang ? Le méme noyau ?

Sol : _ N
— Si X est dans le noyau de A (donc si AX = ('), alors ATAX = 0,

donc X est dans le noyau de AT A.

Réciproquement, soit X dans Ker(AT A).
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Ona ATAX = 0 done XTATAX = 0, donc (AX)TAX = 0.
Mais cela s’écrit |AX||* = 0, donc conduit & AX = ﬁ, c’est-a-dire X € Ker(A).
Les deux matrices AT A et A ont donc le méme noyau, donc le méme rang.

— La matrice A.AT a méme noyau que A7, méme rang que AT, méme rang que A.
Mais en général, Ker(A.AT) (c’est-a-dire Ker(AT)) est différent de Ker(A).

Exo : Soit M dans M,,(R), telle que M? = 0.

Montrer que Ker(M + MT) = Ker(M) N Ker(MT).

Sol : Soit X un vecteur du noyau de ker(M + M7T), donc tel que MX = —M7TX.

IMX|? = (MX)TMX = XTMTMX = —XTMTMTX = —XT(M?)TX =0,

donc M X = 0.

Il en découle MTX = 0, donc Ker(M + M) C Ker(M) N Ker(MT).

L’inclusion inverse est évidente.

Exo : Soit M dans M,,(R), telle que MM = MT M.
(1) Montrer que M et M7 ont le méme noyau, puis que Spg(M) = Spgp(M7T).
(2) Montrer que pour tout A de Spr(M),
les sous-espaces propres de M et de M7T pour A sont identiques.
(3) Montrer que les sous-espaces propres de M dans M,, ;(R)

sont orthogonaux deux a deux.

Sol :
(1) Pour tout vecteur-colonne X de M, ;(R) :

IMX|? = (MX | MX) = (MX)"MX = X"M"MX = X"TMM"X = | M7 x|
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Ainsi |[MX| = ||[M"X]|, donc :

X eKer(M) & |[MX||=0< |[MTX||=0< X € Ker M”.

Les deux matrices M et M7 ont donc le méme noyau.

Pour A dans R, on applique ce qui précéde a

A=M — )\, et B=AT = MT — \I,, (elles commutent).

Pour tout réel \, on a donc : Ker(M — \I,,) = Ker(MT — \I,,). Autrement dit,

M et M7 ont les mémes valeurs propres réelles, et les sous-espaces propres corres-
pondants sont identiques.

(2) Soient A et p deux valeurs propres réelles distinctes de M (donc de MT).

Soient X un vecteur propre de M (donc de M7 pour la valeur propre A et Y un
vecteur propre de M (donc de MT) pour la valeur propre f.

Il faut montrer que X et Y sont orthogonaux.

{(MX 1Y) = (MX)TY = (AX)TY = AXTY
0
(MX |Y) = (MX)TY = XT(MTY) = pXTY

On aainsi A(X |Y) =pu(X |Y), avec A # p.
Il en résulte I'orthogonalité des vecteurs X et Y.

On en déduit I'orthogonalité des sous-espaces propres Ey et E, de M.

Matrice d’une famille de vecteurs dans une base orthonormale

B = (e;)1<i<n une bon de E, et v = (v;)1<j<, une famille de p vecteurs de E.

Soit A = (a;;) la matrice de la famille v dans la base B (la matrice A € M,, ,(K)).
Alors, pour tout i de [1,n] et tout j de [1,p], on a: a;; = (e; | vj).

Evident car a; ; est la coordonnée de v; dans la base orthonormale B = (€;)1<i<n-

Cas particulier : si B’ est la base orthonormale obtenue & partir d'une base quelconque
B de E par l'algorithme de Gram-Schmidt, alors les matrices de passage Pgp (de B a B')
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et Pg g (de B' a B), inverses 1'une de l'autre, sont triangulaires supérieures a coefficients
diagonaux strictement positifs.

Reprenons les notations de la définition G-S, et notons B’ = (&;)1<i<n

la base orthonormale obtenue & partir de la base quelconque B = (€;)1<i<n-

1
Par construction ¢, = —— u;, ot u; = e; —

Al

En particulier, u; (donc ¢;) est dans Vect({ey, ..., ¢}).

i—1
(&5 [ ei)e;.

j=1

Il vient que la matrice de passage Pz de B a B’ est triangulaire supérieure.

Pareil pour la matrice de passage inverse Pg 5 (de la base B’ a la base B).

Mais, du fait que la base B’ est orthonormale, les coeflicients diagonaux de Pg g sont les
produits scalaires (e; | £;) dont on sait qu’ils sont strictement positifs (cf propositionG-S).

Les coefficients diagonaux de la matrice triangulaire Py = PBT,}B

sont donc aussi strictement positifs.

Matrice d’un endomorphisme dans une base orthonormale

Soit B = (e;)1<i<n une base orthonormale de E, et soit u un endomorphisme de E.
Soit A = (a;;) la matrice de u dans la base B. Alors a; ; = (e; | u(e;)) pour tous ¢, j.
Evident car a;; est la coordonnée de u(e;) sur e; dans la base orthonormale B.
Projection orthogonale sur un sous-espace de dim finie

Supplémentaire orthogonal
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Prop : Soit E un espace préhilbertien réel.
Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.
Alors E = F @ F+.

Le sous-espace F'* est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

Le cadre du résultat précédent est : F' sous-espace de dimension finie de £ (sans hy-

pothése sur E lui-méme). Evidemment, il n’y a pas d’hypothése a faire sur F si E est
lui-méme de dimension finie.

Preuve : Posons dim(F') = p. Soit B = (e;)1<i<p une base orthonormale de F.
Ainsi F = Vect{ey,...,e,}, donc : z € F+ & Vj € [1,p], (z]e;) =0
(cf derniére remarque dans prop formes linéaires avant...).

Soit x dans E. Il s’agit de prouver 3!(y, z) de F' x F* tel que x = y + 2.

p

Pour cela, on pose z =z —y, ol y = Z y;e; est un vecteur quelconque de F.
i=1

Ona:zeFt e Ve [L,p], (z]e;) =0eVje|[lp], (z|e)=(y]|e) =y,

Ceci détermine un unique y de F, donc un unique (y, z) de F' x F* tq oz =y + z.

p
Retenons que la décomposition de z sur £ = FOF* est ¢ = y+2 avec y = Z (e; | =) e;.
i=1

Exo : Soit F' et G deux sous-espaces d'un espace euclidien.
Montrer que (F + G)t = F- NGt et que (FNG)t = F+ + G+

Sol :
— Si x est dans FX N G*, il est orthogonal & tous les vecteurs de F' et de G donc a tous

ceux de F + G (par linéarité). Il est donc dans (F + G)*, ce qui prouve l'inclusion
FrNnG*tc (F+G)*

Réciproquement, si x est orthogonal aux vecteurs de F' 4G, alors il est en particulier
orthogonal & ceux de F et de G : il est donc dans F- N G*. On a donc bien I'égalité
(F+G)r=FtnGt.
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— On applique ce qui précéde & F+ et G+, et on trouve :
(Fr+GHt = (FHEN(GHr = FnaG.
Par passage a orthogonal, on en déduit I'égalité : F+ + G+ = (FNG)*.

Exo : (sur 'importance de I’hypothése de dimension finie)

On munit 'espace £ = C([—1, 1], R) du produit scalaire défini par (f | g) = /1 f(t)g(t)dt.
-1

Soit F ={f € E, Vte[-1,0], f(t)=0} et G={g € E, Vt € [0,1], g(t) =0}.

Montrer que F' = G et GT = F, mais quon n'a pas £ = F ® G.

Sol : Tl est clair que : V(f,g) € F X G, (f]g) =0, donc FF C G+ et G C F*.

vt € [-1,0], g(t) = tf(t)

Soit f un élément de G*. Soit g définie sur [—1, 1] par : {Vt €[0,1], g(t) =0

La fonction g est continue sur [—1, 1], et nulle sur [0, 1] : c’est donc un élément de G.
0
Ainsi (f | g) =0, c’est-a-dire / tf2(t)dt = 0,
-1
et donc (continuité, signe constant) : Vt € [—1,0], f(¢t) =0.
La fonction f est donc dans F, et on a montré I'inclusion G+ C F donc I'égalité G+ = F.
Idem pour I'égalité F+ = G.

Tous les ¢léments de '@ G s’annulent en 0, donc F & G & E.

Prop : Soit E un espace euclidien, donc de dimension finie n.
Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors dim(F*) = n — dim(F).

De plus on a I'égalité F' = (F1)+. Ainsi F est lui-méme le supplémentaire orthogonal de F'*.

En dimension finie, on dira donc de F et F'*

qu’ils sont supplémentaires orthogonaux 1'un de I'autre.
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Preuve : On sait que £ = F @ F* (sous 'hypothése dim(F) < oo d’ailleurs.
Ainsi dim(F*+) = n — dim(F). De méme : dim((F+)1t) = n — dim(F+) = dim(F).
Or on sait que F' C (F*)L : il en résulte F = (F*)L.

Ainsi la décomposition £ = F & F* peut aussi se lire £ = (F+)Lt @ F*.

Exo : On munit M,,(R) de son produit scalaire canonique, défini par (A | B) = tr(AT B).

Montrer que les espaces des matrices symétriques (resp. antisymétriques) sont supplémen-
taires orthogonaux.

Sol : On sait parfaitement que ces deux sous-espaces sont supplémentaires.

Il reste donc a vérifier que si A est symétrique, et B antisymétrique, alors (A | B) = 0.
Effectivement :

(A| B) =tr(ATB) = tr(AB) = tr(BA) = —tr(BTA) = — (B | A) = — (A | B).
Supplémentaire orthogonal et bases orthonormées

Soit F' un sous-espace vectoriel de I'espace euclidien F.

Si B est une base orthonormale de F et si B’ est une base orthonormale de F'*,

alors BU B’ (obtenue par juxtaposition) est une base orthonormale de E.

Bien str BU B’ est orthonormale car les vecteurs de BB (dans F')

sont orthogonaux a ceux de B’ (dans F'4).

Enfin BU B’ est simplement une base de £ adaptée a la somme directe £ = F @ F* .

Réciproquement, si on compléte une base orthonormale B'(eq, ..., e,) de F' en une base
orthonormale B(ey, ..., e, €pt1,...,€,) de E,
alors B"(€,41,...,e,) est une base orthonormale de F'*.

Les vecteurs de B” sont orthogonaux & ceux de B’ donc ils sont dans F'*.

Pour finir, B” (libre car orthonormale) est de cardinal n — p = dim(F*)
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donc est une base de F*.

Placons nous dans un espace euclidien E de dimension 3.

Ici, le plan vectoriel P et la droite vectorielle D sont supplémen- e;
taires orthogonaux I'un de 'autre.

€2

Si (e1,e2) est une base de P et si e3 est une base de D, alors la
famille (eq, eq,e3) est une base orthonormale de E si et seulement
si (e1,e2) est une base orthonormale de P et e3 est unitaire.

€1

Projection orthogonale

Def : Soit £ un espace préhilbertien réel. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension
finie de F.

Avec ces hypothéses, on sait que £ = F @ F*.

La projection pp sur F' parallélement a F'* est appelée projection orthogonale sur F.

Prop : Soit F' un sous-espace de dimension finie d’un espace préhilbertien réel E.

Soit B = (ey, ..., €e,) une base orthonormale de F'.

P
Pour tout x de E, on a: pp(x) = Z (e; | z)e;.

=1

Preuve : Cela résulte de E = F®F* et de la démonstration de la proposition supl orthog.
Exo : Soit £ un espace préhilbertien sur R.

On suppose qu'il existe n vecteurs unitaires (ey)i<p<n tels que :

n

Vo e B, [lxf* =) (e |2)* (%)

k=1
Montrer que les vecteurs (ex)1<k<n, forment une base orthonormée de E.

Sol : .

— En posant z = e; dans (), on trouve : 1 = Z (ex | €;)° =1+ Z (ex | ¢;)°, donc :
k=1 kit

Vk’#j, (€k | Gj) =0.



La famille (e)1<r<n est orthonormale.

— Soit F' le sev de E' =< (ex)1<k<n >, €t p la projection orthogonale de E sur F.

n n

Pour tout uw de E, p(u) = Z (e | u)eg et done [|p(u)||* = Z (e | u)* = ||ul|”.
k=1 k=1
On sait d’autre part que |[ul|* = ||p(u)||* + |Ju — p(u)||* (Pythagore).
Ainsi u —p(u) = 0. Autrement dit, pour tout u de E, u = p(u) € F. Donc F = E.
La famille (ey)1<k<n est donc une base orthonormée de E.
Remarque :
Si p est la projection orthogonale sur F', alors Id —p est la projection orthogonale sur F*.
Bien str Id —p est la projection de E sur F'* parallélement a F.
Mais on sait que F = (F1)*.
Ainsi, Id —p est la projection orthogonale de E sur F'*.
Projection orthogonale sur une droite ou un hyperplan

— Soit D = Ra la droite vectorielle engendrée par un vecteur a unitaire de £ .

La projection orthogonale sur D s’écrit : pp(z) = (a | z)a .

(a|x)

a
= a.
lall - fal

. a
Si on suppose seulement que a est non nul, alors pp(x) = <|| || ‘ a:)
a
— On suppose ici que E est euclidien (donc de dimension finie).

Soit @ € E non nul, et H = (Ra)* I'hyperplan orthogonal a la droite D = Ra.

(a| )

2
lal]

La projection orthogonale sur H est définie par py(z) =z —
Si @ est unitaire, cela se simplifie en py(z) =z — (a | z) a.

Illustration en dimension 3



On suppose ici dim £ = 3.
Soit eq, e5 une base orthonormale du plan P.
Soit e3 un vecteur unitaire de la droite Pt.

On s’est donné un vecteur u de E.

Chaque u; = (e; | u) e; est la projection orthogonale de u sur
la droite engendrée par e;.

Le vecteur uy + us = (e1 | u) e; + (e2 | u) ea est la projection
orthogonale de u sur le plan P. P

Retour a l’algorithme de Gram-Schmidt
On reprend ici les notations de la définition .
Soit E un espace préhilbertien réel.

Soit (€;)1<i<p une famille libre de E.
Le procédé de G-S transforme la famille (e;)1<;<, en une famille orthonormale (g;)1<;<p-
La formation du vecteur ¢; peut étre interprétée de la maniére suivante :
— Soit F;_; = Vect(eq,...,e;.1) = Vect(ey,...,&i1).
i—1
La projection orthogonale v; de e; sur F;_; est donnée par v; = lz: (g5 | i) €.
j=1

— On en déduit u; = e; — v;, orthogonal & F;_; et non nul.

I1 suffit alors de normer le vecteur u; pour obtenir le vecteur &;.

Prop : Soit p une projection vectorielle de 'espace euclidien E.
L’application p est une projection orthogonale si et seulement si :
Ve e E, [lp(x)] < =]

Pour’une projection orthogonale, I’égalité ||p(x)| < ||z|| s’appelle inégalité de Bessel.

Preuve :
— On suppose que p est la projection orthogonale pr sur un sous-espace F' de E.

Pour tout = de E, écrivons & = y + 2, avec y = pr(x), et z dans F*.
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On a (y | z) = 0 donc ||lz||* = ||y||* + ||z]|* par Pythagore .

I en découle ||y|| < [|z]|, avec égalité si et seulement si z = T Cest-a-dire € F.
— Réciproquement on suppose £ = F & G.

Soit p la projection vectorielle sur F', parallélement & G.

On suppose que ||p(z)]| < ||z|| pour tout x de E. On veut montrer que G = F*.

Puisque dim(G) = dim(F%), il suffit de vérifier G C F*,

c'est-a-dire : Y(y,2) € F x G, (y|2) =0.

On se donne donc y dans F et z dans G.

VA, p(Ay + 2) = Ay et [lp(\y + 2)|| < Ay + 211, [Mwll® < Ay + 2]

On développe, 2 (y | z) + ||z]|* = 0 VA, ce qui implique (y | z) = 0.

Def : Soit E un espace préhilbertien réel.
Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.

La symétrie sp par rapport F, parallélement a F*, est appelée symétrie orthogonale par
rapport a F'.

Distance a un sous-espace de dimension finie

Prop : Soit E un espace préhilbertien réel.

Soit ' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.

Soit x un vecteur de F, et soit yo = pr(z) la projection orthogonale de = sur F.

Alors ||z — yol| = ryréllgl |z — yl|, et yo est le seul vecteur de F a posséder cette propriéte.
Ce minimum est appelé distance de x a F.

11 est noté d(x, F), et il vérifie : d(z, F)? = ||lz||* = ||lyol*.
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On exprime la spécificité de yo = pr(z) par :

« 1o est la meilleure approximation quadratique de x ».

Preuve :

On voit ici la projection orthogonale yy = pr(z) d'un vecteur x de E sur le sous-espace F.
Parmi tous les vecteurs y de F', le projeté orthogonal de x est celui qui est

« le plus proche » de x.

En effet, pour tout vecteur y de F', on a :

2

le—yl” =|le—s+y —y
ert

cF
= ||z —wol* + llyo — ylI* = ||z — wol?

(avec égalité si et seulement si y = yo).

Enfin:z =2 —yy+ 1y, donc Hac||2 = ||z — y0||2+||yo|\2.
S~ =~

crt er
On en déduit d(x, F)? = ||z — y0||2 = ||x||2 — Hy0||2.

1
Exo : Calculer le minimum de I, ) = / (tIn(t) — at — b)*dt
0

et dire pour quels a, b ce minimum est atteint.

Sol : On définit un produit scalaire sur £ = C([0, 1], R) en posant : (f | g) = /1 f(t)g(t)dt.
0

Soit F' le sous-espace de F formé des polyndémes de degré inférieur ou égal a 1.

Notons ¢ I'application de E définie par ¢(t) = tln(t), avec p(0) = 0.

Ca équivaut donc a la recherche de P dans F' qui minimise la quantité ||¢ — P||.

On sait que ce probléme a une solution unique : la projection orthogonale P de ¢ sur F.

Cette projection est I'unique vecteur :
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P(t)=a+0btde Ftelque (P—¢|1)=0et (P—¢|t)=
Il s’agit donc de résoudre le systéme (S): (P|1) = (¢ | 1), (P|t) = (¢ | 1)
Par des intégrations par parties trés simples, on trouve :

(gp|1):/01t1n(t)dt: [’;2 In(t )K—/Ol%dt:—i,

et

(go|t):/01t21n(t)dt:[ ] /—dt

b b

Enfin, en posant P(t) = a + bt, on trouve : (P |1) =a+ B et (P|t) = g + 3
b 1 b 1 1 1
(S) est donc équivalent & : a + =71 et g+ 3=y et :a = _§’b =5

Par « Pythagore », le minimum recherché || — P|| est tel que ||¢ — P||> = ||¢||> = || P||*.

lo|l? = /01 £2(In(t))2dt [t;(ln( ))2}1 _ g/olﬂ In(t)dt — —g /Oth In(t)dt — 22—7

0

e 7
De méme, | P|* = —/ (=2 +t)%dt = —.
36 J, 108
2 7 1 1 3
Le minimum m des I(a, b) vérifie donc m? = — — — = — . Ainsim = / — = £
27 108 108’ 108 18

Utilisation du supplémentaire orthogonal

Soit F' et G deux sous-espaces d'un espace euclidien F,

supplémentaires orthogonaux 1'un de I'autre.

En d’autres termes, on suppose que G = F'* (ou encore : F' = G*).
) 1

On note parfois £ = F & G.

Pour tout vecteur x de E, on a x = pp(x) + pg(x) (somme orthogonale).

On a alors d(z, F) = |z = pr(z)|| = |[pa(@)|, et d(z, G) = [lx = pa ()| = [lpr ()]

En particulier soit B(ey,. .., €p, €pi1,...,€,) une base orthonormale de E, obtenue par
concaténation d'une base orthonormale Bp(ey,...,e,) de F' et d'une base orthonormale
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Ba(epti,---,en) de G.

Avec ces notations, et pour tout vecteur x de E, on a :

n p

d(z, F)* = lpe@)|*= ) _ (e la)* et dz,GP=|pr(@)|* =) (e | 2)”

i=p+1 i=1

Formes linéaires sur un espace euclidien

Formes linéaires et équations d’hyperplans

Prop : Soit E un espace vectoriel euclidien.
Pour toute forme linéaire f sur F,

il existe un unique vecteur a de F tel que : Vo € E, f(z) = (a | x).

Preuve :

Pour tout vecteur a de F, 'application f,: x — (a | ) est une forme linéaire sur E.
Le noyau de la forme linéaire f, est £ si a = ﬁ, et c’est I'hyperplan (Ra)* sinon.
L’application a — f, est linéaire de F dans L(E,R).

En effet, pour tous a,b de E, tous A\, u de R, et tout x de E, on a :

Prasol@) = Qatb | ) = Ao | 2) 44 (b | ) = Mal@) + 1) = Mo+ 1) (@),
donc fraquw = Afatpifs.

Cette application est injective.

En effet, pour tout a de E : f, =0 = f (a) = ||la|’ =0=a = f

dim(FE) = dim(L(E,R)), il vient que a — f, est un isomorphisme de F sur L(E,R).

Ainsi pour tout f de L(E,R), il existe un unique a de E tel que : Va € E, f(x) = (a | x).

1
Exo : On munit I'espace vectoriel £ = R,,[X] du produit scalaire (P | Q) = / P(t)Q(t) dt.
0
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Soit ¢ la forme linéaire sur £ définie par ¢(P) = P(0).

Montrer qu’il existe un unique A de E tel que : VP € E, ¢(P) = (A | P).
Montrer que deg(A) = n.

Sol : L’existence et 'unicité de A découle de la proposition ....

Par I'absurde, on suppose deg(A) < n.

Le polynéme P = X A est donc encore dans FE.

On en déduit 0 = ¢(P) = (A | P) :/ltAz(t) dt.
0
La fonction ¢ — tA%(t) est continue, de signe constant, d’intégrale nulle sur [0, 1],
donc est nulle sur [0, 1].
Ainsi A est identiquement nul sur ]0, 1], donc c’est le polynéme nul (absurde).

Exo : (importance de I'hypothése de dimension finie).

1
On munit l'espace vectoriel £ = R[X] du produit scalaire (P | Q) = / P(t)Q(t) dt.
0
Soit ¢ la forme linéaire sur E définie par ¢(P) = P(0).
Montrer qu’il n’existe pas de vecteur A de E tel que, pour tout P de E, p(P) = (A | P).

Sol : Par ’absurde.

1

Avec P = X A, on alors (XA | A) = p(XA) =0, c’est-a-dire /tAQ(t)dt = 0.
0

t — tA?(t) est continue, de signe constant, d’intégrale nulle sur [0, 1],

donc est nulle sur [0, 1].

Ainsi A donc nul sur |0, 1], donc A = 0, donc ¢ = 0 (absurde car par exemple ¢(1) = 1).
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Def : Soit H un hyperplan d’un espace euclidien F.
Son supplémentaire orthogonal H+ est une droite D, dite normale & 'hyperplan H.

On dit qu'un vecteur directeur a de D est un vecteur normal a I’hyperplan H.

Prop : Soit E un espace euclidien muni d’une base orthonormale B = (e, ..., ¢,).

Soit H un hyperplan de E, et soit a = Z a;e; un vecteur non nul de E. On a (i) < (i) :
i=1

(1) le vecteur a est normal a ’hyperplan H.

(2) une équation de H dans B est (a | ) = 0, c’est-a-dire Zaixi = 0.
i=1

Preuve :
— 1) = i1) : on suppose que le vecteur a, non nul, est normal a 'hyperplan H.

Dans ces conditions il dirige la normale D & H etona F=H & D

(somme directe orthogonale).

n n

Posons a = Z a;e;, et soit x = Z x;e; un vecteur quelconque de F.
i=1 i=1
n
Onaalors:x€H<:>x€Dl<:>(a\a:):O<:>Zaixi:0...
i=1
— 4i) = 1) : réciproquement, on suppose qu’une équation de H est
n

E a;z; = 0 voir formes linéaires.

=1
n

Puisque B est orthonormale, cette équation s’écrit (a | z) = 0, avec a = Z a;e; et

i=1
n
Tr = E ZT;€;.
i=1

Vo € H est L au vecteur a : en d’autres termes, a est normal a 'hyperplan H.
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Distance d’un vecteur & un hyperplan, & une droite

Prop : Soit H un hyperplan d’un espace euclidien F. Soit a un vecteur unitaire, normal & H.

Pour tout vecteur z de E, la distance de x a '’hyperplan H est : d(x, H) = |(a | z)|.

Preuve : On se reportera ici a la note

« Projection orthogonale sur une droite ou un hyperplan » .

Soit D = Ra. Par hypothése, on a F = D @ H (somme directe orthogonale).
Pour tout vecteur x de E, on a x = pp(z) + py(x), avec pp(x) = (a | =) a.
On a alors d(x, H) = ||z = pu(z)|| = [lpp ()| = [(a [ z)].

1
Si a n’est pas unitaire, la distance de z a H s’écrit : d(z, H) = — |(a | z)|

lall

Prop : Soit D une droite d'un espace euclidien E. Soit a un vecteur directeur unitaire de D.

Pour tout vecteur z de E, la distance de x & D est : d(z, D) = ||z — (a | z) al.

Preuve : Posons £ = D @& H (somme directe orthogonale),
ou H est 'hyperplan orthogonal a la droite D = Ra.
Pour tout x de F, on a x = pp(x) + pu(x), avec pp(x) = (a | x) a.

On a alors d(z, D) = || — pp(z)|| = ||z — (a | z) al.

Si le vecteur normal a n’est pas unitaire, alors d(z, D) = Hx — (|O|l ‘||€)GH
a
SiBy = (e1,...,e,_1) est une base orthonormale de H = D+, alors d(x, D) =

Distance a une droite dans R?
On se place dans I'espace euclidien R?, avec son produit scalaire canonique.

Soit D une droite de R? (un hyperplan de R?) d’équation ax + By = 0.
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Soit u(xg, yo) un vecteur quelconque. Alors la distance de u a D est :

_ laxo + Byol
/a2 + 62

Preuve : C’est un cas particulier de la prop dist-hyperplan, avec ici H = D et a = («, ).

d(u, D)

Distance a un plan dans R?

On se place dans l'espace euclidien R3, avec son produit scalaire canonique.
Soit P un plan de R? (un hyperplan), d’équation ax + Sy + vz = 0.

Soit u(xg, Yo, 20) un vecteur quelconque. La distance de u & P est :

lazo + Byo + Y20l
d(u, P) = —
Vor+ B2+

C’est un cas particulier de la prop-dist-hyperplan, avec ici H = P et a = («, 3,7).

Distance a une droite dans R?

Soit D une droite de R® muni de son produit scalaire et de son orientation canoniques.

Si (e1, e2) est une base orthonormale de D+, alors d(u, D) = \/(u le))? 4 (u ] er)”.
Preuve : C’est un cas particulier de la note :Utilisation du supplémentaire orthogonal.
Ici la famille (eq, e2,w) est un base orthonormale de E.

La projection orthogonale de u sur D s’écrit pp(u) = (w | u) .

Quand & la projection orthogonale de u sur le plan H = D+,

elle s’écrit py(u) = (e1 | u)er + (ea | u) es.

On a alors d(u, D)* = u — pp(u)||* = [[pr(w)||* = (e1 | w)* + (e | u)*.

Si w est unitaire, une expression de la distance de u a la droite D = Rw est :

d(u, D) = ||[u A w]|.

Preuve : On forme une base orthonormale directe (eq, e, w).
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Si u = ae; + Bey + yw, on sait que d(u, D)* = a? + 3.
On trouve uAw = (e +Bes+yw)Aw = —aes+Bes. Ainsi : [|[urw|? = o?+8? = d(u, D).
Exo : Soit £ un eve de dim n > 1, muni d’une bon B = (ex)1<k<n-
Pour toutes familles U = (u;)1<i<p, €t V = (v)1<j<q de vecteurs de E :
— on note U la matrice de la famille ¢/ dans la base B.
— G(U,V) la matrice, élément de M, ,(R), dont le terme général est g; ; = (u; | v;).
— on note G(U) plutot que G(U,U), et on pose A(U) = det(G(U)).
(1) Avec les notations précédentes, montrer que G(U,V) = UTV,
et que rg(G(U)) = rgU).
(2) On suppose maintenant que U est une base d’un sous-espace F' de F,
avec 1 < dim(F)=m < n.
Vx € F, on note U, la famille obtenue en complétant U par le vecteur x.

On définit la matrice G(U,) (d’ordre m + 1), et de déterminant A(U,).

AU,
Montrer que la distance de x a F s’obtient par la formule : d(z, F)?* = A((ZZ{))
Sol :
(1) Soit u; = Zakviek et v; = Z b jex
k=1 k=1
les écritures de w; et v; dans la base orthonormale B.
. _ T _ _ _
On a : [UTV]M - Z [U ]zk [V]k,j - Z [UL“ [V]k,j - Z agibry = (s | ;).
k=1 k=1 k=1

On a donc I'égalite G(U,V) =UTV.

Le résultat rg(UTU) = rg(U) = rg(U) est quant a lui classique.
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(2) On note X la colonne des coordonnées de = dans la base orthonormale B.

La matrice associée a la famille U, s’écrit donc U, = (U | X).

T T T
On en déduit I'écriture par blocs : G(U,) = UL U, = (U > (U X)= < )(Z'Tg ‘[‘]Xﬁg )

On décompose x en = a + b, avec a dans F et b dans F'*
(donc matriciellement X = A + B).

G(U) UTA
ATU AP+ B

o N . UTA UrA 0
On linéarise la derniére colonne en écrivant = + .

OnaUTB = 0 (ouencore BTU = 0), donc A(U,) = det(G(U,)) =

1Al + | B]* IA]* I1B]I*
) ) : ‘ |Gy UTA GU) 0
On développe le déterminant : A(U,) = ’ATU ||A||2 ‘ATU ”BHQ )
T
'i(TuU) ﬁ Aﬂ% représente A(U,), qui est nul car U, est une famille liée.

Le deuxiéme déterminant est triangulaire par blocs, et vaut A(U) || B,

c’est-a-dire A(U)d(z, F)2.

On a ainsi obtenu P'égalité : d(z, F)? =



