
Corrigé Physique 1 Centrale PC 2011I.A.1)a) En régime stationnaire, on peut é
rire que 
e qui entre à l'abs
isse x sort à l'abs
isse xT 
e qui donne , à lalargeur L près et dans le 
as du �uide in
ompressible : hTV = h(x)v(x) .b) l'équation lo
ale de 
onservation de la masse donne dans le 
as de l'é
oulement in
ompressible : div−→v = 0 
e qui setraduirait i
i par ∂vx
∂x

+ ∂vz
∂z

= 0 . Ce n'est pas par
e que vz ≪ vx que l'on peut é
rire que ∂vz
∂z

est négligeable devant ∂vx
∂x

.
) Puisque l'on approxime la vitesse par v(x)−→e x, on a −→
rot−→v =

−→
0 : l'é
oulement peut être onsidéré 
omme irrotationnel.d) L'é
oulement est permanent, in
ompressible et irrotationnel et on néglige l'in�uen
e de la pesanteur : on a don


p+ 1
2ρv

2 = p0 +
1
2ρV

2 .I.A.2)a) Comme v2 =
h2
T

h(x)2V
2 , il vient fa
ilement : p(x)− p0 = 1

2ρV
2
[

1− h2
T

h(x)2

].b) La pente étant −tgα , il vient : h(x)−hT

x−xT
= −tgα 
e qui donne en tenant 
ompte du fait que l'angle α est petit :

h(x) = hT + α(xT − x)
) la pression sous la plan
he est p(x) sauf sur la partie non mouillée où elle vaut p0 :
A

Po

P(x)

Po

Po

αLa résultante des for
es de pression −→
F est orthogonale à la plaque .La for
e Fzvaut Fcosα = F :

Fz = [

∫ xT

xA

(p(x)− p0)Ldx]cosα =

∫ xT

xA

(p(x)− p0)Ldxor dx = − dh
α

permet de transformer l'intégrale en :
Fz =

1

2
ρLV 2

∫ hT

hA

[

1−
(

hT

h

)2
]

(

−dh

α

)

=
1

2
ρLV 2

[(

hA − hT

α

)

+
h2
T

α

(

1

hA

− 1

hT

)]

=
1

2
ρLV 2lm

[

1− hT

hA

]en utilisant le fait que lm = hA−hT

α
.On en déduit don
 que

λ =
hT

hA. La for
e Fx vaut de façon évidente Fsinα = Fα soit Fx = 1
2ρLlmV 2α

[

1− hT

hA

]d) M =
∫

(p(x) − p0)(xT − x)Ldx = 1
2ρLV

2
∫

(xT − x)(1 − h2
T

h2 )dx dont on tire K = 1
2ρLV

2.e) Erreur d'énon
é i
i puisque la for
e Fzétait déjà proportionnelle à ρV 2Llmet qu'une fra
tion de lm interviendra dansle moment de 
ette for
e au point T ; la formule exa
te est don
 M = 1
4ρV

2Ll2mf(λ) .Il y aura équilibre si la somme des for
es est nulle, 
e qui entraîne que le poids du surfeur doit être égal à Fz et si lemoment des for
es en tout point est nul : 
e
i entraîne M − FzlP = 0 .On en tire don

lp =

1

2

f(λ)

1− λ
lmI.A.3)a) La quantité de mouvement selon x à t est : Px(t) = DmdtvA + PΣA t+ dt Px(t+ dt) = PΣ +DmdtV .

dPx

dt
= Dm(V − vA)

hAvA = V hT donne
dPx

dt
= DmV (1− hT

hA

) = ρhTLV
2(1− λ)b) La résultante des for
es de pression selon −→e x sur le volume ha
huré est :

pAhAL− p0hTL−
∫ xT

xA

p(x)αLdxor
Fx =

∫ xT

xA

[p(x)− p0]αLdx =

∫ xT

xA

p(x)αLdx − p0αL(xT − xA) =

∫ xT

xA

p(x)αLdx+ p0L(hA − hT )On a don
 pour résultante : (pA − p0)hAL− Fx
) On é
rit don
 : dPx

dt
= (pA − p0)hAL− Fx = ρhTLV

2(1− λ)1



Or pA − p0 = 1
2ρV

2(1−
(

hT

hA

)2

) = 1
2ρV

2(1 − λ2)Ce
i donne don
 :
Fx =

1

2
ρV 2(1− λ2)hAL− ρhTLV

2(1− λ) = ρLV 2(1− λ)

[

1

2
hA(1 + λ)− hT

]Comme 1
2hA(1 +

hT

hA
)− hT = 1

2 (hA − hT ) et que hA − hT = lmα , il vient :
Fx =

1

2
ρLV 2(1− λ)lmα
e qui 
orrespond bien à la formule trouvée au I.A.2
.I.B.1) Puiqu'il y a équilibre des for
es verti
ales, on sait que Fz = mg et don
 que Fx = mgαOn en tire don
 la relation : −mdV

dt
= mgα 
e qui donne

dV

dt
= −gαI.B.2a) On doit avoir Fz = mg 
e qui donne :

1

2
ρLV 2(1− hT

hA

)lm = mgOr hA = hT + lmα ; il vient don

ρV 2

2 Llm(1− hT

hT+lmα
) = mg qui aboutit à :

l2m(ρLαV 2

2 )−mgαlm −mghT = 0 soit en
ore : l2m − 2 mg
ρLV 2 lm − 2 mghT

ραLV 2 = (lm − mg
ρLV 2 )

2 − ( mg
ρLV 2 )

2 − 2 mghT

ραLV 2 = 0 .On en tire
lm =

mg

ρLV 2
+

√

(
mg

ρLV 2
)2 + 2

mghT

ραLV 2I.B.2b) Il faut que lm soit inférieure à L′ 
e qui entraîne la né
essité que V dépasse une valeur minimale telle que lm = L′soit
V 2
min = 2mg(

αL′ + hT

ραLL′2
)I.B.2
) Appli
ation numérique : Vmin = 1, 0m.s−1( On véri�e bien que 
e
i 
orrespond à la 
ourbe proposée) ; dV

dt
= −gαdonne par intégration : V − V0 = −gαt 
e qui permet de 
al
uler l'instant où le mouvement 
esse tf = V0−Vmin

gα
. On en tirela distan
e par
ourue puisque

V = V0 − gαt donne x = V0t− gα t2

2 .
∆x = V0tf − gα

t2f
2 .

∆x = 9mI.B.3 Le modèle néglige les for
es de vis
osité et de tension super�
ielleI.C.1)En faisant un bilan de quantité de mouvement entre t et t+ dt , il vient :
Px(t) = PΣ + ρL(hT + δ)V dtV
Px(t+ dt) = PΣ+ρLδV dt(−V ) + ρLhTV dtVDon
 dPx = −2ρδLV 2dtI.C.2) Ce
i donne par appli
ation du théorême de la résultante 
inétique sur la dire
tion x'x :
dPx

dt
= −Fx = −Fzα d'où l'on tire

Fz = 2
ρLδV 2

αOn voit qu'il faut né
essairement δ 6= 0 pour que Fz 6= 0 .I.C.3) L'appli
ation numérique donne δ = 4mmII.A.1) La partie immergée a pour largeur a et pour longueur −z/sinθ ; on en déduit
Sim = − az

sinθII.A.2) Les équations du mouvement du galet projetées sur les axes s'é
rivent :
m
dvx
dt

=
1

2
ρCnv

2Sim(−sinθ)− 1

2
ρCtv

2Simcosθ

m
dvz
dt

=
1

2
ρCnv

2Simcosθ − 1

2
ρCtv

2Simsinθ −mg2



II.A.3)a) Comme Sim = − az
sinθ

, on obtient :
m
dvz
dt

=
1

2
ρv20(−

az

sinθ
)(Cncosθ − Ctsinθ)−mg = −1

2

ρv20
sinθ

Caz −mg
e qui donne :
z̈ +

ρv20Ca

2msinθ
z = −gOn a don


ω2
0 =

ρv20Ca

2msinθII.A.3)b) La résolution de z̈ + ω2
0z = −g donne z = − g

ω2
0

+ Acosω0t + Bsinω0t. Comme z(0) = 0 et ż(0) = vz0, on peut
al
uler A et B et l'on obtient :
z =

g

ω2
0

(−1 + cosω0t) +
vz0
ω0

sinω0tII.A.3)
) La profondeur maximale atteinte 
orrespond à dz/dt = 0 
e qui donne : − g
ω0

sinω0t0 + vz0cosω0t0 = 0
tanω0t0 = ω0vz0

g
; on voit que tanω0t0 < 0 et l'on prend don
 l'angle pour lequel sinus est positif et 
osinus négatif puique
'est pour 
es valeurs que z sera minimale. Don
, en posant τ = tanω0t0, il vient :

cosω0t0 = − 1√
1+τ2

et sinω0t0 = − τ√
1+τ2


e qui donne en reportant dans l'expression de z :
zmin = − g

ω2
0

(1 +
1√

1 + τ2
)− vz0

ω0

τ√
1 + τ2

= − g

ω2
0

(1 +
1√

1 + τ2
+

τ2√
1 + τ2

) = − g

ω2
0

(1 +

√

1 +
ω2
0v

2
z0

g2
)La profondeur maximale atteinte est don
 :

|zmin| =
g

ω2
0



1 +

√

1 +

(

ω0vz0
g

)2


II.A.3)d) Pour que le galet ne 
oule pas, il faut que |zmin| < asinθ 
e qui donne :
g

ω2
0

[

1 +

√

1 +
(

ω0vz0
g

)2
]

< asinθOr vz0 = −v0sinα0 et ω2
0 =

ρv2
0Ca

2msinθ
, il vient don
 :ρv2

0Ca2sinθ

2mgsinθ
> 1 +

√

1 +
(

ρv4
0
Casin2α0

2mg2sinθ

)Soit ρv2
0Ca2

2mg
− 1 >

√

1 +
ρv4

0
Casin2α0

2mg2sinθ
qu'on élève au 
arré pour obtenir �nalement :

ρ2v40C
2a4

4m2g2
− ρv20Ca2

mg
>

ρv40Casin2α0

2mg2sinθOn simpli�e par ρv2
0Ca2

mg

e qui donne : v20 [ρCa2

4mg
− sin2α0

2agsinθ

]

> 1. On trouve bien la 
ondition :
v0 >

√

2ag
ρCa3

2m − sin2α0

sinθL'appli
ation numérique donne : v0 > v0min = 0, 42m.s−1II.A.4 L'équation donnant τ s'é
rit
0 = − g

ω2
0

(1− cosω0τ) +
vz0
ω0

sinω0τLes valeurs proposées permettent de 
al
uler g/ω2
0 = 2, 2.10−7m alors que ∣

∣

∣

vz0
ω0

∣

∣

∣
= 2, 6.10−4m . On peut don
 négliger lepremier terme devant le se
ond et il vient alors : sinω0τ = 0 
e qui donne bien τ = π/ω0. Dans 
es 
onditions, la vitesse vzvaut −vz0 au moment où le galet ressort de l'eau.II.A.5)a) L'équation de la dynamique projetée sur x'x donnait :

m
dvx
dt

=
1

2
ρv2az

C′

sinθOr z = g

ω2
0

(−1 + cosω0t) +
vz0
ω0

sinω0t qu'on peut substituer dans l'équation pré
édente :
mdvx =

1

2
ρav2

C′

sinθ

[

g

ω2
0

(−1 + cosω0t)−
v0sinα0

ω0
sinω0t

]

dt3



puisque vz0 = −v0sinα0 alors que vx0 = v0cosα0.
vx(τ) − vx0 =

∫ τ

0

dvx/dt.dt =
1

2
ρav2

C′

msinθ

[

−gπ

ω3
0

− 2v0sinα0

ω2
0

]Comme ω2
0 = ρv2Ca

2msinθ
, il vient : ∆vx = −C′

C

[

gπ
ω0

+ 2v0sinα0

]On obtient en divisant par vx0 = v0cosα0 :
∣

∣

∣

∣

∆vx
vx0

∣

∣

∣

∣

=
C′

C

[

gπ

ω0v0cosα0
+ 2tanα0

]II.A.5)b) L'appli
ation numérique donne : ∣∣
∣

∆vx
vx0

∣

∣

∣
= 0, 083 . On 
onstate que pour une telle variation de vitesse, on peut
onsidérer que v reste égale à v0dans l'expression de la for
e.II.B.1)a) ∆Ec =

∫ τ

0

−→
F .−→v dt

−→
F .−→v dt = 1

2ρv
2
0

az
sinθ

C′.vxdt+ (− 1
2ρv

2
0
Caz
sinθ

−mg).vzdt
∫ τ

0 −mg.vzdt =
∫ τ

0 −mgdz = 0 puisque z(τ) = z(0)De plus on a aussi ∫ τ

0 z.vzdt =
∫ τ

0 zdz = 1
2

[

z2(τ) − z2(0)
]

= 0Il ne reste don
 dans le terme de variation d'énergie 
inétique que la 
ontribution de Fxvxdt .II.B.1)b) Or, on a Fx = −C′

C
Fz 
e qui donne :

∆Ec = −C′

C
vx0

∫ τ

0

Fzdtet ainsi
µ =

C′

CII.B.1)
) Puisque aux instants 0 et τ la 
ote du galet est la même z = 0 , on peut admettre qu'en moyenne la for
e globaleselon z'z est nulle 
e qui permet d'identi�er Fz ave
 mg et 
omme τ vaut π/ω0 , on trouve bien 
omme formule appro
hée :
∆Ec ≃ −C′

C
vx0mg

π

ω0Comme ω0 = v0

√

ρCa
2msinθ

et quevx0 = v0cosα0, il vient fa
ilement :
∆Ec = −C′

C
πmgcosα0

√

2msinθ

ρCaqui est bien indépendante de v0.II.B.2 Nous avons trouvé 
omme valeur minimale de v0pour que le galet ne 
oule pas la valeur v0min ; l'énergie 
inétiquerestante lorsque le galet 
oule est don
 Ecf = 1
2mv20min qui est négligeable devant l'énergie 
inétique initiale qui valait 1

2mv20 .Le nombre de ri
o
hets possibles est don
 dans le 
adre de 
e modèle :
N ≃ Cv20

2C′πgcosα0

√

ρCa

2msinθL'appli
ation numérique donne : N ≃ 14000 
e qui est très supérieur à la réalité : il faut prendre en 
ompte la vis
osité du�uide si on veut obtenir des résultats plus réalistes.III.A Pour une pente de 5% , l'angle α est tel que tanα = 0, 05 soit α = 2, 86�ou en
ore α = 0, 05rad .La 
onservation de l'énergie mé
anique permet d'é
rire :
1

2
mv20 = mgasinαd'où l'on tire :
a =

v20
2gsinαL'appli
ation numérique donne : a ≃ 900mtres .III.B.1)a) On fait un s
héma orienté :
4
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xO x

zone a B non nul

B

Le �ux à travers le 
ir
uit orienté vaut ϕ = lxB0 , d'où une fém induite e = −B0lẋ qui donne un 
ourant i = −B0lẋ
R

. Ce
ourant i dans un 
hamp magnétique est soumis à une for
e de lapla
e −→F = ilB0
−→e x. L'équation di�érentielle du mouvementest don
 , en posant v = ẋ :

m
dv

dt
= −B2

0 l
2

R
vLe temps 
ara
téristique τ est don
 égal à :

τ =
mR

B2
0 l

2Dès que le 
adre est totalement immergé dans la zone de 
hamp uniforme, il n'y a plus de variation de �ux, don
 plus dephénomène d'indu
tion, don
 plus de freinage.Dans la phase de freinage, v = v0exp(− t
τ
) 
e qui donne par intégration :

x = v0τ(1 − exp(− t

τ
))On voit immédiatement que x ne peut pas dépasser v0τ : il su�t que L soit supérieure à v0τ pour qu'il y ait arrêt .Appli
ation numérique : mRv0

B2
0
l2

= 30
0,09 = 333mtres , très supérieure à L = 50cm .III.B.2)a) Si L > d , il existe une phase où la vitesse ne varie plus puisque le �ux ne varie plus : 
'est la phase où le
adre 
ontient la zone de 
hamp non nul.(
f s
héma)

d

O x x

zone a B non nul

L'équation du mouvement trouvée pré
édemment n'est valable que jusqu'au moment où x = d 
e qui 
orrespond à uninstant t0 tel que v0τ(1 − exp(− t0
τ
) = d soit exp(− t0

τ
) = v0τ−d

v0τ
. La vitesse du 
adre est alors égale à

v(t0) = v0exp(−
t0
τ
) = v0 −

d

τLa 
hute de vitesse a été de d
τ
lors de la première phase.Il y aura une se
onde phase de freinage pour la sortie de la zone à B non nul et on aura de nouveau une diminution dela vitesse de d

τ
.La vitesse à l'issue des deux phases de freinage est don


v0 − 2
d

τIII.B.2)b) Si L > d , lorsque le 
adre est totalement immergé, il a subi une diminution de vitesse de L
τ
et il en sera de mêmeà la sortie.Ainsi, dans 
e 
as-là, la vitesse �nale est

v0 − 2
L

τIII.B.2)
) Il faut don
 donner la valeur L à d pour optimiser le freinage.III.B.3) si on pla
e N zones de freinage idntiques, on a intérêt à minimiser les zones où la vitesse reste 
onstante ; ilfaut don
 �xer à L la valeur de D. 5



La vitesse après un par
ours de 2L a diminué de 2L
τ
; il faut pour s'arrêter N motifs de telle sorte que
v0 = N

2L

τAinsi, la distan
e d'arrêt est
N2L = v0τL'appli
ation numérique donne 333 mètres 
e qui est bien inférieur à 900 mètres.III.B.4)a) La durée de 
haque phase de freinage est 2t0 où t0 est tel que : exp(− t0

τ
) = 1 − L

v0τ
. Or L ≪ v0τ 
e quisuggère que t0

τ
≪ 1 et don
 que 1− t0

τ
= 1− L

v0τ
et ainsi :

t0 =
L

v0La durée totale du freinage est don
 2N L
v0

= τ . On trouve à peu près 11 se
ondes.III.B.4)b) Pour diminuer la vitesse de 20m.s−1, il faudra les deux tiers de 
e qu'il fallait pour l'arrêter à partir de 30m.s−1.Il faut don
 un temps qui vaut 2
3τ = 7, 4secondes et il faut 222 zones.III.C.1) L'équation bilan à une dimension dans un milieu sans sour
es s'é
rit :

div
−→
j Q + µc

∂T

∂t
= −λ∆T + µc

∂T

∂t
= 0III.C.2) La di�usivité thermique est la quantité Dth = λ

µc
; elle a pour dimension des m2.s−1.Si on appelle θ le temps 
ara
téristique des transferts thermiques dans le 
ylindre, on peut é
rire :
λ

µc
=

a2

θDon

θ =

µca2

λ
= 0, 28secondeCe temps est très 
ourt devant le temps d'arrêt de l'engin.On peut don
 
onsidérer la température 
omme uniforme dans le�l de 
uivre.III.C.3) Si on peut négliger les transferts thermiques ave
 l'extérieur, l'e�et Joule dégagé 
orrespond à l'énergie 
inétiqueinitiale et on a don
 : m′c∆T = 1

2mv20 
e qui donne :
∆T =

mv20
2m′c

=
mv20

4(L+ l)πa2µc
= 81�III.C.4)a) m′cdTC

dt
= −h4πa(L+ l)(TC − T0)

µ2πa2(L+ l)cdTC

dt
= −h4πa(L+ l)(TC − T0)

dTC

dt
+ 2h

µac
(TC − T0) = 0Le temps 
ara
téristique du refroidissement est

τ =
µac

2hIII.C.4)b) L'appli
ation numérique donne : τ = 980secondes soit 16 minutes et 20 se
ondesIII.C.5)a) Le �ux thermique radial par unité de longueur dans l'isolant est égal à : ϕ = −λis
dTis

dr
2πr et il doit être in-dépendant de r en régime stationnaire . C'est don
 P .Don
 dTis

dr
= − P

λis2πr

e qui donne par intégration entre a et r :

Tis(r)− Tis(a) = − P

λis2π
ln(

r

a
)On a don


Tis(b)− TC = − P

2πλis

ln(
b

a
)Cette puissan
e thermique doit être égale à 
elle qui est 
édée à l'air par unité de longueur 
e qui donne un moyen de 
al
uler

Tis(b) :
P = h2πb(Tis(b)− T0)soit

Tis(b)

[

1 +
hb

λis

ln(
b

a
)

]

= TC +
hb

λis

ln(
b

a
)T06



Il vient don
 :
P =

2πhb(TC − T0)

1 + hb
λis

ln( b
a
)

= 2πha(TC − T0)[
b
a

1 + ha
λis

b
a
ln( b

a
)
]On en déduit que

K = 2πha(TC − T0)et on a bien la formule demandée :
P = K

x

1 + ha
λis

xlnxIII.C.5)b) Posons ξ = ha
λis

et étudions la fon
tion
f(x) =

x

1 + ξxlnx

df

dx
=

(1 + ξxlnx)− x(ξlnx+ ξ)

(1 + ξxlnx)2
=

1− ξx

(1 + ξxlnx)2On voit que df
dx

= 0 pour x = 1
ξ
et que f est 
roissante pour x < 1

ξ
et dé
roissante au delà. l'allure de la fon
tion f est don
la suivante :

f

xLa valeur numérique de ξ est i
i ξ = 0, 5642 ; on en tire que b
a
= 1

0,5642 = 1, 77 . Don
 l'épaisseur d'isolant est
e = b− a = 0, 77a = 0, 77

√

s

π
= 4, 3mmIII.C.5)
) La valeur maximale de f est 1

ξ(1−lnξ) ≃ 1, 13. On a don
 divisé le temps de refroidissement par 
e 
oe�
ient soitun nouveau temps de 870 se
ondes : on a gané une minute et demie !
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