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Symétries, quaternions et sommes de
carrés

Dans ce probléme on s’intéresse aux sommes de carrés d’entiers (ou plus généralement de carrés d’éléments d’un
anneau commutatif). On voit en particulier des formes pour le produit de deux sommes de n carrés pour n = 1,2,4 et
8 et on montre qu’il n’existe pas de formule analogue pour les autres valeurs de n, ce qui constitue un théoréme établi
par Hurwitz en 1898.

La partie I étudie des familles de symétries. La partie I introduit I’algébre des quaternions ; pour I’essentiel elle est
indépendante de la partie I. Dans la partie III on établit le théoréme de Hurwitz en utilisant les parties I et II.

Travail demandé (pour le 18/10) : version minimum partie I, version standard I et II, version deluxe

I-II-II1.

Partie I - Symétries vectorielles

Dans cette partie on considére un espace vectoriel E de dimension finie n > 1 sur le corps R des réels ou le corps C
des complexes.

Pour tout endomorphisme u € L(E) on posera V. = ker(u — Idg) et V,7 = ker(u + Idg).

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de F (ie E = F @ G). On appelle symétrie de E par rapport & F
parallélement & G ’endomorphisme s de F défini par

V(y,2) e FxG, s(y+tz)=y—=z

1A - Symeétries et involutions

I.A.1) Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E et s la symétrie de F par rapport a F' parallélement
aG.

a. Montrer que V;t = F et V; =G.

b. Montrer que s o s = Idg. En déduire que s est un automorphisme de FE.

c. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de s. On discutera selon les sous-espaces F' et G.

I.A.2) Soit s un endomorphisme de E tel que so s =1Idg. On pose F' = ker(s — Idg) et G = ker(s + Idg).

a. Montrer que F et G sont deux sous-espaces supplémentaires de F.

b. En déduire que s est une symétrie dont on précisera les éléments.

1.B - Couples de symétries qui anticommutent

I.B.1) On suppose que s et t sont deux symeétries et qu’elles anticommutent, c’est-a-dire que sot +tos = 0.

a. Prouver que V. et V= vérifient les propriétés suivantes

— les égalités t(V;F) =V et t(V,7) = VT,
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— D’égalité de dimension : dim V% = dim V-

b. En déduire que n est pair.
1.C - H-systémes
On appelle H-systéme d’endomorphismes de E toute famille finie de symétries de E qui anticommutent deux & deux,

c’est-a-dire toute famille finie (51, ...,S,) d’endomorphismes de E tels que

Vi Si0S; =1dg
V’L#j SZ'OSJ'-FSJ‘OSZ':O

De méme, on appelle H-systéme de matrices de taille n toute famille finie (44, ..., A,) de matrices de M,,(C) telles

que
{w A2 =1,
Vi#j AiAj+AjA;=0
Dans les deux cas, p est appelé longueur du H-systéme. On rappelle que dim F = n.
I.C.1) Montrer que la longueur p d’'un H-systéme d’endomorphismes de E est majorée par n?.

I.C.2) Montrer que l’existence d’un H-systéme (Si,....S,) d’endomorphismes de E équivaut & lexistence d’un H-
systéme (Ai,...,Ap) de matrices de taille n. En déduire que la longueur d’un H-systéme de E ne dépend que de la
dimension n de E et pas de I'espace E (pas ma faute, c’était écrit comme ca dans le sujet!).

e Dorénavant, on notera p(n) le plus grand nombre entier p > 1 tel que £ admet un H-systéme de
longueur p.

I.C.3. Soit n un entier impair. Prouver que p(n) = 1.

I.D - Majoration de p(n).

I.D.1. On suppose ici que n est pair et on pose n = 2m. On considére

- un H-systéme (S1,...,5,,T,U) de E,

- le sous-espace Ey = Vi = ker(T — Id),

- pour j € [1,p], 'endomorphisme R; = iU o S; de E (il s’agit bien du i € C tel que i* = —1)

a. Montrer que pour tout j € [1, p], le sous-espace Ejy est stable par R;. On peut donc introduire s;, endomorphisme
de Ey induit par R; :
S; Ey — FEy

b. Montrer que (s1,...,sp) est un H-systéme de Ej.

c. En déduire que p(2m) < p(m) + 2.

I.D.2. Montrer que si n = 29m avec m impair, p(n) < 2d + 1.
1L.E - Constructions de H-systémes maximaux.

L.E.1. Soient N = p(n) et (a1,...,an) un H-systéme de matrices de taille n c’est-a-dire tel que
Vi, a? = I, Vi # j, aia; +aja; =0

En considérant les matrices suivantes de Ma, (C) écrites par blocs

a; 0 0 I 0 il
A =" ,(j € [1,N]), A = ", A = ",
j <0 _aj> (j € [1,N]) N+1 <In 0) N2 <—iIn 0)

montrer que p(2n) > N + 2.
I.E.2. Déterminer p(n) en fonction de I'unique entier d € N tel que n s’écrive n = 29m avec m impair.

I.E.3. Ecrire pour chacun des entiers n = 1,2, 4, un H-systéme de matrices de taille n et de longueur p(n).

1. Cette formulation est mauvaise. .’énoncé demandait sans doute de montrer que I’ensemble des longueurs possibles des H-systémes
de E ne dépend que de la dimension de E.
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Partie Il - Quaternions, sommes de quatre carrés

—b
Pour deux complexes a et b, on désigne par M (a,b) la matrice M(a,b) = g € M3 (C). Une matrice de la

a

forme M (a,b) sera appelée quaternion. On note H = {M (a,b), (a,b) € C?} I’ensemble de tous les quaternions et on
considére en particulier les quaternions

e=1T, = M(1,0), I=M(0,1), J=DMG3G0), K=DM(®O,—i)
On veillera & ne pas confondre la matrice I = M (0,1) et la matrice identité qui sera plutot notée e = I = M(1,0).
ILA - Le "corps" des quaternions.

II.A.1. a. Quelle est la dimension de M3(C) en tant qu’espace vectoriel sur le corps C des complexes ? Quelle est
sa dimension en tant qu’espace vectoriel sur le corps R des réels (on répondra en donnant directement la valeur, sans
justification supplémentaire) 7

b. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel Mo (C), tous ces espaces étant vus comme espaces
vectoriels sur R. Montrer que H admet alors pour base (e, I, J, K).
Est-ce que H est également un espace vectoriel sur C?

I1.A.2. Montrer que H est stable par multiplication.

I1.A.3. Montrer que lapplication H x H dans H qui & deux quaternions associe leur produit ((¢,q’) — ¢¢’) est
bilinéaire (en considérant toujours H comme un espace vectoriel réel).

I1.A.4. Montrer que si ¢ € H, q # 0, alors ¢ est inversible et admet un inverse dans H.
Remarque : (H, 4+, x) possséde en fait les propriétés usuelles d’un corps, sans la commutativité de X.
11.B - Conjugaison et sommes de quatre carrés.

Ainsi tout élément g € H s’écrit de maniére unique ¢ = ze + yI + zJ + tK avec x,vy, z,t dans R.
En outre, pour tout z,y,z,t dans R et ¢ = xe + yI + zJ + tK, on pose ¢* = ze —yl — zJ — tK et N(q) =
22 +y2 + 22 +t2 € Ry

I1.B.1. a. Vérifier que, pour tout ¢ € H, ¢* est la transposée de la matrice dont les coefficients sont les conjugués
des coefficients de q.

b. En déduire, pour tous (q,7) € H2, (¢r)* = r*q*.
c. Montrer que (¢*)* = ¢ et prouver que l’application S : g — ¢* est un automorphisme du R-espace vectoriel H.
d. Pour ¢ € H, exprimer g¢* a ’aide de N(q). En déduire la relation suivante

V(g,r) €H?,  N(gr) = N(q)N(r)

I1.B.2. a. Soient (7,y,z,t) € R* et ¢ = xe + yI + 2J + tK. Exprimer la trace de la matrice ¢ € M3(C) en fonction
du réel z. Quel est le noyau de S + Idy ?

b. En déduire, pour tous g1, g2 dans H, q1¢2 — q21 = ¢7¢5 — ¢545 -
c. Soient a, b, ¢, d des quaternions. Etablir la relation
(ach®)d + d* (acb™)* = (ach*)*d* + d(acbh™)

En déduire 'identité
(N(a) + N()(N(c) + N(d)) = N(ac — d*b) + N(bc* + da)

Partie III - Un théoréme de Hurwitz

Soit un entier naturel n > 1. On munit R™ (identifié & l'espace M,, 1(R) des matrices colonnes de taille n), du
produit scalaire et de la norme euclidienne usuels définis pour tout X = (x1,...,2,) et tout Y = (y1,...,yn) de R™
par

XIY)=XTY =) mye X =
k=1
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L’objet de cette partie est d’étudier 'existence d’une application bilinéaire
B, : (R")? — R"
vérifiant
V(X,Y) e (R?, [[Ba(X,Y) = X[ < |[Y]]
IT1.A - Des formules pour n=1,2,4,8.

III.A.1. On se place pour n = 2, en assimilant C & ’espace vectoriel réel RZ. On considére I’application By qui
aux vecteurs X = (x1,22) et Y = (y1,y2) associe le vecteur dont V'affixe est le produit des affixes de X et YV :
XY = (21 +ix2)(y1 + iy2). Montrer que cette application est bilinéaire (NB : le corps des scalaires est R) et vérifie les
propriétés demandées.

IITI.A.2. Montrer que pour n = 1 et n = 4 il existe également une application bilinéaire convenable (pour n = 4 on
pourra utiliser le produit de deux quaternions).

III.A.3. En utilisant ’identité obtenue & la question IIB2c, exhiber une application bilinéaire Bg vérifiant les
propriétés demandées.

IT1.B - Le théoréme de Hurwitz

Dans la suite on suppose que n > 3 et qu’il existe une application bilinéaire B vérifiant
VX,Y) € RM?,|BOGY)| = |1X] x 1Y ]
Soit (eq,...,en) la base canonique de R™, et pour i € [1,n], soit u; Papplication donnée par
VX € R™, u;(X)=B(X,e;) € R"

L’application u; ainsi introduite est donc un endomorphisme de R™. On notera A; la matrice de u; dans la base
canonique.
II1.B.1.a. Pour X et Y dans R™, comment obtenir une expression de (X|Y) a laide de || X + Y| et | X — Y| ?

b. Prouver quer pour tout X € R™, on a
VY = (y1,...,yn) € R”, D iy (ui(X)|uy (X)) = [ X1 vf
; i=1

c. En déduire que les endomorphismes wu; vérifient les relations

vi [[ui(X)|| = [ X

d. Montrer plus généralement les relations

Vi (i (X)|us (X7) = (X]X7)

Y X') € (R {w 47 a3y (X)) + (g () us( X)) = 0

e. Montrer que les matrices A; vérifient les relations

Vi AlA =1,
Vitj AlA;j+AJA =0

II1.B.2. Pour j = 1,2,...,n — 1 on note S; la matrice complexe S; = iA,} A4;.

a. Prouver que (S1,...,S,—1) est un H-systéme.

b. En déduire qu’on a l'inégalité p(n) > n — 1, en reprenant la notation p(n) de la section I.C.
IT1.B.3. Prouver que n est un élément de {1,2,4,8}.

IT1.C - Sommes de carrés

Pour p valant 1,2,4 ou 8, on note C, I’ensemble des sommes de p carrés d’éléments de Z. Montrer que C), est stable
pour la multiplication.



