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Théoréme de Pdlya

On note A Papplication qui & un polynéme P de C[X] associe le polynome A(P)(X) = P(X)—P(X —1).Sin €N,
soit C,,[X] lespace des polynomes complexes de degré inférieur ou égal a n.

Si Re Ry, soit : Dp = {2z €C,|2| <R}, Dp={2€C,|z| <R} et Cp = {2z € C,|z| = R}.

On convient d’autre part que Dy, = C. Pour R dans R’ U {oo}, soit Er ’espace vectoriel des fonctions de Dg dans

—+o0 “+o0
C de la forme z — 3 a,z™ ou la série entiére > a,z™ a un rayon de convergence supérieur ou égal & R. L’espace
n=0 n=0

E, est appelé espace des fonctions entiéres.
On pourra utiliser la formule de Stirling : n! ~ v/27mn (—) lorsque n — +oo.
e

Objectif du probléme, dépendance des parties

La partie T étudie les polynomes de Hilbert (partie raccourcie; objectif du sujet initial était de déterminer les
polynomes P de C[X] tels que P(N) C Z). La partie IT est complétement indépendante de 1. Elle a pour but d’établir
quelques propriétés des séries entiéres utilisées dans la partie III, laquelle montre que toute fonction entiére vérifiant
une certaine condition asymptotique est un polynéme. Le résultat obtenu est dt & Georg Polya (1915). La partie III
utilise IT et la derniére question de I.

Polynoémes de Hilbert

I.A. Soit P € C[X]. Calculer A?(P)(X) puis A*(P)(X) pour k € N*.

I.B. On note A, la restriction de A & C,[X]. Montrer que A,, est un endomorphisme de C,[X], en préciser I'image

et le noyau.
En déduire que A7+ = 0.

I.C. Soit (u;);en une suite complexe. On s’intéresse aux deux propositions suivantes
(i) il existe P € C,[X] tel que : Vj € N,u; = P(j)
i) VieNi>n+1= ZO (=17 (5)u; = 0.
]:
Montrer que (i) implique (ii).

Dans le sujet original de Centrale, qui forme un sujet intéressant d’algébre linéaire, on fait prouver la réciproque.
Je peux donner I’énoncé a ceux qui seraient intéressés, mais je propose de se concentrer sur la partie série entiére. On
pourra donc admettre le résultat :

On admet que (i) < (ii). ‘
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IT Quelques propriétés des séries entiéres

Dans toute cette partie, on fixe R dans R* U {400}, f dans Eg, w dans Dg et r dans J|w|, R[. Pour z dans Dg, on

écrit donc :
—+o0
F@) =3 anz"
n=0
+oo
ou la série entiére Y a,2™ a un rayon de convergence supérieur ou égal a R.
n=0

Pour k € N*, on note f(*) la fonction définie pour z € Dy par :

—+o0

f®(2) = Z nn—1)...(n—k+1)a,z""*

n==k

(on sait que cette série entiére a méme rayon de convergence que la série entiére initiale).

IT.A. Représentation intégrale de f(w) & partir des valeurs de f sur C,

II.A.1. Sip € N, prouver :

T
f(re®)e "t dt = 2ma,r?.
—T

I1.A.2. Montrer : "
_ [T e ity dt
f) = | e

¢
_are? —w
" oo
o . re’ w \P
Indication : on pourra partir de ——— = >~ ( .t) .
re* —w  ,—p \re’

I1.B. Principe du maximum
IL.B.1. Justifier la définition de M (r) = max{|f(z)|,z € C:}.

I1.B.2. Montrer : |f(w)] <

Mg (r).

r— |l

IL.B.3. Montrer : |f(w)| < Ms(r).
Indication : si p € N*, on pourra appliquer, avec justification, le résultat de I1.B.2 & fP (puissance p-iéme
pour Popération de multiplication) puis faire tendre p vers +oo.

II.C. Division de f(z) — f(w) par z —w pour f dans Eg
II.C.1. Si j € N, montrer la convergence de la série de terme général a,w™ '~/ pour n > j + 1. On pose b; =
+oo .
S apwt i

n=j+1

1
I1.C.2. Montrer que, lorsque j — +o00, b; = O (—j)

r
+oo .
I1.C.3. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére ) b;z7 est supérieur ou égal & R. Pour z € Dg, on
§=0
+oo .
pose g(z) = Y bz,
j=0
Veérifier : Vz € Dg, (z —w)g(z) = f(2) — f(w).
IL.D. Minoration de M;(r) a I’aide des zéros de f
On suppose que p € N*, que f s’annule en p points distincts 21, ..., z, de D, \ {0}.
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I1.D.1. Montrer qu’il existe F' dans Er telle que :

p p

Vz € Dpg, F(2) x H (z—zj) = f(z) x H(T2 —Z;2).
j=1 j=1
.. r? —Zz
II.D.2. Sije{1,...,p} et z € C; \ {2}, que vaut ?
Z—Zj

I1.D.3. En appliquant 11.B.3 & F au point w = 0, montrer :

p

My () x| [T | = 1O

Jj=1

I1.D.4. On suppose f(0) = --- = f*=1(0) = 0 ou k € N*. Prouver :

ﬁ . f(k) )|T,p+k.

IL.LE. Etude asymptotique d’une fonction entiére nulle sur N
On suppose que R = 400, ¢ €]0,¢[, f est nulle sur N et que lorsque r — oo, My (r) = O(c").
Montrer que f = 0.

Indication : on supposera par I'absurde f # 0, on appliquera I1.D.4 avec k = min{i € N, f(V(0) # 0}, r = p,
z1 =1, ..., z, =p et on fera tendre p vers +ooc.

IIT Théoréme de Pdélya

Soit f dans F

III.A. Majoration de | > n(fl)k(z)f(k)

Soient n dans N* et r un réel tel que r > n.

ITII.A.1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle :

n!

= yx—n oy

III.A.2. A laide de II.A.2, prouver :

/_7; (rett Ti')f(re(t)e“ —n) ;1_; - zn: (_1)n_k (Z) f (k).

k=0
ITI.A.3. Montrer :
= i n!My(r)
o () sw)| < .
;) k (r—=1)...(r—n)
IT1.B. Preuve du théoréme On suppose ici :
a) fN)CZ
27’
b) Lorsque r — +o00, M (r) = o <%>

On va démontrer que f est polynomiale (théoréme de Polya).

N.B. L’exemple de f(z) = 2% montre que la condition asymptotique (b) n’est pas loin d’étre optimale.

II1.B.1. En appliquant III.LA.3 & r = 2n + 1, prouver qu’il existe N dans N tel que

Vn > N, é (—1)"* <Z>f(k) =0.

IT1.B.2. A P’aide de la partie I et de ILE), prouver le résultat désiré.



