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Flot de Toda (Mines PC/PSI 2013)

On note R I'ensemble des nombres réels, I la matrice unité d’ordre m et e; le j-iéme vecteur de la base canonique
de R™ dont les composantes sont les d; ;, ¢ = 1, m (on rappelle que d; ; est nul si i # j et vaut 1 si ¢ = j).
On note (ulv) le produit scalaire des vecteurs u et v de R™. Les vecteurs de R™ seront assimilés 4 des matrices
colonnes. v note la transposé du vecteur u.
L’expression i = 1, m signifie “pour tout ¢ entier tel que 1 < i < m.

I Tridiagonalisation.

Soit v un vecteur unitaire de R™ ; la matrice
H=1-2uu" (1)
est la matrice de Householder d’ordre m associée au vecteur u.
Q.1. Montrer que Hu = —u et que Hv = v dés que v est orthogonal & wu.
Q.2. Démontrer que H est symétrique et orthogonale.

Q.3. Soit ¢ € R™, de composantes v;, 1 < ¢ < m, un vecteur unitaire non colinéaire & e;. On pose u = (g —
e1)/+/2(1 —v1). Montrer que u est unitaire et que Hg = e;.

Q.4. En déduire que si x est un vecteur de R™ non colinéaire & ey, il existe un vecteur unitaire u et une matrice de
Householder associée H telle que Hx = ||z]e;.
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Soient ¢ un réel, ) une matrice symétrique réelle d’ordre m — 1, g2.1 un vecteur de R™~! et Q = < %,1) une
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matrice définie par blocs. Si H; est une matrice de Householder d’ordre m — 1, on pose 1/1\1 = <

vecteur nul dans R™~1! ainsi que S = I/{\l@[/{\l = (047)1<i,j<m-
Q.5. Montrer que S est semblable & Q et qu'on peut choisir H; de telle sorte que gi1 =01, =0 pour i = 3,m.
On dit qu’une matrice T' = (7; ;)1<i,j<m est tridiagonale si 7; ; = 0 dés que |i — j| > 1.

Q.6. En déduire un procédé permettant de déterminer une matrice tridiagonale symétrique semblable & @

II Matrices de Jacobi.

Une matrice tridiagonale symétrique réelle est encore appelée matrice de Jacobi. Soit

by a1 O o 0
a1 by a9
To=|0 a . . 0 (2)
m—1
0 0  am-1 b,
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une matrice de Jacobi d’ordre m. On pose ag = a,, = 0 et on suppose que a; # 0, i = 1, m. On note o(7}) le spectre
de Tp, c’est & dire ’ensemble de ses valeurs propres.

Q.7. Soit A € o(1) et = un vecteur propre associé de composantes §;, j = 1, m. En raisonnant par ’absurde, montrer
que &, # 0.
Q.8. Démontrer que les sous-espaces propres de Ty sont de dimension 1. Quel est le cardinal de o(Tp) ?

III Paires de Lax.

On remplace désormais les a; et les b; par des fonctions & valeurs réelles a; et 3; de la variable réelle t. On pose alors

Bi(t) oau(t) 0 0
ar(t) PBa(t) az(t)
TOH=1 0 ) 0 (3)
. ‘ m—1(t)
0 0 am-1(t)  Bm(t)
ainsi que
0 a1(t) 0 0
—Q (t) 0 [6%) (t)
Uy =1 0  —as(t) 0 (4)
' e m—1(t)
0 0 7Ozm,1(t) 0

et on étudie le systéme différentiel non linéaire suivant :

(5)

Tty =U®)Tt)—THt)U(t), teR
T(0) =Tp donné par (2)

dont on admettra qu’il posséde une solution et une seule T'(¢) définie sur R. Le couple (T'(t), U(t)) constitue une paire
de Lax.

Q.9. Etant donnée T'(t) solution de (5), et donc U(t), démontrer que le systéme différentiel

{v’(t) =UMV(t), teR (6)

V() =1

admet une solution et une seule V (¢t) sur R Admetire : vous n’avez plus au programme cette version générale de
Cauchy Lipschitz linéaire.

Q.10. Montrer que pour tout ¢t € R, la matrice V' (¢) solution de (6) est orthogonale.

Q.11. Montrer que V ' (t)T'(t)V (¢) est une matrice constante que I’on déterminera. Les valeurs propres de 7'(¢) dépendent-
elles de ¢ 7

On montre facilement, et on admettra, que le systéme différentiel (5) peut s’écrire sous la forme suivante :

{am = ai(t) (B (1) = Bil1)), i = Lm —1 .
Bi(t) = 2(03(t) — 24 (1), i = 1,m
avec a;(0) = as, i =1,m — 1, Bi(0) = b;, i = 1,m et ao(t) = 0 = am(t), Vi € R. Cest le systeme de Toda.
IV Etude asymptotique.
Pour tout réel ¢, on pose
L(r) = Ea?u) s _mzlﬂ?(t) ®)
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Q.12. Montrer que la fonction L est constante. En déduire que les fonctions S; sont bornées sur R, soit par D.

Q.13. Eour 1 <4< m— 1, montrer que 2f(;t aZ(t)ydt =3

Q.14. En déduire que les 5;(t), i = 1,m, possédent une limite lorsque ¢t — +o0.

i=1,:(Bj(t) —b;) et en déduire que les a? sont intégrables sur

Q.15. Déduire des résultats des questions précédentes que la fonction oo est intégrable sur R. En déduire la limite
de «;(t) lorsque t — +oo.

On note x¢(A\) = det(AI — T'(t)) le polyndéme caractéristique de la matrice T'(t) et A;, i = 1, m, les valeurs propres de
T'(t) rangées dans l'ordre décroissant.
Les limites de B;(t) pour ¢ — +00 ou t — —oo seront respectivement notées Bf et 3, ; Pensemble des ﬁ;r, i=1,m,
sera noté BT et celui des 3, sera noté B~.
Q.16. Montrer que pour tout A € R, x:(\) tend vers []
t — 400 (respectivement —o0).
Q.17. En déduire que ¢(T) = BT = B'.
On rappelle que, par hypothése, a;(0) =a; #0,i=1,m — 1.
Pour 4 fixé compris entre 1 et m — 1, on note AT = {¢t >0/ a;(t) =0} et A~ = {t <0/ a;(t) = 0}.
Q.18. On suppose que AT n’est pas vide et on pose 7 = inf{t/ t € AT}. Déterminer la valeur de o;(7) et montrer que
pour t €]0, 7, ;(t) est du méme signe que a;.

X — B) (respectivement vers []._, . (A — f3;7)) lorsque
7 1=1m [

1=1m

Q.19. En supposant toujours que A" n’est pas vide, montrer que
YVt € [0, 7], |In]a;(t)| — In|a; (0)|| < 2D

En déduire que nécessairement AT = (), puis que a; ne s’annule en aucun point de R.
Q.20. En raisonnant par ’absurde, montrer que BIH < ﬁj, 1 =1,m — 1. En déduire que ﬂf =X, t=1,m.
Q.21. Montrer que si § est choisi tel que 0 < & < ;" — B, i =1,m— 1, alors il existe S et C strictement positifs tels

que Vs > S, |ai(s)| < Ce %, i =1,m—1. En déduire quil existe C’ > 0 tel que pour ¢ > S, |\; —B:(t)| < C'e™2%,
1 =1,m.



