PSI* 2017/18 - DL3 version 1 - Calculs de valeurs approchées, accélération
de convergence

Préambule

Le but général du probléme est d’étudier différentes méthodes d’approximation de deux réels particuliers, In2 d’une
part et la constante d’Euler v d’autre part. Les différentes parties sont indépendantes, sauf la question 1.1. qui est utilisée
plusieurs fois.

Partie 1

1.1. En appliquant une formule de Taylor a la fonction 2 + In(1 + ) définie pour z > —1, montrer que

N (=F
1n2_kzzo P (o).

1.2. A partir de la formule (¢), donner une premiére méthode d’approximation permettant d’obtenir In2 avec une
précision € > 0 donnée.

n
1.3. On définit la suite de terme général u,, pour n > 1 par la relation u, = > % —Inn.
k=1
Montrer que pour tout n € N*, u,, € [0, 1].

1.4. Montrer que la suite (un)neN* est monotone et convergente.

e Dans toute la suite de ce probléme, on définit un réel noté v et appelé constante d’Euler, par la
relation :
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1.5. Pour tout n € N*, on note D,, le domaine de R? défini par
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Représenter graphiquement D,, dans le plan muni d’un reprére orthonormé (O, 4, j) et montrer que ’aire de D,, est égale
A Uy — Uni1-

1.6. Expliquer graphiquement pourquoi l'aire de D,, est comprise entre £ (n%rl — n%r?) et 3 (% — n%rl)

Exceptionnellement, on ne demande pas de preuve, juste de donner une interprétation graphique.

1.7. On admet que les inégalités de 1.6. sont vraies. En déduire I’encadrement suivant de la constante d’Euler, valable
pour tout n € N* :
I R
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1.8. Décrire une premiére méthode d’approximation permettant d’obtenir v avec une précision € > 0 donnée. On
supposera connue une approximation de la fonction logarithme avec une précision arbitraire.

Partie 2

Dans cette partie, (ax)ren désigne une suite réelle convergeant vers 0. Cette suite est supposée de plus décroissante a
partir de la question 2.4.

2.1. Soit (Ag)ren une suite de réels strictement positifs tels que la série de terme général Ay diverge vers +o0o. Montrer
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2.2. Pour une suite u = (ux)ren quelconque, on note Aw la suite dont les composantes sont données par
Vk € N, (Au)k = Uk — Uk+1-

On définit ainsi une application linéaire A qui & la suite u associe la suite Au. On note A™ la puissance itérée n-iéme de

lopérateur A :
A=Td et A" =Ao0A"™

Montrer que, pour tous k et n dans N, on a
- n
(An’u)k = Z(—l)z (i>uk+i.
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2.3. Montrer, & n fixé dans N, que lim (A™a); =0, et, & k fixé dans N, que lim
k—4o00 n—+0o

2.4. On suppose a partir de maintenant que la suite (ay)ren est décroissante et convergente vers 0. On note S la somme
de la série alternée de terme général (—1)*a; pour k € N.
On définit pour tous k et n dans N :

A"aq)g (A"Ha)k
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Montrer, & k fixé dans N, que la série de terme général (a%k))neN est convergente avec pour somme
—+oo
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et, & n fixé dans N, que la série de terme général (a,(z ))keN est convergente avec pour somme

+oo n
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2.5. On note r,(,]f) = > a%k). Montrer que la série de terme général (r,(,]f))keN est convergente. On note R, sa somme.

n=m
Indication : on pourra faire d’abord les cas m = 1, m = 2 pour se donner une idée.
n Am
2.6. Montrer que lim R,, =0et Y, (2m—f1)° =Ry — Rp+1-
m——+o0o m=0

2.7. En déduire que la série de terme général ((gsfl)“) N est convergente et a pour somme S.
me

2.8. On suppose en outre que la suite (ag)gen peut s’écrire sous la forme ar = f(k) pour tout k € N, ot f est une
fonction appartenant & C*° (R4, R) et telle que

VEeNVreRy, (—=1)*f®(z)>o0.
Montrer que, dans ce cas, pour tout n € N et tout k € N, (A™a); > 0. En déduire que pour tout m € N,
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2.9. En appliquant les résultats de cette partie a la suite de terme général a;, = -, proposer une méthode d’approxi-

E+1°
mation de In2 avec une précision ¢ > 0 donnée.

Partie 3

Dans toute cette partie, (by)ren désigne une suite réelle pouvant s’écrire pour tout & € N

1
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ot w est une fonction réelle continue sur [0, 1], et positive.
3.1. Montrer que la suite (bg)gen est décroissante et converge vers 0.

3.2. Soit (P, )nen une suite de fonctions réelles telle que pour tout € R, Py(x) =1, Pi(z) =1 — 2z et
Vr € R,Vn € N*, Poyi(x) =2(1 — 22)P,(z) — Py—1(2)

Montrer que P, est un polynome de degré n et établir une relation entre P, et la fonction T, définie sur [—1,1] par
I’expression
Vo e [-1,1], T, (x) = cos(n arccos x)

Indication : on pourra essayer d’établir une relation de récurrence linéaire 4 deuz termes sur les fonctions T, du méme
type que celle portant sur les fonctions P, .

3.3. Montrer que pour tout = € R et tout n € N* :

Py(z) = Z (=)™
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n )22’”:5’” bon admettez cela, récurrence lourdingue...
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En déduire que pour tout n € N, P,,(—1) # 0.

3.4. Pour tout n € N*, on définit le polynome @, tel que Q,(X) = %ﬁi%) et on note s(n) = fol Qn(x)w(z)de.
Montrer que

kzocn,k(*l)kbk n n n+m
S(TL) = W avec Cn,k = Z ntm ( om )22771
n m=k+1

3.5. Calculer P,(—1). En déduire que pour tout n € N*,

Is(n) — S| < — 2

(3+V8)"
ot S désigne la somme de la série alternée de terme général (—1)¥b;, pour tout k € N.

3.6. Soit n > 2. On suppose connus les n premiers termes de la suite (k;,)nend. On se propose d’étudier 1'algorithme
suivant

do=1

d1=3

for k in range(n—1):
tmp=d1
d1=6+d1—-d0
dO=tmp

b=—1

c—dl

s=0

for k in range(n):
c=b—c
s=s-+cxbk
b=bx(k+n)*(k-n)/((k+1/2)x(k+1))

sn—s/d1

Quelles valeurs respectives prennent d1 et sn & la fin de ’algorithme ? Justifier la réponse.

3.7. En appliquant les résultats de cette partie & la suite de terme général by = %4—17 proposer une méthode d’approxi-
mation de In 2 avec une précision € > 0 donnée.



