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Etude de suites récurrentes linéaires a
coefficients variables

Travail demandé pour mercredi 3/10 : minimum prélim + Parties I, IIAB, III. Standard LII, III; ou bien tout of
course.

Etant donnée une suite réelle (a,),en, on associe & tout couple (ug,u;) de nombres réels la suite réelle (u,,) définie
a partir de ces deux valeurs initiales ug et u; par la relation (R) :

Un+1 = Up + Gn—1Un—1 oun >1

Préliminaires

P1) Prouver, pour tout « > 0, e* > 1+ x.
e Dans les deux question suivantes on considére deux suites numeériques (ay,) et (5,)
P2) Rappeler la définition des relations «,, = o(8,), an ~ Bn.

P3) On suppose a,, ~ B, que la série > 3, est & termes positifs et qu’elle converge. Montrer la relation

—+o0 —+o0
Gy e D
Z " N—+o00 571
n=N+1 n=N+1

On pourra faire usage de ce résultat dans la suite, en le citant expressément.

Partie I - Premiers résultats et exemples

I.A - Prouver que ’ensemble R des suites qui vérifient la relation (9R) est un espace vectoriel de dimension 2.
I.B - On suppose que la suite (a,)nen est constante : pour tout n € N, a,, = ag.
I.B.1) Dans le cas ag = —i, donner une base de ’espace vectoriel R.

I.B.2) A quelle condition portant sur ag peut-on dire que 1’espace vectoriel R est inclus dans ’espace vectoriel
des suites de limite nulle ?

Partie II - Etude de la convergence de la suite (u,,)

II.A - On suppose dans la sous partie IL.A que la suite (a,) est & termes positifs et que ug > 0 et u; > 0.

I1.A.1) Etudier, pour n > 1, le sens de variation de la suite (uy,).
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I1.A.2) Etablir, pour n > 2, I'inégalité u, 1 < u, exp(a,_1).
En déduire que si la série Xa,, converge, alors la suite (u,,) converge aussi.

I1.A.3) Etablir réciproquement que si la suite (u,,) converge, alors la série Ya,, est convergente.

II.B - Dans la sous partie II.B, on suppose la série 3a,, absolument convergente et ’on considére la suite (v,,)

définie par vy = |ugl|, v1 = |u1| et, pour n > 1, V11 = vp + |an—1| V1.
I1.B.1) Comparer |u,| et v, pour la relation d’ordre <.
I1.B.2) Etudier la convergence absolue de la série ¥(u, 11 — uy,) et la convergence de la suite (u,).

II.C - On suppose dans la question IL.C que a, = a™, a étant un réel de l'intervalle ]0,1[ , et que la limite L de la
suite (u,) est non nulle. Déterminer un équivalent de ug+1 — ug et en déduire un équivalent de L — u,, en interprétant
L — u, comme reste d’ordre n d’une certaine série.

IL.D - On suppose dans la sous partie I.D que

S S
(n+1)(n+2)

et que la limite L de la suite (u,,) est non nulle.

Ay =

II.D.1) Prouver que ugy1 — up est équivalent &

k+1 dt
L / a
k t

L
et en déduire que L — u,, est équivalent & —.
n

I1.D.2) On définit la suite (e,,), en posant pour n > 1
Up =L ——+¢,
n

Déterminer de méme un équivalent de €,41 — €5, puis de ,,

et en déduire le développement limité & ’ordre 2 de u,, par rapport a —.
n

Partie III - Etude des suites (u,) de limite nulle

Dans toute cette partie, on suppose les a,, strictement positifs pour tout entier naturel n et la série Xa,, convergente.
Toute suite (u,) de premiers termes ug et uy, et définie par la relation () est donc convergente . On note L(ug, u1)
sa limite.

ITI.A - Montrer que 'application
L:R2 —>R, (uo,ul) HL(uo,ul)
est, linéaire.

e Dans toute la suite de cette partie ITI, on supposera le couple (ug,u1) distinct du couple (0, 0).

ITIL.B -

IT1.B.1) Montrer que s’il existe un indice m € N tel que Uy, .upm1 > 0, alors la limite L(ug, u1) de la suite (uy,)
est non nulle.

IT1.B.2) Montrer que ¢’il existe un indice m € N tel que wu,, = 0, alors la limite L(ug,u1) est non nulle.

IT1.B.3) On note N le noyau de I’application linéaire L. Déterminer la dimension du sous-espace N.

II1.C - On dira que la suite (u,) est alternée si u,u,4+1 < 0 pour tout indice n.
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II1.C.1) Montrer que le couple de réels (ug, u1) est dans N si et seulement si la suite (u,) de premiers termes
ug et uy est alternée.

II1.C.2) Le rapport ro = ) dépend-t-il de ’élément (ug, 1) choisi dans N\{0,0}?
Uo

ITI.D - On suppose dans cette question que le couple (ug,u1) appartient & N, donc que la suite (u,) est alternée.

Pour tout entier n > 0, on pose
_Unt1

Un

Tn =

IT1.D.1) Prouver que, pour tout entier n > 1, on a

Qp—1

= —1+4 et 0 <r, <ap

Tn—1
IT1.D.2) En déduire que la suite (r,,) converge vers une limite que 1’on précisera.

IT1.D.3) Etudier enfin la convergence des séries Xr,,, Yu, et ¥ |uy,|.

Partie IV - Etude du noyau N de Papplication L

Dans toute cette partie, on suppose les a,, strictement, positifs pour tout indice n et la série Ya,, convergente. Pour
tout entier naturel n, on considére les fonctions
Gn

1+

fn 10, +00[— [0, +00] > folr) =
gn = foo fio---ofn

On pose p, = gn (0)
Par ailleurs r¢ est I'unique réel tel que, pour tout u; non nul, le couple (ug, —roug) est élément de N (cf I11.D).

IV.A - Etablir que f, et g, sont monotones, dérivables, et que, pour x > 0,
g ()| < agay - --an

En déduire que, pour tout n > 1, |pn — pn-1| < apa1 - - an.

IV.B - Montrer que la suite (p,) est convergente.

IV.C - Etablir que, pour tout entier n > 1, 7 est compris entre p,_1 et p,. En déduire que o est limite de la suite
(Pn)-

IV.D - Un réel € > 0 étant donné, écrire en Python un algorithme permettant d’obtenir une valeur approchée a
moins de € prés de r9. On pourra par exemple supposer que le terme d’ordre n de la suite (a,) s’obtient en utilisant
la syntaxe a(n) d’appel & une fonction.

IV.E - Déterminer le nombre 79 & 107 prés lorsque

1
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