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Formule d'Euler Gauss pour I'

Pour lundi 18 novembre. A faire prioritairement : parties II et III, quitte & admettre I.6.

Partie 1.
Pour tout n € N*, on définit la fonction u,, de R} dans R par :
Ve >0, un(x):Efln(lnLE).
n n
Question 1. Montrer que la série de fonctions de terme général u,, converge simplement sur [0, +ool.
+oo
Dans toute la suite du probléme, > wu, est notée S et v désigne la valeur de S(1).

n=1

Question 2. Prouver que S est C* sur [0, +o0o[ et que :

+oo
Vo >0, ( )
n—+x

=1

3

P
Question 3. Montrer que lorsque p tend vers Iinfini : 3> L =Inp+~v+o(1)."

n=

—

Question 4.

p D
4.1. Prouver que : Z (un(x +1) —up(z Z
n=1 n=1

4.2. En déduire que :

3|>—‘

n(l+z)—In(p+1+x).

Ve>0, S(z+1)=S8()+v+In(l+=x).

Question 5. Soit ¢ la fonction définie de R’ dans R telle que :

Vo >0, p(x) = éexp (—vz + S(2)).

5.1. Montrer que Vz > 0, ¢(xz + 1) = z ¢(z).
5.2. Vérifier que ¢ est dérivable sur |0, +oo].
Calculer %f(x) pour z > 0. Que vaut %(1) ?

Question 6. Pour n > 1, soit ¢, la fonction de R} dans R telle que :

n*n!
zlx+1)...(x+n)
Montrer que Vz > 0, ¢, (z) tend vers ¢(x) quand n tend vers +oo.

Vo >0, pp(z) =

p z
Question 7. On note m, = [] efjr(;‘) (p entier naturel > 0).

7.1. Prouver la convergence de la suite (mp,),>1 vers une limite L(zx).
7.2. En déduire que : Vo > 0, o(z) = L(I) exp(—z7).

1. Je ne devrais pas le dire mais ceci n’est pas qu’une question de cours : il faut que ce soit le v de I’énoncé et pas une valeur arbitraire.
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Partie 2.

+oo
Soit I' la fonction de la variable réelle x définie par : I'(z) = / " exp(—t)dt.
0

Question 1.

1.1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction T.
1.2. Calculer I'(1).

1.3. Montrer que Vo >0, I'(z + 1) = 2 I'(z).

Question 2. Montrer que :

n—-+oo n

n ¢ n
Ve >0, lim (1 — —> t*~ldt = T'(x).
0

Question 3. Pour tout entier naturel n > 1, on définit la fonction I,, de R dans R par :

I (z) = /01(1 —t)"t" L.

3.1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction I,,.
3.2. Prouver que :

n ﬁ n
Ve >0, Vn>1, / (1 - —) t*rdt = n*I,,(z).
0

n

3.3. Trouver une relation entre I,,(z) et I,,—1(x + 1) et en déduire que :
Ve >0, T'(z) = o(x).

Partie 3.

Dans toute cette partie, z € |0, 1[.

n xn

1 “+o00
Question 1. On pose, pour n € N: a,, = x_|/ exp(—t)|Int|"dt, by, = —|/ exp(—t)(Int)"dt
- n- 0 n- 1

et I = [ " exp(—t+x|Int|)dt.
Montrer I'existence de ces différentes quantités et établir que

p
Vp>0, Y (an+by) <1T.

n=0
Question 2.
2.1. Prouver que :
—+00 " 400
N 0,1, I'(1 = — —t)(Int)"dt | .
rel, 1) =3 ([ eatnmona)

2.2. Quelle propriété de I' en déduire sur ]1,2[? Sur R} \ N?
Question 3.

3.1. A l'aide des parties 1 et 2, vérifier que :
dar +oo
& (x 1 1 1
d:c( ) =—5—= + § - .
I'(x) A n n+x

d X 400 /400 k41
. -1 ,
puis que i“‘—r(%) =—-14+3 <Z (nk)ﬂ :17"”).
n=1 \k=1
3.2. Dans cette question exceptionnellement on pourra utiliser la théorie des familles sommables.

En déduire le développement classique de la fonction "digamma"

(D))

+oo
1
o~ -1 k+1 k 1 k‘“rl'
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