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Intégrale de Dirichlet généralisée
Application probabiliste

On fixe un entier p € N. Le but de ce sujet est de calculer I'intégrale de Dirichlet généralisée
00 2p+1
1-— t))=P
[Tt
t2
0

et d’appliquer ce calcul pour évaluer une espérance.

Partie I : Calcul d’une intégrale

Dans tout ce qui suit, = est un élément de |0, 1] fixé.
1. Montrer que pour tout 6 €] — 7, «[, la fonction définie par
f: ]0,400] — C
tw—l

t am——

1+ tei?
est définie et intégrable sur |0, +-o00[.
Soit r la fonction définie par
r: |—ma] — C

+oo tw—l
A e
0 1+t€l

2. Montrer que la fonction r est de classe C! sur | — 7, 7| et que :

. +oo tl
_ ;.10
Vo 6] - 7'1',77'[7 T/(e) = —e /0 m dt.
Indication : soit 3 €]0,7[, montrer que pour tout 0 € [—f3,53] et t € [0,40c[, |1 + te??|? > |1 + te?P|? =
(t + cos(B))* + (sin(B))>.
Soit g la fonction définie par
g: |-m7a[ —» C

. +oo tl‘—l
0 6”9/ — dt
0 1+t620

3. Montrer que la fonction g est de classe C! sur | — 7, 7 et que pour tout § €] — 7, 7| :

—+o0
g (0) = ieiw/ B'(t) dt,
0

ou h est la fonction définie par

1+ tei
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Calculer h(0) et
lim A(t).
t—+oo
En déduire que la fonction g est constante sur | — m, 7[.
4. Montrer que pour tout 6 €]0, [,

~+o0 ta:

9(0) sin(x0) = 2% (9(=0)e™™” = g(0)e™") = Sin(e)/o 2 2tcos(®) 100

5. En déduire que :
o (usin(f) — cos(0))”

otan(6) 1+u?

Vo €]0, [, g¢(0)sin(z0) :/ du,

cos(0)
sin(0)

ou cotan(f) =

6. Montrerque :

R |
0137137 g(0) sin(z0) = [m . +uu2.

/+00 tibfl T
dt = — .
o 1+t sin(ma)

Partie II : Une expression (utile) de la fonction sinus

7. En déduire que

On rappelle que z est un élément de ]0, 1] fixé.

r+o00 yr—1 -1 rz—1 —x
t t t
/ dt / + dt.
y 1+t o \1+t 1+t

8. Montrer que

9. Montrer que :

10. Etablir I'identité

11. En déduire que I'on a

T 1 XR2(-1)z
sin(rz) @ L= n?—a?
12. En déduire enfin que :
+ .
)y sin(y) sin(y)
Vy €]0, =1- .

Partie III : Calcul d’une intégrale de Dirichlet géné-
ralisée
13. Montrer que 'intégrale

/+°° 1 — (cos(t))?+! dt
0

t2

converge et que :

01— (cos(t))P L +oo 5pSin(t)
/0 — dt = (2p+ 1)/0 (cos(t)) . dt.

2
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14. Montrer que pour tout n € N* :

3T sin '3 —1)"tsin
[ et e [ oty 2
z 0

+(n—1)m t

15. En déduire que :

t

oo sin 2 X 2(—1)"tsin
/ (eos(tyr ™ a - / (cOs(t>>2p< w) dt.
3 0

16. En déduire que :

o cos stin(t) = : cos(t))??
/ (cos(t)) at / (cos(t))? dt.

t
0

Dans le cas p = 0, cette intégrale est communément appelée « intégrale de Dirichlet ».
17. Question enlevée, étape intermédiaire pour la suivante pas forcément pertinente

18. Montrer que :
201 — (cos(t))?P*! 7w (2p + 1)!
— 0 dt= 9 92p(p\2
0 t 2 227(p!)

Partie IV : Calcul de E(|S,|)

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (2, .4, P).
Soient (Xj)gen+ des variables aléatoires indépendantes, de méme loi donnée par :

P(X;=-1)=P(X; =1) = =.

n
Pour tout n € N*, on note S,, = > Xj.
k=1

19. Déterminer, pour tout n € N*, E(S,,) et V(S,,).

Soient S et T deux variables aléatoires indépendantes prenant toutes deux un nombre fini de valeurs réelles. On
suppose que T et —T suivent la méme loi.

20. Montrer que :
E(cos(S +T)) = E(cos(S))E(cos(T)).

21. En déduire que pour tout n € N*, et pour tout t € R :

E(cos(tSy)) = (cos(t))".
22. Soient a,b € R tels que a # 0 et |b| < |a|. Montrer que

|a + b] = |a| + signe(a)b

ou signe(z) = x/|z| pour tout = réel non nul. En déduire que :
Vn e N*,  E(|S2,|) = E (]San-1]) -
23. Montrer que pour tout s € R
/+°° 1 — cos(st) df = E|s|.
0

24. En déduire que pour tout n € N* :

201 — (cos(t))™
E(|5ﬂ|)23/0 L= (cos@®)" 4,

™

25. Conclure que :
(2n —1)!

22n=2 ((n — 1)1)*’

Vn e N*,  E(|S2n]) = E (|S2n-1]) =

FIN DU PROBLEME



