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Polyn�mes unitaires de norme minimale

Pour mer
redi 26 novembre

Pour tout entier d> 0, on désigne par Ed l'espa
e ve
toriel 
omplexe des polyn�mes à 
oe�
ients 
omplexes de degré

6 d et par Ud le sous-ensemble des polyn�mes unitaires de degré d.

Première partie

Soit n ∈ N
∗
et soient x1, . . ., xn des nombres 
omplexes distin
ts. On 
onsidère le polyn�me

P (X) =
∏

16 k6n

(X − xk),

et l'on désigne par P ′
le polyn�me dérivé de P .

1. Pour tout entier j, 16 j6n, on pose

Pj(X) =
P (X)

(X − xj)P ′(xj)
.

a) Montrer que 
ette expression dé�nit un polyn�me Pj de degré n− 1.

b) Cal
uler Pj(xk), pour 16k6n, et montrer que, pour tout polyn�me F , le polyn�me LF =
n
∑

j=1

F (xj)Pj prend

la même valeur que F en tous les points x1, . . ., xn.


) Montrer que

n
∑

j=1

Pj = 1.

d) Les polyn�mes Pj , 16 j6n, forment-ils une base de En−1 ?

2. Pour 16 j6n, on pose Pj(X) =
n−1
∑

i=0

bi,jX
i
, où bi,j ∈ C. Soient V et B les matri
es 
omplexes n × n dont les

éléments à la ie ligne (16 i6n) et à la je 
olonne (16 j6n) sont (xi)
j−1

et bi−1,j , respe
tivement. Montrer

que V est inversible, et que V et B sont inverses l'une de l'autre.

3. a) Montrer que bn−1,j =
1

P ′(xj)
. Déterminer la valeur de

n
∑

k=1

(xk)
j

P ′(xk)
pour 06 j6n− 1.

b) En déduire que

n
∑

k=1

(X − xk)
n−1

P ′(xk)
est un polyn�me 
onstant que l'on 
al
ulera.

⋆ ⋆ ⋆

Dans toute la suite du problème, d ∈ N∗
est un entier �xé, ρ un réel stri
tement positif et K = {z ∈ C, |z| 6 ρ}.

Pour tout polyn�me Q ∈ Ed, on pose

‖Q‖K = sup
z∈K

|Q(z)|.

Deuxième partie

Pour tout polyn�me Q ∈ Ed, dé�ni par Q(X) =
d
∑

i=0

aiX
i
, on pose

N(Q) = sup
06 i6 d

|ai|.

4. a) Montrer que Q 7→ N(Q) et Q 7→ ‖Q‖K sont des normes sur Ed et qu'elles sont équivalentes.

b) Majorer, pour Q ∈ Ed, non nul,

‖Q‖K
N(Q)

en fon
tion de ρ. Montrer que sup
Q∈Ed
Q6=0

‖Q‖K
N(Q)

existe et le majorer.


) On 
hoisit n = d+1 points distin
ts dans K, x1, . . ., xd+1, et l'on reprend les notations de la première partie.

On pose β = sup
06 i6 d

16 j 6 d+1

|bi,j|. En utilisant les résultats de la question 2., montrer que

sup
Q∈Ed
Q6=0

N(Q)

‖Q‖K
6 β(d+ 1).
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⋆ ⋆ ⋆

Dans toute la suite du problème, on pose

m = inf
Q∈Ud

‖Q‖K .

On saura ultérieurement montrer, par un argument de 
ompa
ité, qu'il existe Q0 ∈ Ud tel que ‖Q0‖K = m. On

admet 
e résultat.

Troisième partie

On admet le résultat suivant (qui sera démontré dans la suite du 
ours) : soit f une fon
tion 
ontinue de C dans C.

Soit D = {z ∈ C, |z| 6 1}. Alors f est bornée sur D et il existe un 
omplexe z0 ∈ D tel que |f(z0)| = max
z∈D

|f(z)|.

5. Montrer que 06m6 ρd.

6. Soient k ∈ N∗
et ck un nombre 
omplexe non nul. Soit z0 ∈ C. On 
onsidère le polyn�me

Q(X) = 1 + ck(X − z0)
k
.

Montrer qu'il existe z ∈ C tel que |Q(z)| > |Q(z0)|. [On pourra 
onsidérer le module et l'argument de ck et de

z − z0.℄

7. Plus généralement, soit Q ∈ Ed et soit z0 ∈ C. On suppose que Q(z0) = 1 et que Q n'est pas 
onstant.

a) Montrer qu'il existe un entier k> 1, un nombre 
omplexe ck, ck 6=0, et un polyn�me R tels que

Q(X) = 1 + ck(X − z0)
k + ck(X − z0)

k+1R(X).

b) Montrer que, pour tout réel r > 0, il existe z ∈ C tel que |z − z0| = r et

Q(z) = 1 + |ck| |z − z0|
k
+ |ck| |z − z0|

k
(z − z0)R(z).


) Montrer que, pour tout réel r > 0, il existe z ∈ C tel que |z − z0| 6 r et

|Q(z)| > |Q(z0)|.

8. a) Montrer que la propriété démontrée à la question 7.
 est satisfaite pour tout polyn�me non 
onstant Q ∈ Ed

et pour tout point z0 ∈ C.

b) En déduire que, pour tout Q ∈ Ed,

sup
|z|6 1

|Q(z)| = sup
|z|=1

|Q(z)|.


) Montrer que, pour tout Q ∈ Ed,

sup
|z|> 1

∣

∣

∣

∣

Q(z)

zd

∣

∣

∣

∣

= sup
|z|=1

|Q(z)|.

d) Dans 
ette question, on 
hoisit K = {z ∈ C | |z| 6 1}. Montrer que le polyn�me Q0(X) = Xd
satisfait

‖Q0‖K = m.
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