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Dis
rétisation d'un problème aux

limites

Travail demandé : les parties I et II (voire plus) pour vendredi 17 de préféren
e, voire lundi 20. En

tout 
as la partie V est donnée pour vos ar
hives, on n'a pas en
ore traité le 
ours asso
ié.

On note C([0, 1],R) l'ensemble des fon
tions 
ontinues de [0, 1] dans R et pour tout k ∈ N
∗
, on note Ck([0, 1],R)

l'ensemble des fon
tions de 
lasse Ck
de [0, 1] dans R. On dit qu'une fon
tion f ∈ C([0, 1],R) est positive si :

∀x ∈ [0, 1], f(x) ≥ 0

Pour toute fon
tion f ∈ C([0, 1],R), on dé�nit sa norme in�nie par :

‖f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|

Etant donné un entier n ∈ N
∗
, on note Mn(R) l'ensemble des matri
es 
arrées de taille n. On dé�nit également In la

matri
e identité de taille n. Si x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n
, on note :

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|

Si X est une variable aléatoire réelle, on note, sous réserve d'existen
e, E [X ] et V [X ] son espéran
e, respe
tivement

sa varian
e.

En�n, si n ∈ N
∗
et k ∈ N, alors

(

n
k

)

désigne le nombre de parties à k éléments d'un ensemble de 
ardinal n.

On étudie i
i l'équation di�érentielle ave
 
onditions aux limites suivantes :

{

−u′′(x) + c(x)u(x) = f(x), x ∈ [0, 1]

u(0) = u(1) = 0
(1)

où c ∈ C([0, 1],R), f ∈ C([0, 1],R) et c positive.

Après avoir montré l'existen
e et l'uni
ité d'une solution u ∈ C2([0, 1],R) au problème (1), on s'intéressera à la


onstru
tion d'une suite d'approximations de u.

Les parties 1,2 et 5 sont indépendantes. Les parties 3 et 4 né
essitent d'utiliser 
ertains résultats établis dans les

parties 1 et 2.

I Existen
e et uni
ité des solutions de (1)

1. Soit λ ∈ R. Montrer que le problème











−v′′λ(x) + c(x)vλ(x) = f(x), x ∈ [0, 1]

vλ(0) = 0

v′λ(0) = λ

(1bis)

admet une unique solution vλ ∈ C2([0, 1],R).
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2. Montrer que pour tout λ ∈ R, vλ peut s'exprimer sous la forme :

vλ = λw1 + w2

ave
 w1 ∈ C2([0, 1],R) l'unique solution du système











−w′′
1 (x) + c(x)w1(x) = 0, x ∈ [0, 1]

w1(0) = 0

w′
1(0) = 1

et w2 une fon
tion indépendante de λ à 
ara
tériser.

3. Montrer que w1(1) 6= 0.

4. En déduire qu'il existe une solution u ∈ C2([0, 1],R) du problème (1). Montrer que 
ette solution est unique.

5. Montrer que si f est positive, alors u est également positive (on pourra raisonner par l'absurde).

II Une matri
e de dis
rétisation

Soit n ∈ N
∗
. On 
onsidère An la matri
e 
arrée de taille n, 
onstante par diagonale :

An =


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
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
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


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.
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.

.

.

.

.

.

.

. 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. 2 −1

0 . . . . . . 0 −1 2



























6. Soit V =t (v1, . . . , vn) un ve
teur propre de An asso
ié à une valeur propre 
omplexe λ. Montrer que λ est

né
essairement réelle et que les 
omposantes vi de V véri�ent la relation :

vi+1 − (2− λ)vi + vi−1 = 0, 1 ≤ i ≤ n

où on pose v0 = vn+1 = 0.

7. Montrer que toute valeur propre de An est dans l'intervalle ]0, 4[.

8. Soit λ une valeur propre de An.

(a) Montrer que les ra
ines 
omplexes r1, r2 du polyn�me

P (r) = r2 − (2− λ)r + 1

sont distin
tes et 
onjuguées.

(b) On pose r1 = r2 = ρeiθ ave
 ρ > 0 et θ ∈ R.

Montrer qu'on a né
essairement sin((n+ 1)θ) = 0 et ρ = 1.

9. Déterminer l'ensemble des valeurs propres de An ainsi qu'une base de ve
teurs propres.

10. On 
onsidère la famille de matri
es B = [bi,j]1≤i,j≤n ∈ Mn(R) véri�ant les trois propriétés suivantes (appelées
M -matri
es) :

∀i ∈ {1, . . . , n},



















bi,i > 0

bi,j ≤ 0 pour tout j 6= i
n
∑

j=1

bi,j > 0

Montrer que si B est une M -matri
e, alors on a

(a) B est inversible

(b) Si F =t (f1, . . . , fn) a des 
oordonnées toutes positives, alors B−1F aussi,

(
) tous les 
oe�
ients de B−1
sont positifs.

C'est l'énon
é original, mais plus bas on aura besoin d'une version étendue, qu'on pourra admettre : il su�t

d'avoir

n
∑

j=1

bi,j ≥ 0 pour tout i, et > 0 pour un 
ertain i0.

11. En appliquant les résultats pré
édents à An + εIn ave
 ε > 0, montrer que tous les 
oe�
ients de A−1
n sont

positifs. J'ajoute d'admettre que M 7→ M−1
est une appli
ation 
ontinue sur Gln(K).
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III Une suite d'approximations de la solution de (1)

Soit n ∈ N
∗
�xé. On note h = 1

n+1 et on 
onsidère les réels (xi)0≤i≤n+1 dé�nis par xi = ih pour tout i ∈ {0, . . . , n+1}.
12. Montrer que pour toute fon
tion v ∈ C4([0, 1],R), il existe une 
onstante C ≥ 0, indépendante de n, telle que

∀i ∈ {1, . . . , n}, |v′′(xi)−
1

h2
(v(xi+1) + v(xi−1)− 2v(xi))| ≤ Ch2

13. Montrer qu'il existe une unique famille de réels (ui)0≤i≤n+1 véri�ant

{

− 1
h2 (ui+1 + ui−1 − 2ui) + c(xi)ui = f(xi), pour 1 ≤ i ≤ n

u0 = un+1 = 0
(2)

14. On suppose (dans 
ette question seulement) que c(x) = 0 et f(x) = 1 pour tout x ∈ [0, 1]. On note u la solution

exa
te du problème (1). Montrer que pour tout i ∈ {0, . . . , n+ 1}, on a

ui = u(xi) =
1

2
xi(1− xi)

15. Montrer que si f est positive, alors ui ≥ 0 pour tout i ∈ {0, . . . , n+ 1}.

IV Un premier résultat de 
onvergen
e

Dans toute 
ette partie, on supposera de plus que c ∈ C2([0, 1],R) et que f ∈ C2([0, 1],R) (c est toujours positive

également).

16. Soit n ∈ N
∗
. On dé�nit l'appli
ation N de Mn(R) dans R par la relation :

N(A) = sup{‖Ax‖∞, ‖x‖∞ ≤ 1}

Montrer que N est une norme sur Mn(R) et que si A = [ai,j ]1≤i,j≤n, alors

N(A) = max
i∈{1,...,n}

n
∑

j=1

|ai,j |

17. Soit n ∈ N
∗
.

(a) En utilisant les résultats des questions 14 et 15 (oui ben moi j'ai utilisé 10
, 14 et 16 en fait ...), montrer

que pour la matri
e An dé�nie au début de la partie 2, on a :

N(((n+ 1)2An)
−1) ≤ 1

8

(b) En déduire que pour toute matri
e diagonale Dn = [di,j ]1≤i,j≤n telle que di,i ≥ 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n},
on a également

N(((n+ 1)2An +Dn)
−1) ≤ 1

8

18. Soit u l'unique solution du problème (1) et (ui)0≤i≤n+1 la famille dé�nie par la relation (2) pour n ∈ N
∗
. Montrer

qu'il existe une 
onstante C̃ > 0, indépendante de n, telle que

max
0≤i≤n+1

|u(xi)− ui| ≤
C̃

n2

Indi
ation : on pourra introduire le ve
teur X =t (ε1, . . . , εn) où on a posé εi = u(xi)− ui et 
al
uler AnX.
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V Un se
ond résultat de 
onvergen
e

On suppose dans 
ette partie que f ∈ C([0, 1],R) est telle que :

∃α ∈]0, 1], ∃K ≥ 0, ∀(y, z) ∈ [0, 1]2, |f(y)− f(z)| ≤ K|y − z|α

On suppose également que :

∀x ∈ [0, 1], c(x) = 0

On note u la solution asso
iée au système (1).

Pour tout n ∈ N
∗
, on dé�nit les deux polyn�mes :

Bnf(X) =

n
∑

k=0

f

(

k

n

)(

n

k

)

Xk(1−X)n−k

B̂n+1u(X) =

n
∑

k=0

uk

(

n+ 1

k

)

Xk(1−X)n+1−k

où u0, . . . , un sont solutions du système (2), ave
 c = 0.

19. Soit x ∈]0, 1[ et n ∈ N
∗
. On 
onsidère X1, . . . , Xn des variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant

toutes la même loi de Bernoulli de paramètre x. on pose

Sn =
X1 + · · ·+Xn

n

(a) Exprimer E [Sn], V [Sn] et E [f(Sn)] en fon
tion de x, n et du polyn�me Bnf .

(b) En déduire les inégalités :

n
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

x− k

n

∣

∣

∣

∣

(

n

k

)

xk(1 − x)n−k ≤ V [Sn]
1

2 ≤ 1

2
√
n

20. Montrer que λα ≤ 1 + λ pour tout réel λ > 0 et en déduire l'inégalité :

∣

∣

∣

∣

x− k

n

∣

∣

∣

∣

α

≤ n−α/2

(

1 +
√
n

∣

∣

∣

∣

x− k

n

∣

∣

∣

∣

)

pour tous x ∈]0, 1[, n ∈ N
∗
et k ∈ {0, . . . , n}.

21. Soit n ∈ N
∗
. Montrer que

‖f −Bnf‖∞ ≤ 3K

2

1

nα/2

Indi
ation : On pourra dans un premier temps exprimer f(x)−Bnf(x) en fon
tion de E [f(x)− f(Sn)].

22. Montrer que pour tout n ∈ N
∗
et tout x ∈]0, 1[ on a :

(B̂n+1u)
′′(x) = − n

n+ 1

n−1
∑

ℓ=0

f

(

ℓ+ 1

n+ 1

)(

n− 1

ℓ

)

xℓ(1− x)n−1−ℓ

23. Soit n ∈ N
∗
tel que n ≥ 2. On pose χn+1 = B̂n+1u− u.

(a) Montrer que

‖χ′′
n+1‖∞ ≤ ‖f −Bn−1f‖∞ +

1

n+ 1
‖f‖∞ +K

1

(n+ 1)α

(b) Montrer que pour tout x ∈ [0, 1] il existe ξ ∈ [0, 1] tel que

χn+1(x) = −1

2
x(1 − x)χ′′

n+1(ξ)

Indi
ation : on pourra pour x ∈]0, 1[ 
onsidérer la fon
tion

h(t) = χn+1(t)−
χn+1(x)

x(1− x)
t(1− t), t ∈ [0, 1]

24. En déduire qu'il existe une 
onstante M ≥ 0 telle que pour tout n ∈ N
∗
, on a

‖u− B̂n+1u‖∞ ≤ M

nα/2
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