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EDP hyperboliques (X PSI 2010)

Préambule.

Dans e problème, on note ⌊x⌋ le plus grand entier relatif inférieur ou égal à x.
Pour tout ouple (k, n) d'entiers supérieurs à 1, on notera Ck(Rn) l'espae vetoriel des fontions à valeurs réelles sur

R
n
qui sont de lasse Ck

.

Si f est une fontion de lasse C1
sur un ouvert de R

2
, on notera respetivement D1f et D2f les dérivées partielles de

f par rapport à la première et la deuxième oordonnée. Si f est de lasse C2
, on utilisera, pour tout (i, j) ∈ {1, 2}2, la

notation D2
ijf = Di(Djf). On a alors pour tout (i, j) ∈ {i, j}2 l'égalité D2

ijf = D2
jif sur l'ouvert où f est dé�nie.

Pour la résolution du problème, on pourra utiliser sans démonstration tout théorème du programme qui semblera utile

après s'être assué expliitement que ses hypothèses sont véri�ées.

Partie I.

Soit c un nombre réel. On onsidère l'équation suivante

f ∈ C1(R2), D1f + cD2f = 0 (A)

1.a. Soit f une solution de l'équation (A). Montrer que pour tout (t0, x0) ∈ R
2
, la fontion ϕ : R → R dé�nie par

ϕ(t) = f(t0 + t, x0 + ct) est onstante. En déduire une expression de f en fontion de u : R → R dé�nie par

u(x) = f(0, x).

1.b. A tout u ∈ C1(R) on assoie la fontion E(u) : R
2 → R dé�nie par

∀(t, x) ∈ R
2, E(u)(t, x) = u(x− ct)

Montrer que l'appliation linéaire E qui à u assoie E(u) envoie C1(R) dans C1(R2). Montrer que E est injetive

et que son image est l'ensemble des solutions de (A).

On note q : R
2 → R la fontion dé�nie par q(t, x) = x− ct. Soit Ω une partie de R

2
.

2.a. On note (H) l'hypothèse "R\q(Ω) ne ontient auun intervalle ouvert non vide". Montrer que (H) est équivalente
à "tout élément de R est limite d'une suite d'éléments de q(Ω)". En déduire que, sous ette hypothèse, deux

solutions de (A) qui oïnident en tout point de Ω sont égales.

2.b. Soient a et b deux réels tels que a < b. Montrer qu'il existe une fontion de lasse C1
sur R qui est nulle hors de

]a, b[ mais qui n'est pas identiquement nulle. Indiation : on pourra herher une fontion dont la restrition à

[a, b] est polynomiale.

2.. Montrer que si R \ q(Ω) ontient un intervalle ouvert non vide, alors il existe deux solutions distintes de (A)
qui oïnident sur Ω.

3.a. Soit k un entier supérieur ou égal à 2. Soient s1, . . . , sk des éléments deux à deux distints de l'intervalle [0, 1[.
Montrer qu'il existe i et j appartenant à {1, . . . , k} tels que 0 < |si − sj | < 1

k−1 .

3.b. Soit α un nombre irrationnel. Montrer que si m et n sont deux entiers relatifs distints, alors mα − ⌊mα⌋ 6=
nα − ⌊nα⌋. En déduire que pour tout r > 0, l'ensemble T = {n1α + n2/ (n1, n2) ∈ Z

2} ontient deux éléments

t1 et t2 tels que 0 < |t1 − t2| < r, puis que R \ T ne ontient auun intervalle ouvert non vide.
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3.. Disuter, en fontion de la valeur de la onstante c, l'existene de deux solutions distintes de (A) qui oïnident
sur Z

2
.

On suppose désormais c 6= 0. On onsidère l'équation suivante :

f ∈ C2(R2), D2
11f − c2D2

22f = 0 (B)

Soit f une solution de (B).

4.a. On pose g = D1f − cD2f . Montrer qu'il existe une fontion u ∈ C1(R) telle que g(t, x) = u(x− ct).

4.b. Montrer qu'il existe une fontion v ∈ C2(R) telle que la fontion h = E(v) satisfasse l'équation D1h− cD2h = g.

4.. Montrer qu'il existe des fontions v+ ∈ C1(R) et v− ∈ C2(R) telles que f(t, x) = v+(x + ct) + v−(x − ct), puis
montrer que v+ ∈ C2(R).

4.d. Enoner un résultat analogue à elui établi à la question 1.b et le démontrer.

5.a. Montrer que si f1 et f2 sont deux solutions de (B) qui oïnident sur {0} × R et qui sont telles que D1f1 et

D1f2 oïnident sur {0}×R, alors f1 = f2. Montrer que ette onlusion n'est pas toujours vraie si l'on suppose

seulement que f1 et f2 oïnident sur {0} × R.

5.b. Déterminer toutes les fontions f ∈ C2(R2) qui sont solution de (B) et qui satisfont f(0, 0) = 1 et les onditions

suivantes :

∀x ∈ R, f(0, x) = D2f(0, x) et f(0, x)D1f(0, x) = c

Partie II.

On onsidère l'équation suivante :

Ω ouvert de R
2, f ∈ C1(Ω), D1f + fD2f = 0 (C)

Soit don Ω un ouvert de R
2
et f une solution de (C) sur Ω. Soit (t0, x0) un point de Ω.

6. On admet le résultat suivant (existene d'une solution à une équation di�érentielle non linéaire) : il existe un

intervalle ouvert I ontenant t0 et une fontion X de lasse C1
sur I telle que X(t0) = x0 et telle que pour tout

t ∈ I, on ait (t,X(t)) ∈ Ω et X ′(t) = f(t,X(t)).

Montrer que la fontion ψ : I → R dé�nie par ψ(t) = f(t,X(t)) est onstante. Dérire la nature géométrique

de l'ar (t,X(t)).

Réiproquement, on admettra que la fontion Z(t) = x0+(t− t0)f(t0, x0) véri�e f(t, Z(t)) = f(t0, x0) pour tout
t tel que (t, Z(t)) ∈ Ω.

7.a. On suppose que Ω = R
2
. Montrer que les seules solutions de (C) sont les fontions onstantes.

7.b. Déterminer toutes les fontions de la forme (t, x) 7→ P (x)
Q(t) où P et Q sont des polyn�mes, qui sont solution de

(C) sur leur ensemble de dé�nition. Déterminer une solution non onstante de (C) lorsque Ω = R
∗ × R.

8.a. On se donne une fontion u ∈ C1(R) roissante. Montrer que pour tout t ∈ R
+
et tout x ∈ R, il existe un unique

réel a(t, x) tel que x = a(t, x) + tu(a(t, x)).

On admettra pour tout le reste du problème que la fontion a : R
+ × R → R ainsi dé�nie est ontinue, qu'elle

est de lasse C1
sur R

+∗ × R et que ses dérivées partielles sont données sur et ouvert par les formules

∀(t, x) ∈ R
+∗ × R, D1a(t, x) = − u(a(t, x))

1 + tu′(a(t, x))
, D2a(t, x) =

1

1 + tu′(a(t, x))

8.b. Montrer que la fontion f : R
+ × R → R dé�nie par f(t, x) = u(a(t, x)) est ontinue sur R

+ × R, de lasse C1

sur R
+∗ × R, qu'elle est solution de (C) sur R

+∗ × R et véri�e, pour tout x ∈ R, l'égalité f(0, x) = u(x). On

notera F (u) la fontion f ainsi onstruite à partir de u.

8.. Montrer que si une fontion g : R
+ × R → R est ontinue sur R

+ × R, de lasse C1
sur R

+∗ × R et de plus est

solution de (C) sur R
+∗ × R, alors la fontion v ∈ C1(R) (

1

)dé�nie par v(x) = g(0, x) est roissante, et véri�e

g = F (v).

1. L'énoné est mal rédigé : il faut supposer que v est C1
sur R, pas le démontrer
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9.a. Soit u la fontion dé�nie par u(x) = x. Déterminer F (u) et omparer le résultat obtenu ave elui de la deuxième

partie de la question 7.b.

9.b. En onsidérant la fontion u dé�nie par

u(x) =

{

0 si x < 0

x2 si x ≥ 0

déterminer une solution non onstante de (C) sur l'ouvert Ω = R
2 \ ({0} × R

+).

Partie III.

Soit (cn)n≥1 une suite de réels telle que pour tourt n ≥ 1 on ait |cn| ≤ 1
2n2 . On dé�nit par réurrene une suite (Pn)n≥1

de polyn�mes en posant P1 = c1 puis, pour tout n ≥ 2,

P ′
n(t) = −n

2

n−1
∑

k=1

Pk(t)Pn−k(t), P,(0) = cn

Dans e qui suit, on pourra utiliser sans les démontrer les inégalités e ≥ 2 et e
√
e ≥ 3.

10.a. Soit n ≥ 2 un entier. Montrer que

n−1
∑

k=1

1

k2(n− k)2
=

2

n2

n−1
∑

k=1

1

k2
+

4

n3

n−1
∑

k=1

1

k

Indiation : on pourra herher une ériture plus simple de la fontion x 7→ 1
x(n−x) .

10.b. Montrer que 2 ln(n) ≤ n, puis qu'on a l'inégalité

n−1
∑

k=1

1

k2(n− k)2
≤ 8

n2

10.. Montrer que pour tout n ≥ 1 et tout t ∈ R, on a l'inégalité

|Pn(t)| ≤
1

n2
e8n|t|

10.d. En déduire que la série

∑

n≥1 Pn(t)x
n
onverge, pour tout (t, x) appartenant à un ouvert Ω ontenant (0, 0)

qu'on préisera, vers une fontion f de lasse C1
qui satisfait l'équation

∀(t, x) ∈ Ω, D1f(t, x) + xf(t, x)D2f(t, x) = 0 (D)

11.a. On suppose c1 6= 0. Déterminer le degré de Pn pour tout n ≥ 1. On pourra disuter selon le signe de c1.

11.b. Pour tout n ≥ 1, on note dn le oe�ient dominant de Pn. Etablir une relation de réurrene satisfaite par la

suite (dn)n≥1. Soit (en)n≥1 la suite dé�nie par réurrene par e1 = 1 et

∀n ≥ 2, en =

n−1
∑

k=1

eken−k

Montrer que pour tout n ≥ 1, on a |dn| ≤ en.

11.. On onsidère la série entière H(s) =
∑

n≥1 ens
n
et on note R son rayon de onvergene. Montrer que R = 1

4 .

Indiation : on pourra ommener par supposer R > 0 et aluler, sous ette hypothèse, la valeur de H sur

]−R,R[.

11.d. Montrer que sur l'intervalle

]

− 1
4 ,

1
4

[

, la fontion G(s) =
∑

n≥1 dns
n
est solution de l'équation di�érentielle

sy′(s)(1 + y(s))− y(s) = 0 (E)

11.e. Montrer que pour tout s ∈ [e−1,+∞[, il existe un unique w(s) ∈ [−1,+∞[ tel que w(s)ew(s) = s. Montrer que

la fontion w ainsi dé�nie est solution de (E) sur ]− e−1,+∞[. Exprimer en fontion de w une solution de (E)
qui a même valeur et même dérivée en 0 que G.
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