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Etude du reste des séries de Riemann

L'objet de 
e problème est de donner une approximation de la somme S(α) =

+∞
∑

n=1

1

nα
d'une série de Riemann


onvergente. Pour 
ela, on étudie le reste :

Rn(α) =

+∞
∑

k=n

1

kα
.

Dans la première partie, on donne une première approximation du reste. Cette méthode se généralisant mal, on

utilise dans la deuxième partie une formule de Taylor pour obtenir simplement un développement asymptotique du

reste. L'in
onvénient de 
ette méthode est qu'elle ne donne au
un 
ontr�le de l'erreur.

Dans la troisième partie, on retrouve à partir de la formule sommatoire d'Euler-Ma
laurin le même développement

asymptotique ave
 une expression de l'erreur assez satisfaisante. On a besoin dans 
ette partie d'une étude su

in
te

des polyn�mes de Bernoulli.

Dans la dernière partie, on étudie de manière assez pré
ise le 
ontr�le de 
ette erreur, pour 
on
lure que les formules

sommatoires étudiées ne sont pas né
essairement 
onvergentes.

Rappels et notations

On note ⌊x⌋ la partie entière d'un réel x.

Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles. On note vn = O(un) si :

∃M ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n0 ⇒ |vn| ≤M |un|

I Étude préliminaire

A Convergen
e des séries de Riemann

IA1. Soit f une fon
tion réelle, dé�nie 
ontinue et dé
roissante sur [a,+∞[, où a ∈ R. Montrer, que pour tout entier

k ∈ [a+ 1,+∞[, on a

∫ k+1

k

f(x) dx ≤ f(k) ≤

∫ k

k−1

f(x) dx

IA2. En déduire la nature de la série de Riemann

∑

n≥1

1

nα
selon la valeur de α ∈ R.

En 
as de 
onvergen
e, on pose S(α) =

+∞
∑

n=1

1

nα
.

IA3. Pour tout réel α > 1, montrer que 1 ≤ S(α) ≤ 1 +
1

α− 1
.
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B Dé
omposition de l'exponentielle 
omplexe

IB1. Montrer que pour tout 
omplexe z la série de terme général

∑

zn

n! 
onverge.

IB2. On �xe z ∈ C. E
rire la formule de Taylor ave
 reste intégral à l'ordre n pour ψ : t 7→ etz sur l'intervalle [0, 1].
En déduire

∀z ∈ C, ez =

+∞
∑

n=0

zn

n!

C Première étude asymptotique du reste

Dans la suite du problème, pour tout réel α stri
tement supérieur à 1 et pour tout entier naturel non nul n, on pose

Rn(α) =

+∞
∑

k=n

1

kα
.

IC1. En utilisant l'en
adrement de la question IA1, montrer que Rn(α) =
1

(α− 1)nα−1
+O

(

1

nα

)

.

IC2. Soit f la fon
tion dé�nie sur R∗
+ par f(x) =

1

(1− α)xα−1
. En appliquant à f la formule de Taylor ave
 reste

intégral à l'ordre 2, montrer que, pour tout k ∈ N
∗
:

f(k + 1)− f(k) =
1

kα
−
α

2

1

kα+1
+Ak

où Ak est un réel véri�ant 0 ≤ Ak ≤
α(α + 1)

2kα+2
.

IC3. En déduire que :

Rn(α) =
1

(α− 1)nα−1
+

1

2nα
+O

(

1

nα+1

)

On pourrait répéter le pro
édé pour obtenir un développement asymptotique plus pré
is de Rn(α), mais la partie

suivante va nous donner une méthode plus rapide.

II Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

A Nombres de Bernoulli

IIA1. Montrer qu'il existe une suite réelle (an)n∈N ayant la propriété suivante : pour tout entier p ∈ N
∗
, pour tout

intervalle non réduit à un point I et pour toute fon
tion 
omplexe f de 
lasse C∞
sur I, la fon
tion g dé�nie par :

g = a0f + a1f
′ + · · ·+ ap−1f

(p−1)
véri�e :

g′ +
1

2!
g′′ +

1

3!
g(3) + · · ·+

1

p!
g(p) = f ′ +

p−1
∑

l=1

bl,pf
(p+l)

où les bl,p sont des 
oe�
ients indépendants de f que l'on ne 
her
hera pas à 
al
uler.

IIA2. Montrer que a0 = 1 et que pour tout p ≥ 1, ap = −

p+1
∑

i=2

ap+1−i

i!
.

En déduire que |ap| ≤ 1 pour tout entier naturel p. Déterminer a1 et a2.

IIA3.

a) Pour tout z ∈ C tel que |z| < 1, justi�er que la série

∑

p∈N

apz
p
est 
onvergente.

On note ϕ(z) sa somme : ϕ(z) =

+∞
∑

p=0

apz
p
.

b) Pour z ∈ C tel que |z| < 1, 
al
uler le produit (ez − 1)ϕ(z).

En déduire que, pour tout z ∈ C∗
véri�ant |z| < 1, on a ϕ(z) =

z

ez − 1
.
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Dans la suite on admettra la propriété suivante : a2k+1 = 0 pour tout entier k ≥ 1. C'est une 
onséquen
e de

l'uni
ité de la dé
omposition en série entière que nous verrons ultérieurement.

Remarque : les nombres bn = n!an sont appelés nombres de Bernoulli (mais on utilise plut�t an i
i).

B Formule de Taylor

Soit f la fon
tion défnie sur R∗
+ par f(x) =

1

(1− α)xα−1
, où α est un réel stri
tement supérieur à 1.

Dans 
ette question IIB, on �xe un entier naturel non nul p et on note :

g = a0f + a1f
′ + · · ·+ a2p−1f

(2p−1).

Pour tout k ∈ N∗
, on pose R(k) = g(k + 1)− g(k)− f ′(k) de sorte que :

g(k + 1)− g(k) = f ′(k) +R(k).

IIB1. En appliquant à g la formule de Taylor ave
 reste intégral à l'ordre 2p, montrer qu'il existe un réel A tel que,

pour tout k ∈ N∗
, |R(k)| ≤ Ak−(2p+α)

.

IIB2. En déduire le développement asymptotique du reste :

Rn(α) =

+∞
∑

k=n

1

kα
= −

(

a0f(n) + a1f
′(n) + a2f

′′(n) + a4f
(4)(n) + · · ·+ a2p−2f

(2p−2)(n)
)

+O

(

1

n2p+α−1

)

On obtient ainsi une valeur appro
hée de S(α) donnée par :

S̃n,2p−2(α) =

n−1
∑

k=1

1

kα
−
(

a0f(n) + a1f
′(n) + a2f

′′(n) + · · ·+ a2p−2f
(2p−2)(n)

)

IIB3. Donner le développement asymptotique de Rn(3) 
orrespondant au 
as α = 3 et p = 3.

III Polyn�mes de Bernoulli et formule d'Euler-Ma
laurin

On peut 
al
uler, pour n = 100 :

S̃100,4(3) =1, 202056903159594277 . . .

tandis que S(3) vaut 1, 202056903159594285 . . . (
onstante d'Apéry).

La méthode de la partie II semble satisfaisante, mais ne fournit pas d'information pré
ise sur le terme O

(

1

n2p+α−1

)

.

C'est pourquoi on introduit dans 
ette partie les polyn�mes de Bernoulli et la formule sommatoire d'Euler-Ma
laurin.

A Polyn�mes de Bernoulli

On dé�nit une suite de polyn�mes (An)n∈N = (An(X))n∈N véri�ant les 
onditions suivantes :

A0 = 1, A′
n+1 = An et

∫ 1

0

An+1(t) dt = 0 pour tout n ∈ N (III.1.)

Remarque : les polyn�mes Bn = n!An sont appelés polyn�mes de Bernoulli.

IIIA1. Propriétés élémentaires.

a) Montrer que la suite (An)n∈N est déterminée de façon unique par les 
onditions (III.1.) ; pré
iser le degré de An ;


al
uler A1, A2 et A3.

b) Montrer que An(t) = (−1)nAn(1− t) pour tout n ∈ N et tout t ∈ R.


) Pour tout entier n ≥ 2, montrer que An(0) = An(1) et que A2n−1(0) = 0.
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d) On pose provisoirement cn = An(0) pour tout entier naturel n.
Montrer que, pour tout n ∈ N,

An(X) = c0
Xn

n!
+ · · ·+ cn−2

X2

2!
+ cn−1X + cn

puis que, si n ≥ 1,
c0

(n+ 1)!
+ · · ·+

cn−2

3!
+
cn−1

2!
+ cn = 0

e) En déduire que, pour tout n ∈ N, on a en fait cn = an.

IIIA2. Fon
tion génératri
e.

Question hors programme du DM (séries entières). On admet don
 , pour tout entier naturel n :

An

(

1

2

)

=

(

1

2n−1
− 1

)

an.

Pour mémoire, pour 
eux qui veulent 
onnaître les grandes lignes de la démar
he : on 
onstruit la série f(t, z) =
+∞
∑

n=0

An(t)z
n
; elle 
onverge pour tout réel t ∈ [−1, 1] et tout 
omplexe z véri�ant |z| < 1.

On justi�e qu'il est possible de dériver par rapport à t, et on en déduit la formule

+∞
∑

n=0

An(t)z
n =

zetz

ez − 1

dont la propriété admise est une 
onséquen
e.

IIIA3. Variations des polyn�mes de Bernoulli.

On établit i
i une majoration des polyn�mes de Bernoulli sur [0, 1].

a) Montrer que, pour tout entier naturel n ≥ 2, les variations des polyn�mes An sur [0, 1] 
orrespondent s
hémati-

quement aux quatre 
as 
i-dessous :

x

y

1

n ≡ 0 mod 4

0 x

y

1

n ≡ 1 mod 4

0 x

y

1

n ≡ 2 mod 4

0 x

y

1

n ≡ 3 mod 4

0

En d'autres termes, pour n ≥ 2, on a :

� Si n ≡ 2 mod 4, alors An(0) = An(1) > 0 > An(
1
2 ) ; de plus la fon
tion An est stri
tement dé
roissante

sur [0, 12 ] et stri
tement 
roissante sur [ 12 , 1].

� Si n ≡ 0 mod 4, alors An(0) = An(1) < 0 < An(
1
2 ) ; de plus la fon
tion An est stri
tement 
roissante sur

[0, 12 ] et stri
tement dé
roissante sur [ 12 , 1].

� Si n ≡ 1 mod 4, alors An(0) = An(
1
2 ) = An(1) = 0 ; de plus An < 0 sur ]0, 12 [ et An > 0 sur ] 12 , 1[.

� Si n ≡ 3 mod 4, alors An(0) = An(
1
2 ) = An(1) = 0 ; de plus An > 0 sur ]0, 12 [ et An < 0 sur ] 12 , 1[.

b) Pour tout n ∈ N
∗
et tout x ∈ [0, 1], montrer que |A2n(x)| ≤ |a2n| et |A2n+1(x)| ≤

|a2n|

2
.

B Formule sommatoire d'Euler-Ma
laurin

IIIB1. Soit f une fon
tion 
omplexe de 
lasse C∞
sur [0, 1].

a) Montrer que pour tout entier q ≥ 1 :

f(1)− f(0) =

q
∑

j=1

(−1)j+1
[

Aj(t)f
(j)(t)

]1

0
+ (−1)q

∫ 1

0

Aq(t)f
(q+1)(t) dt
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b) En tenant 
ompte des relations trouvées dans la partie pré
édente, montrer que pour tout entier naturel impair

q = 2p+ 1 :

f(1)− f(0) =
1

2
(f ′(0) + f ′(1))−

p
∑

j=1

a2j

(

f (2j)(1)− f (2j)(0)
)

−

∫ 1

0

A2p+1(t)f
(2p+2)(t) dt

IIIB2. Soit n ∈ N et soit f une fon
tion réelle de 
lasse C∞
sur [n,+∞[. On suppose que f et toutes ses dérivées

sont de signe 
onstant sur [n,+∞[ et tendent vers 0 en +∞.

En appliquant, pour k ≥ n, le résultat pré
édent à fk(t) = f(k + t), montrer :

+∞
∑

k=n

f ′(k) = −f(n) +
1

2
f ′(n)−

p
∑

j=1

a2jf
(2j)(n) +

∫ +∞

n

A∗
2p+1(t)f

(2p+2)(t) dt

où on a posé A∗
j (t) = Aj(t− ⌊t⌋) pour tout t ∈ R.

Montrer que :

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

n

A∗
2p+1(t)f

(2p+2)(t) dt

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

a2p

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣
f (2p+1)(n)

∣

∣

∣

IIIB3. Montrer que, dans l'expression de Rn(α) du IIB2, le terme O

(

1

n2p+α−1

)

peut s'é
rire sous la forme d'une

intégrale.

IV Compléments sur l'erreur

Dans 
ette partie, on �xe un réel α > 1 et on 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur R∗
+ par :

f(x) =
1

(1− α)xα−1

A En
adrement de l'erreur

IVA1. Soit g une fon
tion 
ontinue 
roissante sur [0, 1].

En remarquant

∫ 1

0

=

∫ 1/2

0

+

∫ 1

1/2

, montrer que :

� si n ≡ 1 mod 4, alors

∫ 1

0

An(t)g(t) dt ≥ 0 ;

� si n ≡ 3 mod 4, alors

∫ 1

0

An(t)g(t) dt ≤ 0.

IVA2. En reprenant les notations de IIB2, montrer que pour tout entier naturel p ≥ 1 :

S̃n,4p(α) ≤ S(α) ≤ S̃n,4p+2(α)

et que

S̃n,4p(α) ≤ S(α) ≤ S̃n,4p−2(α)

En déduire que l'erreur

∣

∣

∣
S(α)− S̃n,2p(α)

∣

∣

∣
est majorée par

∣

∣a2p+2f
(2p+2)(n)

∣

∣

.

IVA3. Dans 
ette question, on reprend le 
as de IIB3 Sa
hant que 6!a6 =
1
42 , retrouver que l'erreur |S(3)− S̃100,4(3)|

est majorée par une expression de l'ordre de 10−17
.

B Séries de Fourier

Cette partie a été 
oupée (les séries de Fourier n'étant plus au programme) ; elle visait à établir le lien entre les

S(2p) et les a2p :

a2p = A2p(0) = (−1)p+1 S(2p)

22p−1π2p


e qui fait que S(2) = π2

6 , S(4) = π4

90 , . . . sont 
onnus de façon exa
te. Ce sont les S(2p + 1) qu'on 
her
he don
 à

appro
her. On admet 
ette formule.
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C Comportement de l'erreur

IVC1. Montrer que, pour tous entiers n, p ≥ 1 :

∣

∣

∣

∣

a2p+2f
(2p+2)(n)

a2pf (2p)(n)

∣

∣

∣

∣

=
(α+ 2p)(α+ 2p− 1)S(2p+ 2)

4n2π2S(2p)

IVC2. Que dire de l'approximation de S(α) par S̃n,2p(α) lorsque, n étant �xé, p tend vers +∞ ? Pour le 
al
ul

numérique de S(α), 
omment doit-on 
hoisir n et p ?
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