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Nombre de sites visités par une marche
aléatoire

Version revampée de Mines MP 2020

Dans tout le texte, d est un élément de N*. On note 04 le d-uplet dont toutes les coordonnées valent 0, c’est & dire
le vecteur nul de R,

On considére une variable aléatoire X & valeurs dans Z¢, (Xk)ren+ une suite de variables aléatoires mutuellement

indépendantes suivant chacune la loi de X et définies sur un méme espace probabilisé. La suite de variables aléatoires
(Sn)ne N est définie par Sy = 04 et

Vn e N*, S, = Zxk
k=1

La suite (S,)ne n est appelée marche aléatoire de pas X, & valeurs dans Z9.

On note R la variable aléatoire & valeurs dans N* U {+oo} définie par

R min{n € N*, S, =04} si {neN* S, =04} #0
N +00 sinon

Autrement dit, R est égal
- & 400 si la marche aléatoire (S, )nen+ ne revient jamais en 0g4,
- au premier instant auquel cette marche aléatoire revient en 04 sinon.

Pour n € N, soit IV, le cardinal du sous-ensemble
{Skv ke {07 7n}}

de Z<. Le nombre N,, est donc le nombre de points de Z? visités par la marche aléatoire (S, )nen aprés n pas.

Le but du probléme est d’étudier asymptotiquement ’espérance E [N,,] de la variable aléatoire N,,.

A. Marches aléatoires générales, récurrence

On considére les fonctions F' et G définies par les formules

+oo
Vo €] = 1,1[, F(z) = > P(Sy = 0a)z"
n=0

Veel-1,1, G(z) = +i:.O]P’(R:n)ac"
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1. Justifier que les fonctions F' et G sont définies et de classe C* sur | — 1, 1].

2. Montrer que G est définie et continue sur [—1,1] et que
G(1) =P(R # +00)

3. Si k et n sont des entiers naturels tels que k < n, montrer que les variables S,, — Si et S, _; ont méme loi.
4. Si k et n sont des entiers naturels tels que k < n, montrer que
P((Sn = 0a) N (R = k)) = P(R = k)P(Sn— = 0a)
En déduire que
Vn e N*, P(S,, = 04) = zn:P(R = k)P(Sn—r = 04)
k=1

5. a. Montrer que
Vee]—-1,1, F(z) =1+ F(z)G(z)

b. Déterminer la limite de F(z) lorsque © — 17, en discutant selon la valeur de P(R # +00).
6. Soit (ck)ren une suite d’éléments de RT telle que la série entiére chzk ait un rayon de convergence 1. Pour
+oo
|z] < 1, on note H(x) = Y. cpa®
k=0

a. Montrer que H admet une limite L finie ou +ooc en 17

—+oo
b. Si la série Y ¢ converge, montrer que L = > ¢y.
k=0

c. Si la série > ¢ diverge, montrer que L = 4o0.

7. Montrer que la série > P(S,, = 04) est divergente si et seulement si P(R # +o00) = 1.

B. Les marches de Bernoulli sur 7Z

Dans cette question, d est égal & 1 et on note donc simplement 05 = 0.
Par ailleurs, p €]0,1[, ¢ =1 —p et la loi de X est donnée par

PX=1)=p et PX=-1)=¢q

8. Pour a € R, rappeler sans donner de démonstration, le développement en série entiére de (1 + z)® sur | —1,1].

a. Justifier la formule :
1 +Z°o o) .

n=0

Ve e]—1,1],

1—2z

b. En déduire le développement en série entiére de la fonction = +— /1 —x sur | — 1,1[.
9. Pour n € N, déterminer P(Sa,+1 = 0) et justifier I’égalité

2n
P(s2, =0 = (2 ) 0"
n
10. Pour = €] — 1,1], donner une expression simple de G(z).

11. Exprimer P(R = 400) en fonction de |p — ¢| ; déterminer ensuite la loi de R.

12. On suppose que
1

Donner un équivalent simple de P(R = 2n) lorsque n tend vers +oco.
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C. Interméde : comparaisons pour des sommes

On établit des résultats asymptotiques utiles pour les parties suivantes.

13. Montrer, par exemple en utilisant une comparaison série-intégrale, que

- n 1 nl—a
zx&ae@ﬂb}:ﬁi%ﬁml—a
k=1
+oo
. 1 1
b.Etsia>1, Z k_anﬁioom
k=n+1

14. Soient o > 1 et (up)nen une suite de réels tels que u, ~ n% Montrer que 1’on a encore

00 1
Uk ~ -_—
Z n—s—+o0o (Oé _ 1)na71
k=n+1

Soient (an)nen et (bn)nen deux suites de réels telles que by, est a termes positifs et > b, est une série divergente.

N N
On note Ay = > a, et By = > b, les sommes partielles correspondantes.
n=0 n=0

15. Montrer que si a, = o(by,) alors Ay = o(By).
16. En déduire que si a,, ~ b, alors Ay ~ By.

17. Déduire de ces résultats le théoréme de Cesaro : si une suite (u, )nen de réels converge vers une limite ¢, alors la

suite de terme général
N

MN:%ZU%

n=0

converge elle aussi vers £.

D. Nombre d’emplacements visités

On reprend le cas général (marche aléatoire sur Z9).

18. Pour ¢ € N*, soit Y; la variable de Bernoulli indicatrice de ’événement
(Si ¢ {Sk, 0<k<i—1})

Montrer que, pour ¢ € N* :

En déduire que, pour n € N* :

19. Conclure que

1m,MMJ:MR=+m)

n—-+o0o n

20. On se replace dans le cas de la marche de Bernoulli le cas de la partie B, avec d =1 et aussi p =g = % Donner
un équivalent simple de E [N,,] lorsque n tend vers +oo.

E. Un résultat asymptotique

Soient (an)nen et (bn)nen deux suites d’éléments de R . On suppose que (a,)ne N est décroissante et que

Vn € N, Zakbn,k =1

k=0
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On pose, pour n € N :
n
Bp=Y by
k=0
21. Soient m et n deux entiers naturels tels que m > n. Montrer que

1
Qnp S B_ et 1 S aanfn + aO(Bm - Bmfn)

n
22. On suppose dans cette question qu’il existe (my,)ne y vérifiant m,, > n pour n assez grand et

Bm,—n ~ By et Bp, —Bm,—n——0

n—-+o0o n—-+o0o

Montrer que
1

a
n n—-+oo Bn

23. On suppose dans cette question qu’il existe C > 0 tel que

C
b, ~ —

n—+oco N

En utilisant la question précédente pour une suite (m,,)ne n bien choisie, montrer que

1
oo C'ln(n)

F. Marche sur Z*, théoréme d’Erdos et Dvorestsky

24. Soit n € N*. Montrer que
1= P(Sk =0s)P(R>n—k)
k=0

Dans les deux derniéres questions, on suppose que d = 2 et que la loi de X est donnée par

P(X = (0,1)) = P(X = (0, —1)) = P(X = (1,0)) = P(X = (—1,0)) = %

P(Sa, =02) = <(z)>

Si nécessaire, pour simplifier, on pourra s’intéresser auz coefficients du polynome (X +1)"(X +1)" = (X +1)2".

25. Soit n € N. Etablir I’égalité

26. Donner un équivalent simple de E [N,,] lorsque n tend vers 4oc.

n
. . . . . . 1 n
On pourra utiliser sans démonstration une conséquence de la partie C : kZQ oE ™~ oo



