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Transformations de Householder à


oe�
ients entiers

Sour
e : Centrale 2005 PC re
on�gurée

Pour une matri
e Q, note qij le 
oe�
ient de Q sur la i-ième ligne et la j-ième 
olonne de Q.

Soit un entier naturel n supérieur ou égal à 2. On 
onsidère A, une matri
e symétrique réelle d'ordre n et dont les


oe�
ients sont des entiers naturels. On suppose en outre que les 
oe�
ients diagonaux de A valent tous aii = 1.

On désigne par M la matri
e réelle, 
arrée d'ordre n, dont les 
oe�
ients mij sont donnés par

mij =

{

− cos π
aij

si aij 6= 0,

−1 si aij = 0

On remarque notamment que M est symétrique réelle, et que les 
oe�
ients de sa diagonale prin
ipale valent mii = 1.

Soit E un espa
e ve
toriel réel de dimension n et B = (ek)1≤k≤n une base de E. Pour 
haque entier i, 1 ≤ i ≤ n, on

note σi l'endomorphisme de E 
ara
térisé par

∀j ∈ {1, 2, . . . , n}, σi(ej) = ej − 2mijei

On note τ l'endomorphisme de E donné par τ = σ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦ σn.

On note Si et T les matri
es représentatives des endomorphismes σi et τ dans la base B.

Partie I - Etude du 
as n = 2

Dans 
ette partie I on suppose n = 2 et on pose pour alléger les notations

a = a12 = a21, m = m12 = m21

I.A -

I.A.1) Expli
iter M en fon
tion de m puis en fon
tion de a.

I.A.2) Expli
iter en fon
tion de m les matri
es S1, S2 et véri�er que T =

(

4m2 − 1 2m

−2m −1

)

.

I.B - On suppose dans 
ette question I.B que a ∈ {0, 1} et don
 que |m| = 1.

I.B.1) Déterminer les valeurs propres de τ .

I.B.2) La matri
e T est-elle diagonalisable (justi�er) ?

I.B.3) Montrer que τ est d'ordre in�ni, 
'est-à-dire qu'il n'existe pas d'entier naturel k stri
tement positif tel que

τk = Id.

I.C - On suppose dans 
ette question I.C que l'entier a est supérieur ou égal à 2, et don
 que |m| < 1.
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On dé�nit une forme bilinéaire φ sur E × E par

φ(xe1 + ye2, x
′e1 + y′e2) = xx′ + yy′ +m(xy′ + x′y)

pour tous réels x, y, x′, y′.

I.C.1) Montrer que φ est un produit s
alaire.

Muni de 
e produit s
alaire, E est un plan eu
lidien que nous noterons aussi E.

I.C.2) Pour quelle valeur de a la base B est-elle orthonormale ?

Attention, dans la suite on n'imposera pas 
ette 
ondition sur a ; on ne suppose don
 pas né
essairement B ortho-

normale.

I.C.3) Montrer que σ1 et σ2 sont des symétries orthogonales et pré
iser par rapport à quelles droites.

I.C.4) Montrer que τ est une rotation ; donner son angle au signe près. En déduire que τ est d'ordre a, 
'est-à-dire

que a est le plus petit entier stri
tement positif k tel que τk = Id.

I.C.5) Si on suppose que B est une base dire
te (mais pas for
ément orthonormale), pré
iser l'angle de la rotation τ .

I.D - On suppose dans 
ette question que a ∈ {2, 3, 4, 6}.
I.D.1) Dans 
ha
un des 
as a = 2, 3, 4, 6, déterminer un réel µa ∈ [1, 2[ tel que les matri
es asso
iées à σ1 et σ2

relativement à la base (e1, µae2) aient tous leurs 
oe�
ients dans Z.

I.D.2) Question supprimée

Partie II - Etude du 
as général

Dans 
ette partie n désigne un entier quel
onque supérieur ou égal à 2.

II.A -

II.A.1)

a) Pour i 
ompris entre 1 et n 
al
uler σi(ei)
b) Exprimer σ2

i = σi ◦ σi en fon
tion de l'identité.


) Montrer que E = ker(σi − Id)⊕ ker(σi + Id).

II.A.2) On pose ε1 = e1 et pour tout k ∈ {2, . . . , n}, εk = σ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦ σk−1(ek).
a) Montrer par ré
urren
e sur i < k que pour tout k ∈ {2, . . . , n} on a

σ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦ σi(ek) = ek − 2

i
∑

j=1

mjkεj

b) Véri�er que la famille F = (εi)1≤i≤n est une base de E.

II.A.3)

a) Exprimer τ(en) en fon
tion de εn.

b) Montrer que pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, on a

τ(ek) = −εk − 2
n
∑

j=k+1

mjkεj

II.A.4) Soit C la matri
e 
arrée d'ordre n, triangulaire supérieure, dont les 
oe�
ients sont donnés par

cij =

{

2mij si i < j

0 si i ≥ j

On désigne par P la matri
e de passage de la base B à la base F .

a) Exprimer P−1
en fon
tion de C

b) Montrer que T = −(I+C)−1(I+ tC)

) En déduire que pour tout λ ∈ R,

det(λ I−T ) = det((λ+ 1) I+λC + tC)
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II.B - Soient i, j véri�ant 1 ≤ i ≤ n , 1 ≤ j ≤ n, i 6= j. On note Eij le sous-espa
e ve
toriel de E engendré par ei
et ej .

II.B.1)

a) Montrer que dimEij = 2.
b) Montrer que Eij est stable par σi, σj , σi ◦ σj et σj ◦ σi.

On note πij et πji les restri
tions de σi ◦ σj et σj ◦ σi à Eij .


) Donner les matri
es Πij et Πji asso
iées à πij et πji relativement à la base (ei, ej) de Eij .

d) Véri�er que Πij et Πji sont inverses l'une de l'autre ; pouvait-on prévoir 
e résultat ?

II.B.2)

a) Montrer que si pour tous i, j on a aij ∈ {0, 1} alors πij et πji sont d'ordre in�ni.

b) Quels sont les ordres de πij et πji lorsque aij ≥ 2 ?

Partie III - Un exemple dans le 
as n = 3

On suppose dans 
ette partie que n = 3 et que

A =







1 3 2

3 1 4

2 4 1







III.A -

III.A - 1) E
rire les matri
es S1, S2, S3 de σ1, σ2, σ3 dans la base B.
III.A - 2) Montrer qu'il existe une base de E de la forme (ν1e1, ν2e2, ν3e3) dans laquelle les matri
es représentatives

de σ1, σ2, σ3 sont toutes à 
oe�
ients entiers.

III.B - On dé�nit la forme bilinéaire Φ sur E × E par

Φ





3
∑

i=1

xiei,

3
∑

j=1

yjej



 =

3
∑

i=1

3
∑

j=1

mijxiyj

En utilisant éventuellement l'information suivante (qu'une ma
hine établit fa
ilement), véri�er que Φ est un produit

s
alaire :

det(λ I−M) = (λ − 1)

(

λ−
(

1−
√
3

2

))(

λ−
(

1 +

√
3

2

))

On 
onsidèrera don
 E 
omme un espa
e ve
toriel eu
lidien muni de 
e produit s
alaire.

III.C - On s'intéresse à un endomorphisme σi pour i ∈ {1, 2, 3}.
III.C - 1) Montrer que σi est une symétrie par rapport à un plan.

III.C - 2) Déterminer pour 
haque i l'orthogonal de ei et montrer que σi est une ré�exion de l'espa
e (symétrie

orthogonale par rapport à un plan).

III.D - Montrer que τ ′ = −τ est une rotation de l'espa
e. En pré
iser l'axe.

Quel est l'ordre de τ ′, 
'est-à-dire le plus petit entier k > 0 tel que (τ ′)k = Id ? Quel est l'ordre de τ ?

Partie IV - Etude d'une situation parti
ulière

On suppose dans 
ette se
tion que

(i) n ≥ 3
(ii) aij = 2 pour 1 < |i − j| < n− 1
(iii) n ≥ 3, {a12, a23, . . . , an− 1, n, an1} ⊂ {3, 4, 6}.

On pose βn = 2m1n et βi = 2mi,i+1 pour i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.
On désigne par p (resp. q) le nombre (i, j), i < j tels que aij = 4 (resp. aij = 6).

IV.A. Montrer que si p et q sont pairs, alors il existe un n-uplet de réels (ν1, . . . , νn) tel que les matri
es de tous

les σk pour k ∈ {1, 2, . . . , n} relativement à la base (ν1e1, . . . , νnen) ont leurs 
oe�
ients dans Z.
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IV.B. det(λ I−T ) est un polyn�me réel en λ, de degré n, que l'on é
rira det(λ I−T ) =
n
∑

k=0

αkλ
k
.

IV.B - 1) Rappeler la valeur de αn et 
elle de αn−1 (on ne demande pas de le rejusti�er).

IV.B - 2) On peut trouver à l'aide d'une ma
hine et on admattra, que pour n = 3,

det(λ I−T ) = λ3 + λ2
(

3− (β2
1 + β2

2 + β2
3) + β1β2β3

)

+ λ
(

3− (β2
1 + β2

2 + β2
3) + β1β2β3

)

+ 1

Montrer que

αn−1 = n−
n
∑

i=1

β2
i + (−1)n+1β1 . . . βn

(on pourra utiliser la question II.A.4. et démontrer la relation par ré
urren
e sur n).

IV.C.

IV.C - 1) Montrer que s'il existe une base de E dans laquelle toutes les matri
es des σk ont tous leurs 
oe�
ients

entiers, alors la tra
e de τ est un entier.

IV.C - 2) Montrer que si p est impair ou q est impair, alors la tra
e de τ est irrationnelle.

IV.C - 3) Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle les matri
es de tous les σk ont tous leurs 
oe�
ients

entiers si et seulement si p et q sont pairs.
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