Suites et séries de fonctions - Résumé

1. SUITES DE FONCTIONS

1.1. Convergence simple.

Définition 1. Soit I un intervalle non trivial de R. Une suite de fonctions fy: I — K converge simplement si,
pour tout x € I, la suite (fn(m))n converge. Si la convergence a liew sur un sous-intervalle J C I, on dit que
(fn),, converge simplement sur J. Si (fy,), converge simplement et que l'on pose f(x) = lim f,(z), on dit que (fy),,
converge simplement vers f.

La convergence simple est appelée aussi convergence ponctuelle : c’est en effet une convergence en tout point.

1.2. Convergence uniforme.

Définition 2. Soit I un intervalle non trivial de R. Une suite de fonctions f,: I — R converge uniformément

vers [ si lim (sup ‘fn(:c) - f(x)‘) = 0. On définit de méme la convergence uniforme sur J C I.

Premiéres propriétés.

— S'il y a convergence simple (resp. uniforme) de (f,), sur I, alors il y a convergence simple (resp. uniforme) de
(fn),, sur tout J C 1.

— Sl y a convergence simple (resp. uniforme) de (f,),, sur J et sur K, alors il y a convergence simple (resp.
uniforme) de (fp),, sur J U K. Cette propriété s’étend & une réunion quelconque pour la convergence simple et
seulement a une réunion finie pour la convergence uniforme.

— La convergence uniforme de (f,,), vers f entraine la convergence simple de (fy),, vers cette méme fonction f.

— La limite simple (et donc uniforme) d’une suite de fonctions est unique.

— La convergence simple et la convergence uniforme sont équivalentes sur les parties finies de R et uniquement
sur elles. )

— Si (fn),, converge simplement sur un intervalle I = [a,b] et uniformément sur I =]a,b], alors (fy), converge
uniformément sur I.

— Reformulation topologique de la CVU : si les fonctions f;,, appartiennent & un espace sur lequel est définie une
norme infinie (typiquement ’espace des fonctions bornées sur un intervalle), alors (f,), converge uniformément
vers f si, et seulement si, lim || f,, — f|| _ = 0.

— Si (fn),, converge uniformément vers f, alors, & partir d’un certain rang, f, — f est bornée (il faut bien que
sup |fn(z) — f(x)| soit fini a.p.c.r. si Pon veut qu’elle soit de limite nulle). Cette remarque évidente est utile dans
xzel

certains exercices (ex : la limite uniforme sur R d’une suite de polynoémes est un polynéme).

Il est fréquent que I'on doive considérer une version affaiblie de la convergence uniforme, la convergence uniforme
sur tout segment. A ce titre, on utilise souvent, pour une fonction f définie sur I O J, la notation ||f||J pour
, 00

H Ji JH . Attention, la convergence simple sur un intervalle I est équivalente & la convergence simple sur tout seg-

ment inclus dans I, mais ce n’est pas vrai pour la convergence uniforme. Cela vient de ce que la convergence simple
est une propriété ponctuelle alors que la convergence uniforme est une propriété globale.

— Sur R, pour une convergence sur « tout segment », il suffit de traiter les segments du type [—a, a], avec a € R ;
— sur Ry, il suffit de traiter les segments du type [0, a], avec a € R ;

— sur R’ , on doit traiter tous les segments [a,b], avec 0 < a < b. Notons toutefois qu'il est fréquent que la
convergence souhaitée ait lieu en fait sur [a, +oo[ pour tout a > 0 (difficulté uniquement localisée en 0) ou sur
[0, a] pour tout a > 0 (difficulté uniquement localisée en 'infini).

On peut comparer les définitions des convergences simple et uniforme :

(fn), CVS f <= V¥x eI, Ve >0,dng e N,Vn e N:n > ng = [fu(x) — f(z)| <e¢
(fn), CVU f <= Ve>0,3dng e N, Vx €I, Vn € N: n > ng = | fu(x) — f(z)| <e.

Le passage de la convergence simple & la convergence uniforme se traduit par une interversion de quantificateurs.
Pour la convergence simple, 'entier ng peut dépendre de x alors que pour la convergence uniforme, ng doit étre le
méme pour tout x. Le domaine de convergence simple de la suite (fy),, est I'ensemble des z € I tels que la suite
(fu(x)),, converge. Il n’existe pas de domaine de notion de domaine de convergence uniforme.
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1.3. Propriétés de stabilité.

Proposition 1. 1. Les propriétés suivantes sont stables par passage & la limite simple (ce qui signifie que si les
fonctions f, la possédent, leur limite simple la posséde aussi) : parité, périodicité, positivité et monotonie larges.
2. Qutre les propriétés précédentes, les propriétés suivantes sont stables par passage a la limite uniforme : continuité
en un point, continuité globale, caractére borné. Plus précisément, si (fyn), est une suite de fonctions bornées qui
converge uniformément vers f, alors la fonction f est bornée et ||f|| = lim || ful .

Les propriétés stables par passage a la limite simple sont les propriétés ponctuelles stables par passage a la limite
sur les suites, donc celles utilisant essentiellement des égalités ou des inégalités larges. Ainsi, on peut généraliser
la stabilité de la positivité en disant que le fait de prendre ses valeurs dans un intervalle fermé est stable par
passage a la limite simple, mais pas celui de prendre ses valeurs dans un intervalle ouvert. De méme, la monotonie
stricte n’est pas stable par passage a la limite simple, ni méme uniforme, d’ailleurs : prendre f,(z) = n~larctanz,
fonction strictement croissante et tendant uniformément vers la fonction nulle.

Le fait que la continuité soit une propriété locale fait qu’elle est stable par passage & la limite uniforme sur tout
segment. Cela n’est pas vrai du caractére borné : prendre f,(z) = min(n, ) sur R, qui définit une suite convergeant
uniformément sur tout segment vers I'identité, laquelle n’est pas bornée sur R bien que || f,[_ =n < oo.

La continuité par morceaux et la dérivabilité ne sont pas stables par passage & la convergence, méme uniforme.

o0
. . 1 . o .
Exemple 1. La série de fonctions E —]l[ L1 est uniformément convergente!, sa limite n’est pas continue
n n+l’n
n=1
par morceaux (I’ensemble de ses points de discontinuité est borné et infini), mais ses sommes partielles sont des

fonctions en escalier, donc continues par morceaux.
1
La suite de fonctions (fy,), définie par f,(x) = 2—(1 + anQ)IL[,l/n’l/n} (z) + 2| 1R\ [~ 1/n,1/n) (7) est dérivable en
n
tout point et converge uniformément vers la valeur absolue, qui n’est pas dérivable en 0.

1.4. Techniques. — La convergence simple est une convergence de suites réelles ; pas de techniques particuliéres
autres que celles pratiquées sur les suites (monotonie, croissances comparées, équivalents, développements limités,
majorations, gendarmes...)

— Pour montrer la convergence uniforme, on cherche une majoration de |f,(z) — f(z)| indépendante de z, dite
uniforme, en d’autres termes, un majoration de || f — anOO Sil’on n’a pas plus simple sous la main, on peut essayer
d’étudier la fonction f, — f et de calculer explicitement ||f, — f[| . La fonction f est donnée par le probléme ou
par I'étude antérieure de la convergence simple.

— Pour mettre en défaut la convergence uniforme, on peut utiliser la technique précédente, ou exhiber une suite
(xn),, telle que (fn(acn) - f(xn))n ne tend pas vers 0, ce qui revient a minorer [|f — fu||_ par une quantité ne
tendant pas vers 0. On peut aussi utiliser les propriétés de stabilité, le cas le plus fréquent étant une suite de
fonctions continues convergent simplement vers une fonction qui ne ’est pas, la convergence ne pouvant de ce fait

étre uniforme. Exemple : f,(z) , suite de fonctions continues qui converge simplement vers la fonction

1 1
sgn sur R, laquelle n’est pas continue en 0. On peut aussi considérer x,, = — et calculer f,(z,) = 3
n

T 1+ |nxl

2. SERIES DE FONCTIONS

2.1. Définitions. Beaucoup d’énoncés sur les suites de fonctions concernent en fait des séries de fonctions. Les
définitions sont évidentes :

Définition 3. Pour des fonctions u,: I — K, on dit que la série Zun converge simplement (resp. uniformément)
st la suite de ses sommes partielles converge simplement (resp. uniformément).

o
Il est utile de noter que si R, = Z ug, U'existence de R,, est équivalente & la convergence simple de Z Uy, €t
k=n+1
que la convergence uniforme de Zun est alors équivalente a la convergence uniforme de (R,,),, vers 0 :

> un CVU <= u, CVS & (Ry), CVU 0 <= > u, CVS & lim || R, || = 0.

1. La définition de la convergence des séries de fonctions est donnée dans la section 2.
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2.2. Convergence normale. Dans la mesure ou I’étude de la série Z uy, revient a celle de la suite de ses sommes
partielles et que, réciproquement, la convergence d'une suite (u,),, revient a celle de la série télescopique associée
Z(Un+1 —uy), il n'y a pas grand chose de spécifique & dire sur les séries. On introduit toutefois un nouveau mode
de convergence, trés utile en pratique :

Définition 4. Pour u,: I — K des fonctions bornées pour n = ng, la série de fonctions Zun converge normale-

ment s¢ la série numérique E unll_ est convergente.
nz=ng

Proposition 2. On a les implications suivantes :
— E Uy, converge normalement — E up converge uniformément =—> E up, converge simplement.

— Z Uy, converge normalement —> Z un(x) converge absolument pour tout v — Z Uy converge simplement.

— S g (Unt1 — up) converge normalement, alors (uy), converge uniformément.

— Comme dans le cas des séries numériques, le mode de convergence (simple, uniforme, uniforme sur tout segment,
normale) d’une série de fonctions ne dépend pas de ses premiers termes.

— Sous 'hypothése de convergence normale, on a l’extension de l'inégalité triangulaire : Z up|| < Z [ full

oo
— Utilisation du critére spécial des séries alternées : soient u,: I — R4 et la somme S = Z(—l)”un. On suppose
n=0
que la suite de fonctions (uy),, est décroissante, i.e. (un(x)>n est décroissante pour tout x € I. Pour que la série
converge uniformément, il suffit que lim [juy, | = 0. Voir I'exemple 2.

Les propriétés de stabilité vérifiées par les suites de fonctions le sont évidemment pour les séries (qui ne sont
que des suites de fonctions vues différemment). En particulier, toute série simplement convergente de fonctions
(dé)croissantes est (dé)croissante, une série simplement convergente de fonctions positives est positive, une série
uniformément convergente de fonctions continues est continue, etc. Notons que ’étude du domaine de convergence

oo

simple de la série Z un(x) se fait sur ﬂ D,,,. Pour étudier la convergence normale, il suffit que les fonctions u,,
n=0 n=0
soient bornées & partir d’un certain rang ng.

3. THEOREMES

Il y a trois grands théorémes, qui expriment tous une interversion de limite. Leurs hypothéses sont toujours des
conditions suffisantes, jamais nécessaires.

3.1. Limite aux bornes.

Théoréme 1 (Théoréme de la double limite). Soient Z uy une série de fonctions convergeant uniformément sur

un intervalle ouvert I, S sa somme et a une borne de I, finie ou infinie. Supposons que £, = %grlll un(x) existe pour

zel
tout n € N et soit finie. Alors, S admet une limite finie quand x tend vers a et cette limite est la limite des sommes

partielles de la série de terme général £y, (qui converge donc), soit

[e) N 00 00
}11}}1 Zun($ —%g%j\}gnoozun :]\}gnooll'll;‘ll unp(x) = lim thun ):Z }Cl_T}}ZUn ):Z[n.

z€l n=0 z€l n=0 N=oo 0%l n=0 wel

Les hypothéses du théoréme disent que les limites intérieures existent et que la convergence est uniforme sur I.
Sa conclusion affirme 'existence et I’égalité des deux limites extérieures, d’ou la convergence uniforme sur I U {a}
si a est finie. Le théoréme de la double limite est pratique pour calculer des limites (on s’en serait douté) et aussi

pour montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme.
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3.2. Intégration.

Théoréme 2 (Intégration). I.a. Soit (fy), une suite de fonctions continues convergeant uniformément sur un
segment borné [a,b]. Alors f est continue et

/ hm fu(x)dx = nangO /ab fn(x)dx

1.b. Soit E uy,, une série de fonctions continues convergeant uniformément sur un segment [a,b]. Alors, la somme
de la série est continue et

/abnij:oun(m) dz = ni_o:o/abun(x) dz

2.a. Soient I un intervalle borné, (fy,), une suite de fonctions continues par morceauz, intégrables sur I convergeant
uniformément vers une fonction f. Si f est continue par morceauz, alors f est intégrable sur I et

/ nh_{glo fu(x)dx = hm / fn(x)de.

2.b. Soient I un intervalle borné et E un une série de fonctions continues par morceaux et intégrables sur I,
o0

convergeant uniformément sur I. Alors, si S = E Uy est continue par morceaux, elle est intégrable sur I et l'on a
n=0

/Ini;oun(a:) dz :ni;o/lun(x) dz

Ce théoréme ne s’étend ni a la convergence simple, ni a 'intégration sur un intervalle quelconque. On en verra
une extension avec le théoréme de convergence dominée sous une hypothése plus faible que la convergence uniforme.

3.3. Dérivation.

Théoréme 3 (Dérivation). 1. Soit (fy,), une suite de fonctions de classe C! sur I. On suppose que
i) (fn), converge simplement vers f sur I ;
i) (f},),, converge uniformément vers g sur I.
Alors, f est de classe C* sur I, f' =g et (fn),, converge uniformément vers f sur tout segment inclus dans I.

2. Soit Zun une série de fonctions de classe C* sur I. On suppose que
i) Z Uy converge simplement sur I ;

.. / . L
it) E u,, converge uniformément sur I.

0o oo ! 0o
Alors, Z uy, est de classe C' sur I, (Z fn> = Z ul, et Zun converge uniformément sur tout segment inclus
n=0 = n=0

dans 1.

Il n’y a aucune raison en général pour que la convergence uniforme de la suite des fonctions entraine celle de la
suite des dérivées. Considérer par exemple f,(z) = n~"/?sin(nz).

Dans le théoréme, on peut remplacer la convergence simple de (fy), par la convergence ponctuelle en un seul
point zq (c’est ce qui ressort de la démonstration), qui s’appuie toute entiére sur 1'égalité

fule) = fulao) + [ C ) at

et qui, outre le fait d’étre exigible, est en soi un bon exercice. Mais ce qui est trés important et d’un usage constant,
c’est que si 'hypothése de convergence uniforme est globale, la conclusion (la limite est dérivable et sa dérivée est
la limite des dérivées) est de nature locale. Autrement dit, il suffit d’appliquer le théoréme sur tout segment inclus
dans I pour obtenir le résultat sur I tout entier, ce qui revient & ne faire 'hypothése de la convergence uniforme
des dérivées que sur tout segment. Ce théoréme s’étend aux dérivées d’ordre supérieur :

Théoréme 4. 1. Soit (fy), une suite de fonctions de classe CP sur I. On suppose que
i) (f,(Lk))n converge simplement vers g sur I pour tout k € [0,p — 1] ;

i1) (f,(lp))n converge uniformément vers g, sur I.
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Alors, f = go est de classe C? sur I, f¥) = gi pour tout k € [0,p] et (fy“))n converge uniformément vers f*)
sur tout segment inclus dans I.
2. Soit Zun une série de fonctions de classe CP sur I. On suppose que

i) Z u%k) converge simplement sur I pour tout k € [0,p — 1] ;

i1) Z u£{’> converge uniformément sur I.

Alors, Z up est de classe CP sur I, Z un> = Z u;k) pour tout k € [0,p] et Z u;’“) converge uniformément
n=0 n=0 n=0

sur tout segment inclus dans I pour tout k € [0, p].

Ce théoréme se démontre par récurrence sur p en utilisant le théoréme 3 pour f (P _1), puis 'hypothése de récurrence.

On peut enfin étendre le théoréme 4 au caractére C*°, 'hypothése étant alors qu’il existe un entier kg tel que
( f,g“)n (resp. la série Zug“)) converge simplement sur / pour tout k < kg et uniformément pour tout k > kg sur
tout segment. En fait, il suffit d’avoir convergence simple pour tout k£ et uniforme pour une infinité de valeurs de
k, mais cette derniére version n’est guére utilisable en pratique.

4. EXEMPLES D’ETUDE DE SERIES DE FONCTIONS
0 (_1)n+1mn

Exemple 2. Soit la série entiére In(1 + z) = Z , de rayon de convergence 1.

n
n=1
— Convergence simple. 11 y a convergence simple sur | — 1,1]. En effet, il y a convergence absolue pour tout
x €] — 1,1[ par comparaison avec la série géométrique de raison x, convergence pour x = 1 en vertu du critére
spécial des séries alternées et divergence pour x = —1 (série harmonique).
—1)ntlgn max(|al, |b|)"
— Convergence normale. Posons f(z) = % Pour [a,b] C] —1,1], on a an‘[a b}H = max(lal, [b])" (on
Pl o n
n’utilise pour cela que le fait que © — |z|" est croissante sur R ). Il y a donc convergence normale sur tout segment
[a,b] C] —1,1] (ce que l'on sait aussi d’apreés les propriétés générales des séries entiéres), mais pas sur | — 1,1][.

— Convergence uniforme. Il y a convergence uniforme sur tout intervalle [a,1] avec —1 < a < 1 : comme la
convergence normale entraine la convergence uniforme, il suffit de montrer la convergence uniforme sur [0, 1]. Or,
" 1

le critére spécial des séries alternées permet de majorer le reste |R,(x)| par le premier terme, soit e < p—y
n n

Il y a donc convergence uniforme du reste de la série vers 0, donc convergence uniforme de la série vers In(1 + x)
o0 (_1)n+1 o0 (_1)n+1xn

sur [a,1]. En particulier, cela permet de prouver que Z = In2. En effet, Z -
n=1 n=1

pour tout x €]—1, 1], mais tant la somme de la série que In(1+z) sont continues en 1, ce qui étend ’égalité au point 1.

= In(1
- n(l+x)

Il reste & prouver que la série ne converge pas uniformément sur | — 1,0]. En posant y = —z, cela revient a
n

€T . . c 1 . .
prouver que E — ne converge pas uniformément sur [0, 1[. Or, en considérant les normes infinies sur [0, 1],
n

00 xk o] $k 2n I‘k 2n 1 2n 1 1
Ran(z) — Rn(z) = T Z T Z A | Ron — Rnll _ = Z % > Z o 2
k=2n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

ce qui contredit lim || R,|| = 0. On peut aussi appliquer le théoréme de la double limite en —1.

, , > a" cos(nx)
Exemple 3. Soit a €]0,1[. On veut montrer 'existence et calculer S(z) = Z —————=. Pour u,(z) =
n=1 n
" cos "
w, on a |lu,|| = 2= o(a™), d’ott la convergence normale de la série sur R par comparaison avec
o0 n

la série géométrique de raison a.

Le calcul est plus délicat. Il repose sur 'idée que, si l'on ne sait pas calculer directement S(z), la dériver terme a
terme ferait disparaitre le n au dénominateur, ce qui, en passant en complexes, permettrait de se ramener & une série
géométrique. On commence donc par appliquer le théoréme 3 (théoréme de dérivation). De u), () = —a" sin(nz), on
déduit ||u

;ZHOO = a", d’ou la convergence normale (donc uniforme) de Z ul,, ce qui permet d’appliquer le théoréme.
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1
Ainsi, S est de classe C! et, pour tout z € R, S'(z Z a" sin(nx). Or, — Z a"e™ = - ——— 11, dou

1 — ae™®
—iT __

) _ asin(zx) o asin(zx)
lae=i® — 1|2 (acos(z) — 1)2 + (—asin(z))? 1+ a? — 2acos(x)

1 2 ¢ 1 2
S(x) +/ S'(t)dt = —In(1 —a) — bln(a +1—2acost)}0:—2ln(a +1—2acos1:).

Exemple 4. On définit f(z) = Z m

n=1

— Domaine de définition de f. Posons uy(z) = m Stz #0, up(x) et n2 , donc Zun converge

par comparaison avec la série de Riemann E —. 51tz =0,ona un(0) = 0, donc la série converge trivialement.
n

Finalement, Dy = R. Notons que f est impaire et qu’on peut donc se contenter de I'étudier sur R, . En passant,
I’équivalent suggére que l'on va avoir des difficultés & analyser ce qui se passe au voisinage de 0...

— Continuité de f sur son domaine de définition. Etudier la continuité, c’est essayer de montrer qu’il y a conver-
gence uniforme. Si ce n’est pas le cas, on essaye de se débrouiller autrement. Une majoration immédiate pour

0<a<z<b< +oo donne
b b 1
0 <up(x) < < =0 (—)
S () < n(1+na?) ~ a?n? n2/’
ce qui montre la convergence normale sur tout segment [a, b] C R? , donc la convergence uniforme sur tout segment.
La fonction f est donc continue sur tout [a, b] C R, donc sur R’ . On peut traiter le cas de 0 a part (mais c’est un

peu acrobatique) en écrivant, pour x > 0, le découpage étant choisi pour que, dans la deuxiéme somme, nz? > \/n,
[1/z] 00 [1/2*] " 00

ey R VR ey Rl iR DR e

n=1 n=[1/z%]+1 n=1 " ”:U/m4J+1n
et gt
< = —
x(l—l—/l ) E \F drlnz + O(x) — p— 0,

ce qui montre bien que f est continue en 0. Mais, et c’est plus simple ici, on peut aussi mieux majorer |u,(z)| en
calculant explicitement sa 2norme infinie. C’est ce qui est fait ci-dessous.

De fait, u/,(x) = Lo . Comme u,(0) = lim wu,(xz) = 0, le tableau de variations donne un maximum en
n(1+ na?)? z—r400

1/v/n, soit |lup|l_ = un(1/vn) = n3/2/2. 11 y a donc convergence normale sur R (en fait, sur R par imparité)
donc f est continue.

— Limite de f(x) quand x tend vers l'infini. La convergence uniforme sur R permet d’utiliser le théoréme de la

double limite :
o0 o0

x
xﬁl+oonz::1 n(1 + nxz?) Z v oo n(l+ nxQ Z 0=0.

— Montrer que [ est dérivable sur R* et montrer que sa courbe représentative admet une demi-tangente a l’origine.
Si0<a<ax<b< 400, on majore

Juy ()] =

L . / . . . , . A
La série E u, (z) converge ainsi normalement, donc uniformément, sur tout segment [a,b] C RY, ce qui entraine

|1 —nz?| 1+b%n b?
n(1+n22)2 = n(l +na?)? notoo atn?’

que f est dérivable sur ces segments et, donc, sur R*. Pour étudier la dérivée en 0, on revient a sa définition comme
limite du taux d’accroissement :

f(@) = f(0) _ > N 1
z—0 z:: 1+nx2 Z n(l 4+ nz?) z—0 Zi

/(@) . .

x
admet une limite en 0. La minoration précédente montre que cette limite est au moins égale aux sommes partielles

3

Par ailleurs, la fonction z —— est décroissante sur Ry comme série de fonctions décroissantes, donc elle
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f(z) — f(0)
z—0

de la série harmonique, qui diverge, donc 1ir% = 400, ce qui démontre 'existence d’une demi-tangente
T—

>0
verticale & l'origine.

— Equivalent de f(x) quand x tend vers Uinfini. L’idée, plutot simple, est d’appliquer & nouveau le théoréme de

la double limite, mais en multipliant cette fois f(z) par une fonction A(z) assurant une limite non nulle ¢, ce
00 2 00

Ici, on prend A(z) = x, soit zf(z) = Z ( v = Z v (%) avec

qui donne ’équivalent f(x) —
—n(l+nx?) o

.
z—+oo \(x) '

t
v (t) = m (il y a des 22 partout, autant en profiter pour simplifier Uexpression de v, que 'on va dériver).
n n
lcule v/ (t) = ————— .Laf i i r = i = —. Ainsi
On calcule vn(t) (= nt) > 0. La fonction vy, est croissante et I'on a donc [[vy||__ Jm Un(t) —5- Alnsi,
la série Z n+ converge normalement, donc uniformément et le théoréme de la double limite donne :
nx
oo 2 oo 2 2
T 1 s s
lim x lim —— = — = — x) ~ —.
v oo fla) = n;lx—»i-oo n(1+ nz?) n;l n?2 6 f(@) z—+o00 61
— Equivalent de f(x) quand x tend vers 0. Au voisinage de 0, la technique ci-dessus n’est pas opérante, mais ’on
peut utiliser & la place une comparaison série-intégrale. Soit a > 0. La fonction hy: t — m est clairement
a
décroissante, positive, de limite nulle et 'on a f(z) =z Z ha2(n

n n—1

/1+Ooha(t)dt=/1+oo E— 1fat} dt = {ln(leat)KHJrOO:ln(i) _ln(lia) :ln(l—ga)

—2z1n |z| m:ﬁ:zln( x;v ) < f(x) :thxz(n) < 1 fo —|—xln< xzx ~ —2zIn |z|
=1

/n+1 ha(t) dt < he(n) </n ha(t) / ha( ihu(”) gha(1)+/1°°ha(t)dt

r—r

On conclut par le théoréme des gendarmes : f(x) ~ —2zIn |z|.
z—

5. COMPLEMENT : THEOREME DE LA DOUBLE LIMITE, COMPARAISON SUITES-SERIES

5.1. Démonstration du théoréme 1. La démonstration est hors programme, mais accessible & partir des connaissances
de PSI, quoique difficile (niveau X-ENS).

On se place sous les hypothéses du théoréme : soient E uy, une série de fonctions convergeant uniformément sur un

intervalle ouvert I, S sa somme et a une borne de I, finie ou infinie. Supposons que ¢,, = %13}1 un(x) existe pour tout n et

xzel
N

o0
est finie. Pour N € N, on note Sy = Z Uy, S = Z uy, et Ry = S — Sy. La partie la plus difficile consiste & montrer la
n=0 n=0
convergence de la série Zén.

Etape 1. Montrons que Ve > 0, Ipo(e) €N, V(m,n) € N*: m > n = po(e) = [lni1 +Lloo+ - +Llm| < e

Soit € > 0. Par définition de la convergence uniforme, il existe po(e) € N tel que, pour tout N > po(e), |Rn|l; . <

N ™

Alors, 'inégalité triangulaire donne

Y(n,m) € N*:m >n 2> po(e) = [|Sm = Snll,cc = [I1Bn = Rinll, oo <IIBnll; o + 1Bl <,
avec Sy, — Sy = Uni1 + Unyo + - + Up. Alors, pour tout € I et tout (n,m) € N? avec m > n > po(¢),
[Un+1(%) + Uns2(z) + -+ um ()| = [Sm(z) — Sn ()] < [|Sm — SnHI,oo
|£n+1 + €7L+2 + e+ em| g ||Sm S,

n”l,oo g €

en faisant tendre x € I vers a par linéarité de la limite.
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Etape 2. Le résultat obtenu lors de la premiére étape entraine la convergence de la série de terme général £,,. 11 s’agit du
critére de Cauchy, lui aussi hors programme, que ’on montre donc ci-dessous en ayant recours a des suites extraites.

Pour k£ € N, posons avec les notations de la premiére étape ny = p0(2_k). En prenant pour p0(2_k ) une valeur strictement
supérieure a ni_; (& € fixé, il existe une valeur minimale de pg(g) et on peut prendre n’importe quel entier supérieur ou
égal a cette valeur), la suite (ny), est strictement croissante. Par construction,

VE €N, Vm = ng: [lno1 + bnpso + -+ | <275
Nk+1
En particulier, [£y, 41+ lnyq2 4+ 4 Loy | < 27 donc la série de terme général [, = Z £; est absolument convergente
1=ni+1
en vertu de la question précédente et du théoréme de comparaison. Elle est donc convergente, ce qui montre que la suite

Nk m
extraite des sommes partielles <Z 51‘) converge. Posons ¢, = Z&- et ¢ = lim g,,. Sim > ng, il s’ensuit
" ‘ k—o0
=0 k =0
1 1 1
|§_§m‘ = |§_§nk +§nk _§m| < ‘g_an|+|§m_§nk| < 27k+27k = oF—1°

Ainsi, pour tout £ > 0, si k > kg = 1+ [logy(¢)], on a |[¢ — (| < 277 < & pour tout m > ny,, ce qui assure que limg,, = ¢,

donc que la série E ¢; converge.

Etape 3. Il reste a prouver que %13}1 S(z) = <. En vertu de l'inégalité triangulaire, on a, pour x € I et m € N,
xzel

|S(.’£) - §| = |Sm(m) + Rm(x) —Sm — (C - gm)| < |Sm(x) - §m| + ||-Rm,HOo + |§ — §m|-

Il faut maintenant jouer avec les €. Soit donc € > 0. Comme limg,,, = ¢, il existe un entier ng tel que |¢,, —¢| < €/3 pour tout
m > ng. De méme, la convergence uniforme sur I assure qu’il existe un entier n; tel que HRme < ¢/3 pour m > n;. Posons

ng = max(ng,n1). Par linéarité de la limite, alclgﬁ Sny () = G, ;5 il existe donc « > 0 tel que, pour tout = € I, si |z —a| < «
xzel
(on suppose ici que a € R, le cas ot a = oo se traitant de maniére similaire), alors | Sy, (x) — ¢u,| < €/3. Ainsi, pour ces

meémes z, |[S(xz) —¢| < €, ce qui termine la preuve du théoréme de la double limite. On notera que cette derniére étape
fonctionne comme la preuve de la stablilité de la continuité par limite uniforme. Ce n’est pas étonnant car, si a € R, ’étape

,, converge uniformément vers S sur I et simple-

2 montre que l'on peut prolonger S en a par S(a) = Zﬁn. Alors, (Sy)
n=0

ment sur JU{a}, donc uniformément sur 7TU{a}, d’ot le théoréme de la double limite, qui exprime alors la continuité de .S en a.

5.2. Comparaison suites-séries. On rappelle que, si (uy),, est une suite réelle ou complexe, la convergence de
la suite (un),, est équivalente & celle de la série télescopique associée Z(un+1 — up). Cela s’étend aux suites de
fonctions.

Proposition 3. Soit (fy), une suite de fonctions définies sur un intervalle I. Alors, (fyn), converge simplement si, et

seulement si, la série Z(an — fn) converge simplement et la convergence uniforme de la suite est équivalente a celle de la

série. En particulier, si Z(an — fn) converge normalement, alors (fy), converge uniformément.

Preuve. Pour la convergence simple, il s’agit de I'application du résultat sur les séries numériques en tout point x € I.
Sous I'hypothése de convergence simple, la série converge uniformément si, et seulement si, la suite des restes converge

uniformément vers la fonction nulle, d’ot1 I’équivalence avec la convergence uniforme de la suite (f,),, en utilisant I’expression
o0

télescopique du reste R, = Z(fk+1 — fr) = —fn- o
k=n

On en déduit en particulier une version du théoréme de la double limite qui a disparu du programme :

Théoréme 5. Soit (fy), une suite de fonctions convergent uniformément vers f sur I et a € {inf I,supI} (fini ou pas).
Supposons que £, = %13% fn(x) existe pour tout n = ng et est finie. Alors, f admet une limite quand x tend vers a et cette
zel
limite est la limite, finie, de la suite ({y),. Autrement dit,
lim lim f,(z)= lim lim f,(x).

T—=a n—oo n—oo T—a
zel zel
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